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Los numeros reales

1.1. NUmeros racionales y nimeros irracionales

Una fraccion es un cociente entre dos ndmeros enteros, 9, donde b % 0.
9 _ C)si a'd—bb'c

b d - '

El conjunto formado por una fraccién y todas sus equivalentes recibe el nombre
de namero racional.

Dos fracciones, % y C—C; son equivalentes (

Cada numero racional g es representable por una fraccion irreducible, esto es, exis-
ten enteros my n primos entre si tales que g = %

Si escribimos g = % y denofamos d=M.C.D. (a, b), para encontrar la fraccion irreduci-

ble equivalente a la fraccién g = % basta con dividir el numerador y el denominador
por d.

n Completa en cada caso el numerador o el denominador que falta para
que las siguientes fracciones sean equivalentes:

o 2100 9 18 16l 8 17 x4
3 15 26 50

n Encuentra las fracciones irreducibles de los siguientes nimeros racionales:

1
153, 26. 1225

D=5 RT3 B8

q _17 q =iy por ultimo, g =§.
T3 11”7 B/

Expresion decimal de un nimero racional. Los nUmeros racionales admiten otra
expresion, llamada decimal, que se obtiene dividiendo el numerador entre el denomi-
nador. En este proceso podemos obtener tres fipos de expresiones decimales: deci-
mal exacto, decimal periédico puro y decimal peridédico mixto.

Ejemplos:
3 3 [4__
2 = 0,75 decimal exacto » 20 0,75
0
47 |33

47 1 3 : R _ 140 1,42
33 1,42 decimal periédico puro > 20

14
1 = 1 |6_
5 = 0,16 decimal periddico mixto > 40 0,16

4

donde el simbolo x significa que la cantidad x se repite indefinidamente.

4 Los nomeros red es



n Encuentra la expresion decimal de los siguientes nimeros racionales
e indica de qué tipo son:

_ 203 3
a) o =73 ©) % =150
4. = 9,6 (decimal periédico puro) g = 0,03 (decimal exacto)
_35 _57
b) a.=7, d) qu=—3

9= 0,795 4 (decimal periédico mixto) g, =0,791 6 (decimal periédico mixto)

Todo nUmero decimal exacto, periddico puro y periddico mixto puede ser expresado
en forma de fraccién irreducible.

Ejemplos:

. 75 3.5% 3
D | 10: 0,75 =—= =5
ecimal exacto R

Decimal periddico puro: g, = 1,42

100q, = 142,42

Q= 1,42
141 _47
999, = 141 = 5 =
Decimal periédico mixto: g; = 2,56

100qg; = 256,6

~ 10g,= 256
231 77
90g; = 231 ===
as = 0 90 30

PSS oS bbb b bl o

n Encuentra las fracciones irreducibles de los siguientes nimeros racionales:

a) g, =362 c) gy=1127
_362_181 _1015_203
%~ 100" 50 ©~"900 ~ 180
b) g=0.63 d) q.=1251
_63_7.9 7 _1259_415
=997 11. 9~ 11 %~ 99 T 33

Los nomeros reales 5



Los nUmeros reales que no son racionales, esto es, que no admiten una expresion en
forma de fraccion, se denominan irracionales.

Hay infinitos nimeros irracionales.
Ejemplos:

m La raiz n-&ima Rz donde z es un entero positivo que no es la potencia n-&ima de
un ndmero entero, es un NnUmMero irracional.

m X2, K6, ... son irracionales, pero M9 =3 no lo es.

m También el nimero &, que es el cociente entre la longitud de una circunferencia y
la longitud de su didmetro, es irracional.

Los nimeros irracionales también admiten desarrollo decimal, pero tienen infinitas
cifras decimales no periédicas.

R
K
N
X
X
X
5

ﬂ Indica cudles de los siguientes nimeros son racionales y cudles
irracionales:

Y-8 /636 :-35: 3,5;2,3?;\/1+\/o+\/5+\/ﬁ

/5 es el tinico niimero irracional, pues:

3-8=-2;, J/36=6;, -35= —_22;
5,05:2.526; 2,3'?:%:@;
100 20 90 45

\/1+\/6+x/5+\/§ :\/1+\/6+\/m =J1+V/6+3 =/1+3=2

son racionales.

n ¢Es racional el nimero v = \/3 + /5 — /3 - /52

Elevando al cuadrado se tiene:

V2 =(3+/5)+(3-/5)-2./(3+/B)(3-/5) =6-2/4 =2

Como v> O se deduce que v = \/5, que no es racional.

8 J
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1.2. Operaciones con nimeros racionales

I‘ Los numeros racionales se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir (salvo que el
denominador sea nulo), y el resultado es un ndmero racional. La mejor forma de efec-
l‘ tuar estas operaciones es escribir los nUmeros que queremos operar en forma de

fraccion.
1

n Sean g, = 0,346y g, = 0,257. Calcula:

Q+qr —-Qq. Q- qu %

1
Comenzamos escribiendo g, y q, como fracciones irreducibles. Para ello:

1000q, = 346,6 1000g, = 257,7
100q,= 34,6 100q,= 25,7
_ 312 _26 _ 232 58
900q,=312 = 1= 900-75 900q,=232 = ©2=900" 225
Ahora, sumamos, restamos, multiplicamos y dividimos q, y g,:
., .58 26_58+78_136 __ 58 26_58-78_-20_-4
TN T 225" 75 225 225 R VT 225 75 225 225 45
__ 58 26_ 1508 q,_ 58 26_58-75 _ 29 _29
% 1= 225 75 16875 4, 225 75 26-225 13-3 39
“ L . . _ 0.4 n
Expresa como fraccion irreducible la diferencia g = 078 0.72.

Comenzamos expresando como fraccion los nimeros g, = 0,72y q.=0,18.

100q,=72,2 100q,=18,18
 10q,= 7.2 ~ g= 018
65_13 _ _1&6_2
909:=65 = a4=g5=75 994,=18 = q=gg==7

Finalmente, puesto que 0,4 = % se tiene:

2 2
_04 ,55.56___5 15_11_13_1986-65_133
o1 e Y2 1875 1 90 90

[ od
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1.3. Operaciones con nimeros irracionales

H La suma y resta de ndmeros irracionales puede no ser irracional; por ejemplo el
namero, r, = r, = ¥2 es irracional, y su resta r, — r, = 0 es racional. Lo mismo sucede con
l‘ el producto y el cociente; con estos datos, r, - r, =2y r,/r, =1 son racionales.

I Existen ejemplos mas sofisticados donde se ve que la apariencia engaoe!.

n ¢Es irracional el nimero u = \/2 + g - \/2 - g? Calcula >

Escribimos, para simplificar x = % por lo que:

=24 x -2 x21P=(V21x-2-x) =(2+x)+(2-x)-2/2+x)(2—x) =

=4-24-x" =4-2 [4-T :4—2\/g=4—3:1

Como u>0y u® =1 deducimos que u= 1, que es racional.

m Si ay b numeros positivos. ¢ Cudles de las siguientes expresiones son falsas?

a) Ja+b=+a+b c) Ja-b=+a b
b) Ja-b=+a-+b d) Ja:b=+a:\b

Son falsas las igualdades a) y b).

n Calcula:

a) 1+42)-(V2-1)=(V2+1)-(V2-1)=(2) ~1=2-1=1
b) V3-(243-1 =3 (22-3+1-4/3)=/3-(13-4./3)=13./3 - 12

- - . . 16 . 3+ f _J5+3
Racionalizar. Es escribir, por ejemplo, los cocientes o =
ethehslis NN, AR N

sin radicales en el denominador.

7[»3 7/3
16 _ 16-~/2 =16- 2 _ 88

(J J T T T T

\/§+ 2 (V3 \/5)( 3+\/_) 2 _
_5+3  (V5+3) (J_+f) 5+10 +15 +/6
BT NS, P

8 Los nomeros redes



1.4. Representacion en la recta real. Intervalos

Entre dos nUmeros racionales hay infinitos ndmeros racionales e
infinitos ndmeros irracionales. Los nUmeros racionales junto con

los irracionales constituye el llamado cuerpo de los nimeros
reales, que llenan completamente una recta.

Para representar ndmeros racionales en la recta real nos apo-
yamos en el teorema de Tales. En primer lugar escribimos el
ndmero mixto correspondiente. Asi localizamos entre qué dos
enferos se encuentra y posteriormente dividimos el segmento
unidad en tantas partes como indique el denominador y toma-

mos tantas como marque el numerador de la fracciéon que apa-
rece en el ndmero mixto.

Para representar ndmeros irracionales como
. V20 =+/4% + 22 emplearemos el teorema de Pita-
goras. Sin embargo, para otros irracionales nos

N fendremos que conformar con representar una
14 aproximaciéon del mismo, por defecto o por exce-
2| 50, y con tantas cifras decimales como deseemos.
V20
o 1 2 3 45

El teorema de Pitdgoras permite representar Nn
para cada entero positivo n.

c) 3

d) X5

Los nomeros reales 9
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m ¢Cudl es la longitud del segmento PQ de la figura?

Aplicando dos veces el teorema de Pitagoras se tiene que:
la longitud del segmento OA, que es la misma que la

del segmento OP, es N/ T2 +1° =</2  mientras que la del
segmento OB, que es la misma que la del segmento 0Q

es\/(\/§)2+12=\/5.

De este modo concluimos que la longitud del segmento PQ

es V3 —2.

Intervalos. Sean ay b dos nimeros reales tales que a < b.

Se llama intervalo abierto de extremos a y b, (a, b), al conjunto formado
por los nUmeros reales mayores que ay menores que b:

(aby={xe R:a<x< b}

Se llama intervalo cerrado de extremos a y b, [a, b], al conjunto formado
por los ndmeros reales mayores o iguales que ay menores o iguales que b:

[a. b]l={xe R:a<x< b}

Se llama intervalo semiabierto en a o intervalo abierto en ay cerrado en b, (a, b].
al conjunto formado por los nUmeros reales mayores que a y menores o iguales
que b:

(a. bl={xe R:a<x< b}

Se llama intervalo semicerrado en a o intervalo cerrado en ay abierto en b, [a, b),
al conjunto formado por los nimeros reales mayores o iguales que ay menores
que b:

[a b)={xe R:a<x< b}

En todos los casos anferiores se dice que la longitud del intervalo es b - ay que
_a+b

es el centro del intervalo.

m Dibuja los intervalos [0, 2) y (1, 3] y calcula su unién y su interseccion.

[0,2) U (1,3] =0, 3]
[0,2) " (1,3]=(1,2)

1 0 Los nomerocs red es



m Contesta los siguientes apartados:

a) Expresa en forma de intervalo el conjunto formado por los nGmeros reales x
tales que |x| < 2.

El conjunto pedido es el intervalo:

{xeR:|x|<2}={xeR:—2<x<2}=(-2,2)

b) Expresa en forma de intervalo el conjunto formado por los nimeros reales x
tales que |x - 1] < 4.

El conjunto pedido es el intervalo:

{xeR:|x—1<4}={xeR:-4<x-1<4}={xeR:-3<x<5}=(-3,5)

c) Demuestra que el conjunto formado por los nimeros reales x tales que [x + 2| < 6
es un infervalo cerrado y determina sus extremos.

El conjunto pedido es el intervalo:

{xeR:|x+2|<6}={xeR:-6<x+2<6}={xcR:-8<x<4}=[-8, 4]

Semirrectas: Dado un ndmero real a:

m Se llaman semirrectas abiertas de extremo a a los conjuntos (—«, Q) y (a, +x) for-
mados, respectivamente, por los nUmeros reales menores que ay los ndmeros rec-
k les mayores que a. Esto es, (-x, a)={xe R: x<a}y(a, +x)={xe R: x> a}.

m Se llaoman semirrectas cerradas de extremo a a los conjuntos (—«, a] y [, +) for-
mados, respectivamente, por los nUmeros reales menores o iguales que a
y los ndmeros reales mayores o iguales que a. Esto es, (—», a] = {x e R: x< a}

L yla +»)={xe R: x> a}.

n Demuestra que el conjunto formado por todos los nimeros reales x tales
que x > |x| — 2 es una semirrecta. Decide si es abierta o cerrada.

x>|x|-2 x| <x+2=-—x—2<x<x+2

Cualquier nimero real x satisface la segunda de estas desigualdades: x < x+ 2
La primera se traduce en que: —x— 2 <x-2<2x-1<x

En conclusién, los nimeros reales x tales que x> |x| — 2 son los de la semirrecta
abierta (—1, +0) de extremo —1.

Los noener os reales 1 1



1.5. Aproximacion decimal. Error absoluto, relativo
y porcentual

m Decimos que un valor aproximado a de un ndmero x es una aproximacion
por defecto de x cuando a < x, y es una aproximacion por exceso si x < a.

m Para dar una aproximacion de un nimero decimal se suele fruncar o redondear:

* Truncar un ndmero consiste en eliminar todas las cifras decimales que siguen a
aquélla por la que he mos decidido truncar.

* Redondear un nUmero a un determinado orden decimal consiste en sustituirlo
por el nUmero truncado al orden decimal deseado si la siguiente cifra decimal
es menor que 5. En caso contrario a la Ultima cifra del nimero truncado le aocer-
dimos una unidad.

Ejemplo:
0.,7645 0,76 0.76
12,4373 12,43 12,44

n Completa la siguiente tabla:

. Truncamiento Redondeo
Numero exacto o P
a las milésimas a las milésimas
3,21 3,212 3,212
8,763 8,763 8,764
1,9 1,999 2
T 3,141 3,142

H m Se llama error absoluto cometido al aproximar un nimero real x por ofro a al nime-
ro |x - al.

m Se llama error relativo cometido al aproximar un ndmero real Nno nulo x por otro a
. X—a
al ndmero ]—l.
Ix]
m Se llama error porcentual cometido al aproximar un nimero real no nulo x por ofro

a al nimero 100 - ]%l.

I I

12 Los nomercs red es



Ejemplo:

Tomemos como aproximacion del ndmero x = 0,7 el ndmero a = 0,78 y calculemos los
errores cometidos al fomar dicha aproximacion.

Error absoluto: |x - q =‘0j_0’78‘ =’é_ /8 ’7 39‘ ‘350—351|_

100| |9 50| | 450 | 450

x-al 1/450 9 11

Error relativo: = =
|X| 7/9 4507 50.-7 350

x-af 100 _2_ 4 555772%

Error porcentual: 100 -
P X 350 7

m Halla el error relativo que se comete al aproximar el nidmero x = 0,46 por
su redondeo a las décimas.

. L . _ ~_42 _ 7 1

Tomamos como aproximacion del nimero x=0,46 = —90 15 el nimero a=0,5 = >
14-15|_ 1 .

Asi el error absoluto que se comete es |x —a| = 3 5 2 ‘ =30V el relativo

1

x-al_30_ 15 _ 1

x| 7 730 14"
15

El error relativo aporta mas informaciéon que el error absoluto. Imaginemos que el
error al medir la longitud de una habitacién ha sido 50 cm y el error al medir la longi-
tud de un campo de fatbol también ha sido 50 cm. Aunque el error absoluto cometi-
do en ambas medidas es el mismo, la aproximacion de la medida de la longitud del
campo de fatbol es mucho mejor que la de la habitacién, ya que en el primer caso la
longitud de partida es mucho mayor.

Patats

m La casa de Eduardo dista 420 m del colegio mientras que la de Antonio
estd a 1,02 km. Sin embargo, cudando les han preguntado a qué distancia
estaba el colegio de sus respectivas casas, Eduardo ha contestado que a
400 m y Antonio a 1 km. {Quién ha dado mejor aproximacion?

Aunque ambos cometen un error absoluto de 20 metros, Eduardo ha cometido un

error relativo de [420-400| -1 y Antonio de [1.02-1_0,02__2 1
420 420 21 1,02 102 102 51

Como 51—1 < 21—1 concluimos que Antonio ha dado una mejor aproximacion.

Los noeneros reales 13



R
X
K
N
h
X
L

Ejemplo:

Veamos coémo hallar un nimero racional a que aproxime por defecto al nimero x = ¥2
tal que el error absoluto que se comete sea menor que 0,02.

Observamos que 14% = 196, asi que el nUmero a= 1,4 cumple que: & =1,96 <2 = X
Luego: 1 <a< x

Porlo que: |x+ a|=x+a>2a>2

Y as:

0,04 0,04
|x+ | 2

Ix—a| |x+a|=|x*-a’|=]2-1,96/=0,04 = |x-a|= =0,02

Por tanto, el nimero racional a = 1,4 cumple lo requerido.

m Halla un nimero racional a que aproxime por defecto al nimero x = V3 tal

que el error absoluto que se comete sea menor que 0,04.

Observamos que 1 74 =289, asi que el nimero racional a= 1,7 cumple que:
aZ=289<3=x

Luego:
1,5<a<x
Por lo que:
|x+a|=x+a>2a>3
Y asi:
x—alx+a|=[x* — a7 =[3-2,89|=0,11=[x~4 :|S’+1;‘ < 0’51 1.0,037<0,04

Por tanto, el nimero racional a=1,7 cumple lo requerido.

n Obtén el redondeo con dos cifras decimales de un nidmero x, sabiendo

que el error absoluto que se comete al aproximarlo por defecto por 8,12
es menor que 4 milésimas.

Como 8,12 es una apr‘oximacio’n por defecto entonces x> 8,12, esto es:
O<x—-86,12

Por otro lado, como el error absoluto cometido con esta aproximacio’n es menor que
0,004 entonces:

0<x—8,12<0,004 < 8,12<x< 86,124

De aqui se deduce que la tercera cifra decimal de x es menor que 4 luego x= 8,12
es el redondeo con dos cifras decimales.

14 Los nomercs red es



1.6. Notacién cientifica

Notacién cientifica. Un nUmero racional escrito en notacioén cientifica es un producto
de dos factores. El primero es un nimero decimal cuya parte entera tiene una Unica
cifra distinta de cero, y el segundo es una potencia de base 10 y exponente entero.

Ejemplo: la notacion cientifica de los ndmeros 2010000000 y 0,00098 es:

2010000000 = 2,01 - 10° y 0,00098=9,8 10"

~Jd J J

Completa los exponentes que faltan:
a) 6187=6187-108  b) 0023=23-102 ¢) 03.10%=3 .10
k Para multiplicar o dividir niUmeros en notacién cientifica se multiplican o dividen sus
partes decimales por un lado y las potencias de 10 por ofro.
Ejemplo:
l‘ m (024-10")-(25-10°)=(0,24-2,5)-10°""Y=0,6-10"”=6-10"

3,1-10° (3,1) 6 (-3) 9
m 2 2.0 =6,2-10
I“ 0,5-10% 10,5

Calcula y expresa el resultado en notacién cientifica:
a) (2-10%-0,0025=5-10° b) (56-10%:(8-10%=7-10"
c) 8:10°-(22-10)=1,76-10° d) (28-10%:(4-10%)=7-10°
H Para sumar o restar nUmeros en notacion cientifica, en primer lugar, se saca factor

comun a la potencia de 10 con menor exponente y luego se suma o resta las partes
l‘ decimales resultantes.

Ejemplo:
I\ (3.2-10") +(5,5-10% = (3200 + 5,5) - 10° =3205,5 - 10° = 3,2055 - 10"

n Calcula y expresa el resultado en notacion cientifica:

a) 6-10°-05-10°= €)34-10°+221-102=
=(6-50)-10°=-4,4-10" =(34+221)-10°=255-10°=2,55-10"

b) 35-102+43,1-10°= d)6-10-06-10°=
=(35-10+43,1)-10°= =6-10"-6-10"=0

=3%93,1-10°=3,931-10"

Los noener os reales 15



3

1 En la clase de Alvaro aprueba el 0,7 de los alumnos, mientras que en la
clase de Irene suspenden 3 de los 23 alumnos que la componen.

a) ¢En cudl de las dos clases es mayor el porcentaje de suspensos?
En la clase de Alvaro aprueban g =0,7, luego suspenden %

3 " re
En la de Irene suspenden .. El porcentaje de suspensos en la clase de Alvaro es

23
mayor que en la de Irene pues % < %

b) (Cudntos alumnos hay en clase de “Ivaro, si hay menos de 30 y mds de 18?
¢Cudntos han aprobado?

. . £ 7
Si nes el nimero de alumnos en la clase de Alvaro, como aprueban 9 den

y el niimero de aprobados es un nimero entero, entonces n es un miiltiplo de 9
mayor que 18 y menor que 30, esto es, en clase de Alvaro hay n= 27 alumnos

y han aprobado: gde 27.Estoes, 21 alumnos.

(2 Ordena de menor a mayor los siguientes nimeros: V40; 6,28; %; 6,28
Denotamos: g, =\40; q,=6,28; g5 = % =6,4;q,= 6,28

Es claro que g9, < q, < g3, esto es, 6,26 < 6,28 < 6,4 asi que solo falta colocar g.
Alavista de los niimeros ya ordenados parece razonable comparar \N40 con 6,3
y 6,4. Se tiene:

6,5° =39,69<(/40)" <40,96=6,4% = 6,5 </40 <6,4

En conclusién: 6,286 < 6,2/—5 <40 < %

( \/_ \/ 1
3 Racionaliza el nimero irracional o = (,Es o mayor que _?

Al multiplicar numerador y denominador por \/7 - \/5 se tiene:

_V7-VB_  (7-VB)  _7+5-2J3B _,_ /3B
V745 (VT+B)NT-/B) 2

Supongamos que 0. 2 5 es decir, 80,2 1. Entonces:

8(6-/35)21= 47 >8/35 = 472 >64 35 =2209>2240

Y esto es falso. Por tanto: 0. < %
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Representa sobre una recta los nimeros reales V13 y 1 + /5.
¢Cudl de ellos es mayor?

La longitud del segmento OF, que coincide con la de OB

es \/ 3% +2% =./13, mientras que la longitud del 1|
segmento RQA que coincide con la de RA es

g
V2% +1% =/5 yasilalongitud del segmento OA 1 Vol
es 1++/5 . Como el punto A queda situado a la Lo

izquierda del punto B se tiene que: ~/13 >1+ J5 0 1=R > 14 8 4

Escribe como unién de dos semirrectas abiertas el conjunto formado por
todos los nimeros reales x tales que |x + 2| > 8.

Los niimeros reales x que satisfacen |x+ 2| > & son los que no satisfacen |x+ 2| < 8.

Es decir: |x+ 2| <8 © -8<x+2<8 < -10<x<6 < xe [-10,6]

Portanto, el conjunto del enunciado es la unién (—o,—-10) U (6, +=) de dos semirrectas.
Expresa en millas las siguientes distancias. Expresa el resultado

en notacién cientifica. Considera 1 km = 0,6214 millas.

a) La distancia entre la Luna y la Tierra es de 378196 km.

378196 -0,6214=235010,994 4= 2,350 109 944 -10° millas

b) La distancia entre el Sol y la Tierra es de unos 149700000 km.

149700000 -0,6214=93023580=9,302 358 10" millas

Calcula y expresa el resultado en notacion cientifica:

12,4-10*+0,06-10° _

a) (0,02)*
) 002"+ =5 4 o

1,24-10°+0,06-10°° 4 (1,24+0,06)-107°
0,02) %+ : _(2.102)* + _
( ) 32.10"°:4.107"° ( ) (32:4)-107"°
_10% ,1,3-10” _10%+2,6-10" _12,6-107 _ 6
=2st "8 - 5 ST =7,8675-10

by 206-10°+64 10°
3-10°-4,8-107

20,6-10°+6,4-10° (206+6,4)-10°  (212,4 5
2 2 2 — 107 =
3-10°-4,8-10 (3-4,8)-10 1,8

=-118-10°=-1,18-10°

1 [
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Potencias, raices y logaritmos
2.1. Potencias

Si a es un nimero real no nulo y n es un entero positivo se define la potencia n-ésima
de a, que se denota a”, como el producto de a por si mismo n veces. Se dice que aes
la base de a"y n el exponente. En particular, a' = g, y se define a® = 1. Obsérvese que:

n 1sines par
D" = . :
| —1si n esimpar

n Calcula el valor de las siguientes potencias:

a) 13°= 169 b) 19= 1 c) (-5°=-125 d) (‘_1)6=l

Potencias de exponente negativo. Se define: o™ = #

En particular: (%) N ]:(a_): b

(g)n_ bn an
b
Ejemplos:
1 1 2\ 1 22\ 52 25
_3:—:— ] — = :1:—:—:—
T (5) (52J 24

avavavavs

n Expresa en forma de potencia de base 10 los siguientes nimeros:

a) Mil diezmilésimas b) Una millonésima
1000 1 -1 1 1
0’1:4:—:10 — — — -6
10000 - 10 0,000001=oo00-o=="5=10

n Calcula el valor de las siguientes potencias:

2_ 1 1 _3_i‘5_(g)5_ (é)"‘_(_g)“_ 16
D 127=027" 944 )OI _(10) =\71) =1000 9 {7) ="5) =625

n (A qué nimero debemos elevar 4* para obtener 82?
Como 4% =(2%)*=2%y 8%°=(2%)®=2%* debemos elevar 4* al cubo para obtener 8% ya que:

(44)5 — (28)3 — 224: 88
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Propiedades de las operaciones con potencias

Si ay b son ndmeros reales no nulos y my n son dos nUmeros enteros se cumple que:
mao-ag"=ag™" m(@")'=am" m(a-b)'=a"b"

En particular:

n a”:am:a”-(—J:a”-a‘m:a”‘”’ m (a:b)”z(o'—)n:a”-(—)n:—

Pavava’a

ﬂ Expresa como potencia Unica:
a) (3*-2:6°=(6")":6°=6*:6"=6"
b) (247 . 87)3 . 34 — (37)5 . 34: 32’1 . 34: 3’]7
c) (7°p:77= 715:(%)=7“5 72=7"
n Expresa como potencia de base 3 los siguientes nimeros:
a) 9.27.81=3%.3°.37=3°

b) (% . (_27)4)5 _ (5—6 _(_33)4)5 _ (3_6 (=) '(53)4)5 _ (3_6.1'312)5 _ (56)5 _ 330

5
n Expresa 27 y (\/5)6 como potencias de base 2.

24_5:25'(21_2):25‘2—2:25—2:25

(V2 =(V2-v2)V2V2)V2 2)=2-2.2=2°

2
¢Cudl de los nimeros u = (2°)?y v =2* es mayor?

Ambos niimeros son potencias de base 2. Como u=2%2=2°y v=2°, al dividir se tiene:

9
K:2—6:25 >1=v>u
u 2
Simplifica las siguientes expresiones:

a) a?-b-ct
a®-b?.c?

a-b ‘[02]_4 a-b® ,(b5j4_a~b2 A A

=a-b’.c®=(a-b-o°

b)?. F
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Sean a un ndmero real y n > 0 un entero positivo. Entfonces:

1.a>1=a">1

k+1
Pues ¢ —=a>1,luego a“*< "', yportanto: T<a<ad®<B®a"'<ad"=1<a"
a

2. 0<a<1=a"<1
Pues, como0<a< 1, su inversol>1 ypor].:in:(l) >1=a"<1
a a a

3. d=1=a=1

Ya que de los apartados anteriores se deduce que el nUmero positivo a no es ni mayor
que 1 nimenor que 1, luego: a=1.

R
X
X
X
X
2

n Completa las casillas que hemos dejado en blanco con alguno de los
signos <, >0 =.

worBor w(EE 0B o BE

Sean a, b nUmeros reales y n > 0 un entero positivo. Enfonces:
m Siay bsonpositivosya"=b"= a=b
En efecto, el cociente ¢ = % es positivo por serlo ay b, y cumple que:
a a”

:: c”=(5)=§=1:>c=1:>%=1:>o=b
k mSiag"=b"=>a=boa=-b

En efecto, los nimeros reales positivos |al y |b] cumplen que |a|” = |a”| = |b"| = |b|",
L y se deduce del apartado anterior que |a| = |b|, luego a=b o a=-b.

n Calcula el valor de x en cada una de las siguientes igualdades:

3
a) X3=27=>(1) U |
X X 3
T
b) X'=1g=x'=|3) =*=%3

n Completa las casillas que hemos dejado en blanco:

i §
o) 2.1 o) (2]7-2 o [A]*-1000 ) [T~
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2.2. Radicales

Si n es un entero positivo impar y a es un nUmero real se define su raiz n-ésima, y se

escribe como a""= Ya, como el tnico nimero real b cuya potencia n-&ima es a:

Ja=bob'=qa

n Calcula los siguientes nimeros enteros:

a) 33125 =5,pues: 5°=3125 b) -128 = -2, pues: (-2)"=-128

Si n es un entero positivo pary a es un nimero real positivo se define:

®m Su raiz n-ésima positiva, a”"= {a, como el Gnico nimero real positivo cuya
H potencia n-&ima es a. Estoes: Ja=b o b>0y b"=a

® Su raiz n-ésima negativa, —-{a, como el Unico ndmero real negativo cuya potencia
n-ésima es a. En férmulas: —-Ja =b e b <0y b"=a. (Es el opuesto de la raiz
l’ n-esima positiva de a.)

Se dice que {a y —{a son las raices reales n-ésimas de a.

n Calcula las raices cuartas de 256.

La raiz cuarta positiva de 256 es /256 = 4 pues 4% = 256, luego la raiz cuarta
negativa de 256 es —3/256 = —4.

H Una potencia de exponente fraccionario es igual a un radical cuyo indice es el
denominador de la fraccidén, y cuyo radicando es la base elevada al numerador, esto
H es, ™" = {/a™. De las propiedades de las potencias se deducen las de los radicales:
mp m
H ma"=ag"="{Yam ={Yag™
H - (\n/a)mz(aVn)m:om/n: oa™ :>({7/a)m= g™
m 0 r\n/a _ (a1lm)]/n= a]/mﬂ: mda - n/% — m{7/5
l’ m Ya-UYb=a"-b"=(a-b)"=Ya-b=Ya-Ub=tYab
. _a (o) B e
|‘ Jb b b b "gb \b

ﬂ Simplifica los siguientes radicales:
(J) 15/712 _ 5/74 b) 32/364 -32_9 C) 72/—.' T8 = 4/11
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n Reduce a un Unico radical:
a) ¥2700000 - 4243000 = ¢/3°-10° - §/3°-10° = ¢/3°-10° =30
b) 125 (35 ) =95°:52 =95

n Simplifica, como en el ejemplo, las siguientes expresiones:

327 + 2375 = JT47 = 3/3% + 2352 = /372 = 9/3 +10/3 - 7</3 = 123

a) /500 +3+/245 - 6/125 = \/5-10% +3+/5-7° —6~/5° =
=10./5+21/5-30/5 =/5

N 3
b) \/512+\/648—,/@=\/29+\/23~34—%=24ﬁ+2-32ﬁ—72f:

-2 (16+18—§) 2222

Para multiplicar y dividir radicales conviene reducirlos a indice comdn. Ejemplos:
B Y56 .2 =456 422 = 4564 = 4224 =42°.7=2.42.7=2.-414
l\ m 860 : 32 = ¢/60 : 822 = §/60:2% = $/60: 4 = 415

n Efectiia estas operaciones:
a) (¥20:35)-~2=%20:5-V2=34 J2=¥4%.§2° =%/2* {2° =27 =292

4 4
b) ¥36:¢18 =¥36":9186=936":186=2¢ 5 z =972
c) 3/252 .\4/573 =€/(52)2‘4/55 23/54‘4/53 23/4-/516‘53 :1\2/519 -5 1357

Para comparar radicales fambién conviene expresarlos con el mismo indice, pues
dados dos nUmeros reales positivos ay b, y un nUmero entero positivo n se cumple que:

a<beo JYa<ib

Ejemplo: Vamos a comparar 325 y /7. Para ello expresamos los radicales con el mis-

mo indice: 425 = $252 = /625, \/7 = 47 = ¢343. Como 625 > 343 entonces:
8625 > £/343 = 325 > /7

T T J

m Ordena de menor a mayor los siguientes nimeros reales: \/5°; \3/57, {5’

Expresamos los radicales con el mismo indice: VB2 =95, 357 =1¥5?2, {57 =1Z5?"
Asi: 5 <521<525 1\/513 1\/521 1\/525: /53 /57 5/57
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2.3. Logaritmos

Dados ndmeros reales positivos ay b # 1 se llama logaritmo en base b de a al Unico
ndmero real x que cumple la igualdad b* = a. Esto se escribe log, a = x, y se puede
reescribir asi: a = p°%°

Si la base es el nUmero b = 10 se suele omitir en la escritura anterior, y ponemos log a
en lugar de log,q Q.

Obsérvese que log, 1 =0y log, b= 1 sea cual sea la base b, yaque b°=1y b' = b.

ST T T

Ejemplos:
m log, 2401 = 4, pues: 7° = 2401 m log, 0,25 = -2, pues: 2% = % = % =0,25
m Calcula los siguientes logaritmos:
a) logs 27 = 3,ya que: 3° =27 d) log 10000 = 4, pues: 10000 = 10"
b) log, 16 = 4, ya que: 2* =16 e) log 0,01 =2, ya que: 0,01 :11% — 102

c) Iog5O,2=—’I,yaque:0,2=%=5_1 f) log10=1,yaque: 10=10"

n Calcula x sabiendo que log,, x = 0,5.
De la definicion se sigue que: x =1 6°°=16""=/16=4

De las propiedades de las potencias se deducen las siguientes propiedades de los
logaritmos. Dados nUmeros reales positivos a, by ¢ tales que b # 1 se cumple que:

H m El logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de los factores:
log, (ac) = log, a + log, ¢
I‘ m El logaritmo de un cociente es igual a la diferencia de los logaritmos del dividendo

k y del divisor: log, (%) =log,a-log, c

B El logaritmo de una potencia es igual al producto del exponente por el logaritmo
H de la base: logy, (a°) = ¢ - log, a

Utiliza las propiedades de los logaritmos para calcular los siguientes:
a) log4+log 25=log(4-25)=log 100=2

b) log, 288 - log, 72 = Iogz(%) =log, 4=2
¢) logs V125 = log, 125" = %Io% 125= %Iog5 5% = g
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Sabiendo que log 2 = 0,301 y log 3 = 0,477, calcula log 0,375.

log 0,375 = log (%) —log (g) —log(272-3)=log 2 ® +l0g 3= —Blog 2+log 3=

=-3-0,301+0,477=-0,903+0,477 =-0,426

m Ordena de menor a mayor los siguientes nimeros:

log;2401, log,64; log,0,142857; log100000

log, 2401 =log, (7*) =4 log, 0,142 857 = log, (;) -1
log, 64 =log, (4°)=3 log 100000 =1log (10°)=5
Entonces: log; 0,142 857 <log, 64 <log, 2 401<log 100 OO0

Cambio de base. Dados ndmeros reales positivos a, by ctalesque b= 1y c# 1 se
cumple que:

|ogb a= M
log. b

Esto permite hallar cualquier logaritmo a partir de los logaritmos decimales.

Ejemplo:

log 5
| 5-099
ek log 3

g

Halla con la calculadora los siguientes logaritmos:

_log7 _ 0,845 _ _log23 _ 1,362

a) log, 7 =297 — - _ -
) 10057 =10 5= 0.477 log6 ~ 0,778

1,771 b) log, 23

=1,751

H Propiedad importante. Si a, b y ¢ son nUmeros reales positivos tales que b # 1
y log, a =log, ¢, entfonces a = c. En efecto, basta observar que:

H a-= blogba= blogbc= c

ﬂ Resuelve la ecuacioén: log(2x + 7) —log(x - 1) =log 5

2x+7

):>5: 2x+7
x—1

X—

Iog5=log(2x+7)—log(x—’l)=log( =5x-5=2x+7=>x=4

Calcula el valor de x sabiendo que: log; x =2 + log; 16 — 2log;2

log, x = logs (3%)+10g; 16 —logs 2% = |oga(9'_16

2 )=I09556:>x=56
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Calcula el valor de la siguiente suma:

d @ O 0O

S=log1+log 10+ log 1000 + log 0,1 + log 0,001

Comolog 10 =k para cada entero kla suma se calcula directamente:
S=log 1 +log 10 +log 1000 +log 0,1 +log 0,001 =
=log 10° +1log 10" +log 10° +1og 107" +log 10 °=0+1+3-1-3=0

¢Qué nimero b cumple la igualdad log, 8 = 0,75?

De la definicion de logaritmo se desprende que:
2°=8=p"""=p**=2=p""=2=¢b=p=2"=16

Si log a - 3log b =0, {qué relacién existe entre ay b?

log a— 3log b=0 & loga=3log b < log a=log b° < a=b°

Por tanto, aes el cubo de b.

Silog a + log b =0, ¢{qué relacién existe entre ay b?
loga+logh =0 < loga=—logb < loga=logh™" < loga= log(%) Sa=—

Por tanto, aes el inverso de b.

Sean a=10%, b=10*%y c=3ab?. Calcula log c.

2
loge = log(?/ ab? ) = %IOQ(a-bz) - loga—;logb _ loga+52Iogb

De la definicion de ay b se desprende que log a=0,7 y log b= 2,65, lo que sustituido
en la férmula anterior nos proporciona el valor de log ¢, esto es:

_loga+2logb _0,7+2-2,65 _0,7+5,3 _6 _

loge 3 3 3 3

2

3
Resuelve la ecuacion: log(35 — x°) =3
log (5 — x)
log(35—x5): 3log(5—x)=log(5—x)° = 35-x>=(5-x)°=(65-x)(5—x)° =

= 35-x°=(5-x)(25+x* —10x)=125-75x+15x" - x> = 15x" ~75x+90 =0

5+\/5%°-24 51 ﬁ{x
2 -

2

3
2

= x°—5x+6=0=x=

X
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-3 4 2
1 Simplifica la expresion: %
(-49)" - 422

7°.(7-3)"3 7%.7*.3*.32  7.3° 3"

(_72)2.(2.3.7)2 - 7%.2%.3%.7%  7°.3%2.2%2  7°.2°

(2 Cierta bacteria se reproduce por biparticién cada segundo. Si se parte de
625 bacterias, {cudnto tiempo ha de transcurrir para que haya 10000
bacterias?

Denotamos t el tiempo, medido en segundos, que debe transcurrir para que haya

10000 bacterias. Entonces: 625-2° =10 000 :ztz%z 16=2"=t=4

Por tanto, han de transcurrir 4 s.

3 El volumen de un cubo es 729 m®. ;Cudnto mide la arista del mismo?

Denotamos ala longitud, expresada en metros, de la arista del cubo, y V su volumen,
expresado en m®. Entonces: 9°=729=V=2"=2=9m

(4 Halla el volumen de un cubo cuya drea es 726 m>.

Si denotamos por ala longitud, expresada en metros, de la arista del cubo, su drea es

64> m?, por lo que: 726=6a2=>a2=7276=121=>a=\/121=11m

Entonces: V=a>= V=11°=1331m°

(5 Calcula el nimero entero n # 0 sabiendo que existe un niimero real a > 1
. 2
que cumple la igualdad (a?)" = a™.

. 2
Se desprende del enunciado que a°" = 4", luego:

n#0
2n=n2=>n(n—2)=0;n—2=O:>n=2

(6 Calcula el valor de x en cada una de las siguientes igualdades:

a) 3°=273°=3°=x-9=3=x=12
b) 2x—1:%@2"‘1=2‘4@x—1 =4 ox=-3

{7 Reduce aindice comin y ordena de menor a mayor los nimeros:

45; ¥3; /2
45 =15° =12125; 3 =133* =121, J2="92° =164
64 <81<125 =264 <%81<2125 = /2< 33 <45
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8 Un nuamero entero es multiplo de 10, su raiz cibica es mayor que 4 y la raiz
culbica de su cuadrado es menor que 17. ;De qué nimero se trata?

El nimero buscado n cumple las desigualdades:
3n>4=n>4°=64

=n’<4913=n</4913<70,093=n<70
Un? <17 =n*<17°=4913

El nimero nes miiltiplo de 10y 64 < n< 70. Por tanto, el nimero pedido esn="70.

(9 Efectia las siguientes operaciones y simplifica el resultado T : 93 .3%3
Expresamos los exponentes como fracciones: u = O,é = g = %; v=23, 3= % 1;

Ahora efectuamos las operaciones propuestas:

- 506 82 (5)2/5 22 _ 2(@-116) _ 53116 _ 16/531

1\6/— 21/16 2116~ 5716
- \/*335 19, 310/3 _ 3319 _ 9/551

10 Efectia las siguien’res operaciones y simplifica el resultado:
4 12 75 )
a) f 12 72 72 \/7

b) 4343 . /7 .27 = 4/75 .\6/7_1\2/7:12/79 272 .1\2/7:1\2/79.72.7 :1\2/.712 —7

c) Y273 _Y3° Y3 _Wz® Nz* _,[3° 5" =132 -3
93 Y3 23 3

1 | ;Qué namero b cumple la igualdad log,, 0,125 = -3?

Sabemos que:log, 0,125 =log, (1102050) log, (%) =log,27°

Entonces: log,0,125=-3 < log, 2 °=-3 = 2°=b’=b=2

12 El precio de una vivienda que costé 300000 X se ha depreciado, hasta
valer 240000 X, a razén de un 6% anual. (¢Qué tiempo transcurrié entre la
compra y su posterior venta?

Denotamos por t el niimero de azws transcurridos entre la adquisicién y la venta
de la vivienda. El valor de la misma al cabo de t azos es:

300000 - (1-0,06)"=300000 - (0,94)

Luego ha de cumplirse que: 240 000 = 300000 - (0,94)" = 0,86 =(0,94)" =

log0.8 _-0,0969 _ 969
log0.94 ~ -0,0269 269

=10g0,8=10g(0,94)" =t-10g0,94 =t = = 3,6 aaps

”
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Polinomios

/

3.1. Polinomios

Un monomio es una expresion de la forma ax” donde a es un ndmero, n es un entero
no negativo y x es un simbolo, que se llama variable. Por convenio, ax® = a. Si a es no
nulo, el exponente n se llama grado del monomio ax”.

Un polinomio es una suma de monomios

P(X) = Qg + OhX + GpX> + ... + Qg1 X™ ' + 0, X"
donde a, # 0y n es el mayor de los exponentes, llamado grado del polinomio P(x),
que se escribe gr(P) = n. Los polinomios de la forma P(x) = a, se llaman constantes, y
los ndmeros ay, ..., a, se llaman coeficientes de P(x).

Se dice que a, es el coeficiente director de P(x) y que a, €s su término indepen-
diente.

n Escribe los siguientes polinomios ordenando sus monomios en orden

creciente y determinar su grado. ¢Cudnto valen sus coeficientes
directores y sus términos independientes?

Pix)=3x2+1+x5%  Px)=3x2+x*+3; Px)=2x"+x*+1
Los polinomios dados se reescriben asi:
P (x)=1+3%+x°, Py(x)=3+ 3% + £, Py(x)=1+x° + 2x",

y sus grados son 5, 3 y 4, respectivamente. Sus coeficientes directores son 1, 1y 2.
Sus términos independientes son 1,3y 1.

Calcula el grado del monomio que expresa el Grea sombreada de la figura.

Primero calculamos el area del rectangulo: X X X
A.=base - altura = 3x- x=3x"

Ahora hay que restarle el area de los dos

triangulos. El drea de estos es la mitad del
area del cuadrado de lado x:

1 Xt
A= 5 X X=3
El drea de la region sombreada es, por tanto:
2
P(x)=3x*—2 - XE = 2%

Concluimos, por tanto, que el grado del monomio es igual a 2.
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k Evaluacion de polinomios. Dado un ndmero r, el resultado de evaluar el polinomio

n-1 n

P(X)= 0g+ O X+ GX> + ... + O, X" + QX

n

I.‘ en x=res el nimero

n-1

P(ry= 0o+ i+ O + ... + Q"'+ a,r

I'\ También se dice que P(r) es el valor numérico del polinomio P(x) en x=r.

I.‘ Raices. Se dice que un nimero r es raiz del polinomio P(x) si P(r) = 0.

n Evalla el polinomio P(x)=1+x-xenx=0yenx=1.
Sin mas que sustituir se obtiene: P(O)=1+0 — 0*=1; P(M)=1+1-1%=1

n Comprueba que r = 1 es raiz del polinomio P(x) =1 + x° — 2x'°.
P(1)=1+1°-2-1""=1+1-2=0, luego 1 es raiz de P(x).

ﬂ Calcula el valor de a sabiendo que es raiz del polinomio
Px)=a-1-ax*+x.

Alevaluaren x=asetieneO=P(a)=a—1-a-a+a°=a—1=a="1

k Raices racionales de polinomios con coeficientes enteros. Si el nimero racional
r ) . b p . .
Z= 5 donde ry s son nimeros enteros primos entre si, es raiz del polinomio

n

k P(X)= Gy + O X+ QX2 + ... + Qg X" + O

I‘\ cuyos coeficientes son ndmeros enteros, entonces, r divide a q, y s divide a a,,.

n ¢Tiene alguna raiz racional el polinomio P(x) =1 + x* + x’?

Si P(x) tuviese alguna raiz racional esta seria un divisor entero del tdmino
independiente de P(x), que vale 1.

Por tanto, las tnicas posibles raices racionales de P(x) son 1y —1.Pero P(1)=3y
P(—1) =1, luego P(x) carece de raices racionales.

n Calcula las raices racionales del polinomio P(x) = 2 — 3x — 3x? + x*.

Las posibles raices racionales de P(x) son los divisores enteros de 2. Estos son, -2,
-1,1y2.Pero P(-2)=12,P(-1)=3,P(1)=-3y P(2) =0, luego la unica raiz racional
de P(x) es 2.
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n Calcula las raices racionales del polinomio P(x) = -1 — x + 4x? + 4x3.

. , . . . r
Las posibles raices racionales de P(x) son los cocientes de nimeros enteros — tales

que res un divisor entero de —1y slo es de 4. Asig € {i’], + %,i%}. Evaluamos:
_ )= 1)\ _N_pp(1)2_15 N9
P(=6, P(-1)=0, P(z)—O, P( 2)_0,P(4)_ 15 yP( 4)_ 2

Asi, las raices racionales del polinomio dado son {IZI’I , IE%}

¢Tiene alguna raiz racional el polinomio P(x) = 2 — 4x + 2x* + 3x3?

. , . . . r
Las posibles raices racionales de P(x) son los cocientes de numeros enteros =
donde rdivide a 2 y s divide a 3. Estos numeros son los siguientes:

1 12 2
1’ 1’ 23 2: 3’ 3’ 3; 3,
y al evaluar P(x) en todos ellos resulta que ninguno es raiz, ya que:
P(-1)=5,P(1)=3, P(-2)=—6, A(2) = 26, P (‘ %) =

1\_q p(L2)_14  pf2)_10
P(B)_1’P( 3)_3 Y P(S) 9

Asocia cada polinomio con sus raices racionales:

fix) = -2 + x+ 8x* + 5x*
2
gx) =6 - 11x - 26x* + 15x° {—1 g}
h(x) = 2 — 5x — 18x% + 45x°
1 3
Ly
557

cTiene raices racionales el polinomio P(x) = -6 — 9x — x® + x*?

Las posibles raices racionales de P(x) son —6,-3,-2,-1,1, 2, 3y 6. Al evaluar P(x)
en estos numeros se tiene

P(-6)=1560, P(-3)=129, P(-2) =36, P(—1) =5,
P(6)=1020, P(3)=21,P(2)=-16, P(1)=-15

lo que demuestra que el polinomio P(x) carece de raices racionales.
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3.2. Operaciones con polinomios

La suma de dos polinomios se realiza coeficiente a coeficiente, es decir, dados poli-
nomios

PX)=ay+ayx+ ...+ a,x"y QX = by + byx+K + b,x"

su suma es el polinomio P(x) + &(x) = (ay + by) + (a; + by)x+ X + (a, + b,)x".
Ejemplo: dados los polinomios P(x) = 1 + x+ 7x* + 2x> y Q(x) = 4 + 2x + 5x* calculamos el
polinomio suma:

PX)+Qx)=1+d+(0+2x+ T +5x°+(2+0)x*=5+3x+ 12x* + 2x°

El producto del polinomio P(X) = ay + X + x> + B + 0,5 1X” ' + a,X" por el nimero K
es el polinomio

®P)(x) =Rap + Bayx + Ra,x? + B +Ra, x" ' +Ra,x"

cuyos coeficientes son el resultado de multiplicar por K los coeficientes de P(x).

Notese que si M = 0 el producto ([®P)(x) es el polinomio nulo, y si X = -1 el producto

1 n

(1 -P))=-ag-ayx—ax*—B —a,_x""' —apx

se llama opuesto de P(x) y se denota —P(x).

Dados dos polinomios P(x) y &(x) para calcular el polinomio resta (P — Q)(x) basta
sumar al polinomio P(x) el polinomio opuesto de Q(x), es decir:

(P-Q)x) = P(x) - Qx)

Conviene observar que dados dos polinomios P(x) y &(x) y nimeros a, Ky r, al evaluar
en x = r se tiene (aP + RQ)(r) = aP(r) + REXr).

m Escribe dos polinomios P(x) y Q(x) tales que el polinomio suma P(x) + Q(x)

satisfaga que gr(P(x) + Q(x)) < gr(P(x)) y gr(P(x) + Q(x)) < gr(Q(x)).

Basta considerar dos polinomios del mismo grado cuyos coeficientes directores sean
opuestos, por ejemplo, los polinomios P(x) =1 + x*y Q(x) = x— x°, ambos de grado 2,
cuya suma es el polinomio P(x) + Q(x) = 1 + x que tiene grado 1.

m Dados los nimeros o.=2 y K = 3 y los polinomios P(x) = 1 + 3x*> + xX°

y Qx) =7 - 3x + x° escribe el polinomio (oP + RQ)(x).
Sin mas que aplicar la definicion se obtiene:

(0P+RQ)(x)=2(1+3x* +x°) + 3(7 — 3x+ x°) = 23 — Ox+ 6x" + 2x° + 3x°
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m Dados los polinomios P(x) = a, — 3x + a,x* — x*
y Qx) = -5+ b;x — x* + b,x* calcula los coeficientes a, a, b, y b,
para que P(x) y Q(x) satisfagan la siguiente igualdad:

2P(x) — 3Q(x) = -3 — 6x — 4x* + 3x* + 7x*

2P(x) — 3Q(x) = 2(a, — B3x+ a,x° — x*) = B3(-5 + b,x— x° + b,x*) =
=(22,+15) + (=6 — 3b,)x+ 22,x* + 3x° + (-2 — 3b,)x* =—3 — 6x— 4x* + 3x° + 7x*

Igualando coeficientes resulta:

22,+15=-3 < a,=-9, —6-3b,=—6 < b, =0
28,=-4 © a,=-2 y —-2-3b,=7 < b,=-3

m Prueba que si r es raiz de los polinomios P(x) y Q(x) entonces también
es raiz del polinomio aP(x) + XQ(X).

Sir es raiz de los polinomios P(x) y Q(x) entonces P(r)=Q(r) =0,y por tanto,
(P +XQ)(r)=0P(r)+¥A(r)= 0 - O + K - O =0. Esto significa que r tambith es raiz
del polinomio 0P (x) + XQ(x).

Producto de polinomios. La multiplicacion o producto de dos polinomios P(x) y
Q(x) es ofro polinomio, que denotamos (PQ)(x), cuyo grado es la suma de los gra-
dos de P(x) y Q(x) y que se calcula aplicando la propiedad distributiva a los mono-
mMios.

Conviene observar que dados polinomios P(x) y &(x) y un ndmero r, al evaluaren x=r
se tiene (PQ)(r) = P(r) &(r).

Ejemplo: dados los polinomios P(x) = 1 + 3x+ x*y Q(x) = 7 — 3x*> + x* su producto es:

PR =(1+3x+x*)(7-3x2+xN)=7 -3+ x*+21x -9 + 3x° + 7x* - 3x° + X' =

=7+21x-3x2 -2+ x* + X’

;S J J J J I

n Multiplica los polinomios P(x) =1+ x+ x>y @x) =1 - x + x°

Aplicamos directamente la definicién de producto y obtenemos:

(P =(1+x+x)(1—x+x°) =1 —x+X+x—X+xX+ X - +x' =1+ +x*

32 Pdinomios



Division de polinomios. Dados dos polinomios no nulos D(x) y d(x) existen polinomios
Q(x) y R(x) tales que:

Dx)=dx) - Q)+ Rx) y gr(R)<gr(d)

Ademads, los polinomios &(x) y R(x), llamados cociente y resto de la division de D(x)
entre d(x), son Unicos cumpliendo las condiciones anteriores.

L . . DX , . . .
En la division de polinomios, a0 No siempre es un polinomio. En lo que sigue supon-

dremos que los coeficientes de todos los polinomios involucrados son NUmeros racio-
nales.

Ejemplo: Calcularemos el cociente y el resto de la division del polinomio
D(x) =7 - 5x + X* entre d(x) = x — 2.

X2 —B5x+ 7 |x-2

X2 + 2x x-3
-3x + 7 = Q(x) =x-—3 es el cocientey R(x) =1 el resto.
3x — 6

]

Si R(x) es el polinomio nulo se dice que d(x) divide D(x), o también, que D(x) es multi-
L plo de d(x).

n Calcula el cociente y el resto de las siguientes divisiones:
a) D(x)=2-3x-7x*+3x>+5x* entre d(x) = -1 + x?

5"+ 3x° — 7" — 3x+ 2 | ¥ — 1

—5x* + 5x° 5x* + 3x — 2
3x° — 2x° — B3x+ 2
—3x° + 3x
-2 + 2
25 -2
(o)

b) D(x)=2+7x-5x>+ x* entre d(x) = 2 + 2x + X°

X =B+ Tx+ 2 | +2x+ 2

—x° — 2x° - 2x x— 7
—7x°+ Bx+ 2
75 + 14x+ 14
19x+ 16
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3.3. Regla de Ruffini. Teorema del resto

Regla de Ruffini. Al dividir un polinomio P(x) entre ofro de la forma d(x) = x — a, pode-
mos emplear la regla de Ruffini, que veremos con un ejemplo.

Ejemplo: Realizaremos la division del polinomio P(x) = 2 + 3x*> + x* entre el polinomio
d(x) = x — 3 aplicando la regla de Ruffini.

Se trazan dos lineas perpendiculares y se escriben los coeficientes de P(x), ordenados
y sin omitir términos nulos. Escribimos a = 3 al lado izquierdo de la linea vertical y bajo
la linea inferior colocamos el primer coeficiente:

10302
3K

1

Se multiplica el coeficiente que se ha bajado (1) por el que se ha colocado a la
izquierda (3). El resultado del producto se coloca debajo del coeficiente del término

siguiente y se suman.
10302
3|I¥ 3

13

El resultado de la suma se vuelve a multiplicar por el nimero situado a la izquierda y
se repite el proceso.

10 302 10 3 02 10 3 0 2
33 9 3 3 9 36 38 3 9 36 108
1312 1312 36 1312 36 [110

El 4ltimo nUmero se corresponde con el resto de la division mientras que los demdas
son los coeficientes del cociente. En nuestro caso, el cociente de la divisién es el poli-
nomio:

P(x) = x* + 3x* + 12x+ 36 y el resto r=110.

m Calcula, aplicando la regla de Ruffini, el cociente y el resto
de P(x) =24 - 19x - 2x* + x* entre x - 1.

Aplicamos la regla de Ruffini:
1 -2 -19 24

1 1 -1 -20
1 -1 =20 4

Por tanto, el cociente de la division es Q(x) =—20 — x+ x° y el resto r = 4.
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k Teorema del resto: El valor numérico de un polinomio P(x) para x = a, es decir P(a),
coincide con el resto que se obtiene al dividir P(x) entre (x — a).

k Del teorema del resto se deduce que un polinomio P(x) es mdltiplo del polinomio x— a
si y solo si a es raiz de P(x).

m Calcula el resto de la siguiente divisidon (-3x*° — 2x*° + x + 1) : (x + 1).

Aplicando el teorema del resto obtenemos que el resto de la divisidn es el valor
nimerico del polinomio P(x) = -3x"° - 2x*° + x+ 1 enx=—1, esto es:

P(-1)=-3(-1)*-2(-1)*+(-1)+1=-5

Factoriza el polinomio P(x) = 2 — 3x% + x*.

Las raices enteras de P(x), si tiene alguna, dividen a 2, luego son alguno de los nimeros
-2,-1,1, 2. Al evaluar obtenemos P(1) = P(—1) = 0. Por tanto:

10-3 0 2 1 1 -2 -2
1 1 1 -2 -2 -1 -1 0 2
11-2-2 O 1 0-2 O

Px)=(x=1) (-2 =2x+ X +x°)=(x=1) - (x+1) - (x* = 2)
Pero Q,(x) = x° — 2 carece de raices racionales pues no lo son nilk1 niKX2, luego la
factorizacion de P(x) en producto de polinomios irreducibles (es decir, que no se

pueden factorizar) con coeficientes racionales es:

P(x)=(x—1)(x+1)(x* - 2)

m Factoriza el polinomio P(x) = 20 — 19x — 2x? + x°.

Aplicamos la regla de Ruffini reiteradamente, de modo que:

‘1 -2-19 20
1 1 -1-20 = P(x)=(x—"1)(-20-x+x?)
1-1-20 O

De nuevo, al dividir Q(x) = —20 — x + x* entre x+ 4.

1 -1-20
-4 -4 20 = Q(x)=(x+4)(x—b5),luego, finalmente P(x)=(x—1)(x+4)(x—5)

1-5 O
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3.4. Fracciones algebraicas

Fraccion algebraica. Se denomina fraccidn algebraica a cualquier cociente de dos
P(X)

polinomios Pog tal que &(x) no es el polinomio nulo. Se dice que las fracciones
Q(x) (x)

P, (%)
& (X)
Se dice que la fracciéon % es nula si lo es el polinomio P(x).

y son equivalentes si P(x) &(x) = Q(x) P;(X).

Al igual que con las fracciones numéricas, podemos simplificar las fracciones alge-
braicas hasta la fraccién irreducible.

I I g

Simplifica las siguientes fracciones algebraicas:

) 2+ 3x% + x* z(x2+’l)(x2+2):x2+2
T+x-xX+X (K+D(x=1) x—1

b) 6 —5x+x" _ (x—2) (x—3) _ (x—2)
81 +x*  (F+9)(x+3)(x—3) (xX*+9)(x+3)
) 20-19x-2x2+ x> _ (x—1)(x=5)(x+4) _ (x—1)(x+4)

10x+ 32 -6+ x* x(x+1)(x—2) (x—=5) x(x+1)(x—2)

d) 18+9x-11x2-x+x* (x+1)(x—2)(x+3)(x—3) _ (x—2)
94+ 9x+10x° - 10 - x* +x° (x— 1) (x+1) (x+3) (x—3) (x—1)?

Operaciones con fracciones algebraicas. Dados los nUmeros a 'y by las fracciones
algebraicas

P(x) \, PxX)

(X) © k()
se definen:

G( P1(X)) 4 b( Pz(X)) _ APi(X)&,(X) + bPy(X)&(X)
& (x) &,(X) & (X)&%(X)

(P1(X)) . (Pz(x)) _ _POOPx)
(X)) \&(x))  &(x)(x)

52
(X) _ P0&y(x)
(M) & (X)Py(X)
,(X)

r ST T J
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Px)  x(1+x+x%)

Q(x)  (x+1°(1+3x+x3)
, calcula su suma, su producto y su cociente.

Dadas las fracciones algebraicas

P(x) X
Q,(x) 1+3x+x

Y

2

P, (x) P,(x) _ x(1+x+x%) (1+3x+x2)+x(x +1° (1+ 3x + x°)
Q,(x) " Q,(x) (x+1°(1+3x+x>)1+3x+x2)

_ 2x+10x* +16x° +13x" +9x° + 4x° +x”
1+9x+31x* +53x° +51x* +32x° +16x° +6x” +x°

(”1(@)_(”2(’0) x2(1+x+x2) _

A, (x) ) \ Qx(x) - (x+1D2(1+3x+x>)1+3x+x2)

xZ +x° +x°
1+ 9x+31x2 +53x% +51x* +32x° +16x° +6x7 +x°

Py(x)

Q;(x) _ x(1+x+x2)-(1+ 3x+x2) _ 1+ 4x+4x°+2x° +3x* +x°
Pox)  (x+1D2-(1+3x+x3)-x  1+6x+12x*+11x° +6x* +3x° +x°
Qy(x)

m Calcula la suma, la resta, el producto y el cociente de las siguientes
fracciones algebraicas. Simplifica el resultado todo lo que se pueda:

P(x) T+x+x>  Py(x) X

(x)  1+x? y622(x) 1+ x?

P, (x) Pz(X):1+x+x2 X :1+2x+x2
Q,(x)  Q,(x) 1+ x? 1+ x? 1+ x?

QA(x) Qx)" 1+x® 1+x° 1+x2  1+x°

(ﬂ(X)j(PZ(X)] (1+ x4+ x2)x ox+x2+x°

Pi(x)  P(x) 1+ x+x2 X (’l+x+x2)—x_’l+x2:,I

Q,(x) | Q,(x) (1+x2)7  1+2x%+x*
20

Q,(x) _ Pi(x)Q5(x) _ (’l+x+x2)(’l+x2) _ 1+ x+ x°
P(x)  Pu(x)Q(x) x(1+x2) - X
Q,(x)
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¢Tiene el polinomio P(x) = 2 + 2x + x° alguna raiz racional?

Las posibles raices racionales de P(x) son niimeros enteros que dividen a 2,
asi que solo hay que probar con los nimeros —2, -1, 1y 2. Pero al evaluar,

P(-1)=—-1, P(1) =5, P(-2) =—34, P(2) = 38

lo que demuestra que P(x) no tiene ninguna raiz racional.

Calcula las raices racionales del polinomio P(x) = -1 + x — x* + x°.

Las posibles raices racionales de P(x) son niimeros enteros que dividen a —1,
luegoson—-1y 1.

Al evaluar P(x) en estos nimeros se tiene P(—1)=—4y P(1)=0,
asi que 1 es la tnica raiz racional de P(x).

Factoriza el polinomio P(x) = 4 — 2x — 2x* + x* — 2x* + x°.

Las raices enteras de P(x), si tiene alguna, dividen a 4,y al ser P(1)=0.

1 2 1 -2 -2 4
1 1 -1 0 -2 -4 = PR=x-1)(-x"-2x-4)
1 -1 0 -2 -4 0

Denotando Q(x) = x" — x° — 2x— 4 se tiene A(—1) = O por lo que:

1 -1 0 -2 —4
1] 1 2 2 4 = PR=(x-DEx+1)(-25+2x—4)
1 -2 2 -4 0

Si Q,(x) = x° — 2x* + 2x— 4 comprobamos que Q,(2) =0, y por ello:

~4

1 -2
‘ 4 = Px)=x-1x+1(x-2)(x+2)
0]

NDIO DN

2
1 O

Como el polinomio x* + 2 no tiene raices reales la anterior es la factorizacién
de P(x) como producto de polinomios con coeficientes racionales del menor grado
posible.
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(4 Escribe la suma y la resta de los polinomios:
PXy=x+2x*+x% vy Qx)=1+2x>+x*+x°
La suma y resta de estos polinomios es:

P+ =T1+x+2+2°+x+2x° y (Q-P)(x)=1—-x+2x =25 +x

(5 Calcula el cociente y el resto de la divisiéon del polinomio
D(x)=4 - 3x*>+ x* entre d(x) =1 + x°

=B+ 4P+
- ¥ X —4
— 45 + 4
45" + 4
5/

Asi el polinomio Q(x) = —4 + x* es el cociente y R(x) = 8 el resto.

(6 Calcula la suma, el producto y el cociente de las fracciones:

PO _1+x Q) _1+x
Py(x) 2+x Q) 3+X

P1(x)+a1(x)_ 1+ x N 1+x2  (1+x0)(B3+x2)+2+x)(1+x2)
P(x) Qy(x) 2+x 3+x> (2+x)(3+x2) B

CB343x+x7+x°+2+x+2x7 +x°  B+4x+3x%+2x°
6+3x+2x%+x° 6+3x+2x%+x°

Para el producto se tiene:

PN Q) P (x)  (1+x0)(1+x%)  T+x+x%+x>
PN Q(x)) P(x)Q,(x) 2+x)(3+x2) 6+3x+2x%+x°

Y por ultimo el cociente:

P, (x)
Q%) P(x)Q(x) (1+x)(3+x?) 3+3x+x%+x°
@ R0 () 2+x)(1+x2)  2+x+2x% +x°
Q,(x)
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Ecuaciones e inecuaciones

4.1. Ecuaciones de primer y segundo grado

Ecuaciones de primer grado

Una ecuacion de grado 1 con una incognita tiene la forma:
ax=Db

donde ay b son nimeros reales, a es no nulo y x es la incégnita. La dnica soluciéon de

0 b
esta ecuacion es: x = E

n Indica cudl de los siguientes nimeros es solucion de la ecuacion 3x = 6.

TS g

L\
L\
k

a) x=0 b) x=-2 c) x=2

Sin mas que sustituir estos valores en la ecuacién dada se deduce que x=2 es su
unica solucioén.

Ecuaciones de segundo grado

Una ecuacién de grado 2 con una incégnita tiene la forma:

ax+bx+c=0

donde a, by ¢ son ndmeros reales, a es no nulo y x es la incoégnita.

Para calcular los nimeros reales x que satisfacen esta ecuacién completamos cua-

drados:

al+bx+c=0 & AP+ 4abx+dac=0 o

(2ax + b)*+ 4ac - b= 0 < (2ax + b)?> = b* - 4ac < 2ax + b =R\ b? — dac <

_-b RV b? - 4ac
2a

(=20¢

Se llama discriminante del polinomio de segundo grado P(x) = ax’+ bx + ¢ al nG-
mero:

K = b’ - 4ac

B SiX =0 la Unica solucion de la ecuacion es: x = “og

B SiK < 0 la ecuacion carece de soluciones reales.

bR\ b’ — 4ac

B SiK > 0 la ecuacién tiene dos soluciones reales: x = — 5
a
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n Se quieren plantar arboles a lo largo de un paseo con una distancia

de 8 m entre dos consecutivos. Se ha comenzado por plantar los arboles
de los extremos, y se ha comprobado que distan 168 m.
¢Cuantos arboles quedan por plantar?

El nimero x de arboles que faltan por plantar cumple que 8(x+ 1) = 168, luego
&x+8 =168, es decir, 8x= 160, y por tanto, x=20.

Es decir, faltan 20 arboles por plantar.

Calcula, si existen, las soluciones reales de las siguientes ecuaciones:
a) ¥-5x+6=0
Las soluciones de la ecuacion son:

,_5%\/5°-46 :511:{3
2

2 2

b) ¥ -4x+4=0
La ecuacion tiene una lnica solucién, pues el discriminante es:
N=(-4)"-4-4=0

Dicha solucién es x= 2.

c) ¥ +5x+7=0

.z 2 .
La ecuacion x” + 5x+ 7 = O carece de soluciones reales pues:

N=5°-4.-7=-3<0

Los nietos de Carmen se envian postales durante el verano. Cada uno
de ellos envia una postal a los restantes. {Cudntos nietos tiene Carmen
si han enviado 12 postales?

Si Carmen tiene x nietos cada uno ha enviado x — 1 postales, porque no se envia postal
a si mismo.

Por tanto, el niimero de postales intercambiadas es x(x— 1), y se trata de encontrar
las soluciones de la ecuacion:

x(x—N=12x*-x-12=0 x=

12V +4-12 _14./49 :117:{ 4
2 2 2 -3

Como el nimero de nietos de Carmen no es negativo, deducimos que tiene x= 4 nietos.
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Un ndmero x = X, es solucidén de la ecuacion ax’ + bx + ¢ =0 si y solo si x = x, es raiz del
polinomio P(x) = ax’ + bx + ¢.

H Escribe una ecuacion de segundo grado cuyas raices sean los nimeros

x=7yx=11.
Las raices del polinomio:
P(x)=(x=7)-(x—11)=x"—18x+77

son x=7yx=11, luego x* — 18x+ 77 = O es una ecuacién de segundo grado cuyas
soluciones son los numeros dados.

Encuentra el polinomio ménico de segundo grado que tengaa x=1y
X =9 por raices.

Por el Teorema del resto, el polinomio buscado ha de ser miiltiplo de los polinomios
x—1yx—9.

Luego el polinomio pedido es:

P(x)=(x—1) - (x—9)=x*—10x+9

Identidades notables

B (A+B?=A%+2AB + B
B (A-B?=A’-2AB + B
k B (A+B) (A—B)= A2 — B

n Calcula:

a) (x+42=x"+8x+16

b) (2x-3x)?=(2x)*-2-(2x) - (3x%) + (3x%)* = 4x" — 12x° + 9x"
) (X +4%) - (¢ = 4%) = (¥)2 — (4x)7 = x° — 16%°

d) (-2x-5)2=(-2x)>-2-(-2x)-5+5°=4x"+20x+ 25

e) (C+1)-(@-1)=(F)?-1%=x"-1

£) (36— = (3= 2 (35) - () + (F)? = 9% — 65 + §*
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4.2. Resolucién de ecuaciones mediante ensayo

oSS eSS D ub D u ul D ul b u® b

y error

Resolver una ecuaciéon mediante ensayo y error consiste en elegir un candidato a
solucién y comprobar si efectivamente lo es.

B En caso afirmativo, habremos resuelto el problema.
B En caso contrario, se repite el proceso con un segundo candidato.

B Procedemos asi sucesivamente, hasta encontrar la solucién o una aproximacién a
la misma.

Obsérvese que la eleccioén de los candidatos a posibles soluciones no debe ser arbi-
traria. Conviene seguir algdn algoritmo de modo que cada paso suponga una mejor
aproximacién a la solucion.

Ejemplo:

Buscamos un nimero entero que satisfaga que al elevarlo al cubo y sumarle su doble
obtenemos el cuddruple de su cuadrado menos tres.

Lo anterior se traduce en que debemos encontrar una solucién entera de la ecua-
cion:

X+2x=4x¥ -3 & X -4xX¥+2x+3=0

O lo que es igual, una raiz del polinomio P(x) = x* — 4X* + 2x + 3.
Observamos que:
P(2)=-1<0y P(10)=623>0

Esto nos lleva a ensayar con un valor mayor que x; = 2 y menor que x, = 10, por ejem-
plo con el punto medio x; = 6:

P©6)=87>0
Repetimos el ensayo con el punto medio de x; =2y x; = 6, esto es, con x, = 4.

Asi, como P(4) =11 > 0, volvemos a intfentarlo ahora con el punto medio de x;, =2y
X, =4, es decir con x; = 3.

Pero P(3) = 0, luego he mos encontrado el nUmero buscado.

Obsérvese que tal y como hemos visto en el tema anterior las raices enteras del po-
linomio P(x) = X* — 4x°+ 2x + 3 son divisores del término independiente, que es 3; lue-
go, otro modo de emplear el método de ensayo y error es probar si alguno de los
divisores enteros de 3, es decir, alguno de los numeros K1, B3 es solucién de la ecua-
cion.
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n Calcula las edades de dos hermanos sabiendo que su producto es 28

ao®s Yy la suma de sus cuadrados es 65 aoes.

Expresamos 28 como producto de dos factores de numeros naturales de todas las
formas posibles, es decir:

26=1-26=2-14=4-7

Si denotamos por xla edad del menor y por yla del mayor, de lo anterior deducimos
que los candidatos a solucién son:

R x=1;y=28, pero1°+28%=785+65
R x=2;y=14,pero2°+14*>=200+65
N x=4;y="17,quesatisface 4%+ 7°=65

Por tanto, las edades de los dos hermanos son 4 y 7 aams.

Encuentra las soluciones enteras de la ecuacién x* — 4x>+ 5x — 20 = 0.

Los candidatos a solucién entera de la ecuacién anterior son los divisores enteros de
—20, estos son:X1,K2, X4, X5,K10,XK20

Denotamos P(x) = x° — 4x° + 5x— 20 y evaluamos:

P(-1)=-30 P(1)=-18 P(2)=-18 P(-2)=-54
P(4)=0 P(—4)=—-168 P(5) =30 P(-5)=—-270
P(10)=630 P(-10)=—1470  P(20)=6 480 P(-20)=-9720

Por tanto, la Unica raiz entera de la ecuacion es x= 4.

Calcula, mediante ensayo y error, dos enteros positivos consecutivos cuyo
producto es 306.

Si x es el menor de los numeros buscados se trata de resolver la ecuacion de segundo
grado x(x+ 1) =306.

En lugar de resolver esta ecuacién razonamos de otro modo, dandonos cuenta de que
comox y (x+ 1) no son muy distintos, deben parecerse a:

\N306=17.5

De hecho x=17 y x+ 1 =18 son los enteros buscados.

4 4 Ecuaciones e inecuaciones




4.3. Otros tipos de ecuaciones

J J I I I ITIT

Ecuaciones bicuadradas

Se llaman ecuaciones bicuadradas a las de la forma ax* + bx? + ¢ = 0 con a # 0. Para
resolverlas se denota y = x¥* y se sustituye en la ecuaciéon dada, lo que proporciona
ay’+ by +c=0.

B Si b’ < 4ac esta ecuacién carece de soluciones reales, y lo mismo le sucede a la de
partida.

m Si b? > 4ac las soluciones de esta ecuacion son:

y =—b+\/b2—400_y _ -b-+/b’-4ac

! 20 2 2a

Por lo que las soluciones de la ecuacién inicial son:

Xi.0 = IX&%]; Xa.g = MM%@, siempre que y, >0

n Resuelve la ecuacion x* — 13x* + 36 = 0.

PSSP oSl o

Ponemosy=x" =y’ -~ 13y+36=0= y=

13£413*-4-36 _13+5_ |9
2 2 4

Entonces, x,,=MN4 =K2 y x5, =KV9 =K3 son las soluciones de la ecuacién
del enunciado.

Ecuaciones polinédmicas resolubles por factorizacion

En el tfema anterior aprendimos a calcular las raices racionales de polinomios con
coeficientes enteros. Combinando esto con el método de resolucidn de las ecuacio-
nes de segundo grado se obtienen en algunos casos las soluciones de ecuaciones
polindmicas de grado superior.

Ejemplo:
Resolvamos la ecuacion XX — 4x°+ 4x— 1 =0.

Las posibles raices racionales del polinomio son K1, pues son los divisores enteros de
su término independiente. Dividiendo por x — 1 se tiene:

1 -4 4
1 1 -3 1
1 -3 1[0 = X-4X+4x-1=(x-1)-(-3x+1)

3++/32-4.1 3+./5

Las soluciones de la ecuacion ¥ —3x+1=0son; x = 5 = 5

3+J5 3-5
2 VT

En consecuencia, las soluciones de la ecuacion de partida son 1,
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n Resuelve la ecuacién x* - 1 =0.

Es claro que x=1 es una solucién de la ecuacion. Dividiendo por x— 1:

1 0 0 -1
1 1 1
17 1 1] 0 = £=1=x-1)-(F+x+1)

.z 2 . . . . e
La ecuacion x” + x+ 1 =0 no tiene soluciones reales, pues su discriminante
es X =-3<0,luego la tnicaraizrealde X’ —1=0es x=1.

Ecuaciones con fracciones algebraicas

Para resolver estas ecuaciones multiplicamos los dos miembros por el polinomio que
es minimo comun multiplo de los polinomios que aparecen en los denominadores.
Obtenemos asi una ecuaciéon polindmica.

Es importante comprobar que las soluciones obtenidas no anulan los denominadores.

Ejemplo:

X X -1
x>+2x+1 x*-2x-3
mos los denominadores, esto es:

pasamos de miembro y factoriza-

Para resolver la ecuacion 0 =

X X -1

x+1)7 (x=3)-(x+)

Multiplicamos amlbos miemlbros por el minimo comun mdaltiplo de los denominadores,
que es (x+ 1)?- (x—3), por lo que la ecuacién se convierte en:

Xx=3)=x-1) - x+ e xX-3x=xX-1c-3x=-1 <:>X=1§

SIS g

m .. X -2 2x -5 X -2
Resuelve la ecuacion: —; == - —
X +8x+7 x°-49 x -6x-7

Factorizando los denominadores se tiene:

x—2 ___2x-5 x—2
(x+1-(x+7) (x+7)-(x=7) (x+1)-(x=7)

Y multiplicando por (x+ 1) - (x+ 7) - (x— 7) resulta:

x=2) - (x=7)=(2x—-5) (x+1)—(x—2) - (x+7) &
S —9x+14=2x"-3x—5—-x"—5x+ 14 = x=5
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m ¢Tiene alguna solucion la siguiente ecuacion: 0 = + —

IAS S APPSO b

1+x x*-1 x-1°
M Itiplicando por x* — 1, la ecuacién se convierte en:

1 N 2x 1 :(x—’l)+2x—(x+’l):2x—2

T1+x x*—-1 x-1 xZ—1 x% -1 X X

Pero x= 1 anula dos denominadores, luego la ecuacion no tiene soluciones.

Ecuaciones irracionales

Una estrafegia para resolver algunas ecuaciones en las que aparecen raices cua-
dradas de polinomios es elevar al cuadrado para eliminar las raices, pero hay que
tener cuidado, pues en el proceso podemos introducir falsas soluciones.

Ejemplo:
. i
Resolvamos la ecuacion x + Kx = 6.

Despejamos, N@( =6 — x, y elevamos al cuadrado amibos miemibros:
X= (|X|§()2: (6-x2=36-12x+x* = x*-13x+36=0

Las soluciones de esta ecuacién de segundo grado son x; =9y x, = 4.

i Rero hemos de comprobar si son soluciones de la ecuaciéon de partidal
B Para x, = 9 se fiene x + IZl@( =9+ IX@ =12 # 6, luego x =9 no es solucion.
® Para x, = 4 fenemos x + X@( =4+ X@l =6, luego x =4 si es solucion.

En consecuencia, la Unica soluciéon de la ecuacion propuesta es x = 4.

m Resuelve la ecuacion: Vx +1+x =5

Despejamos </x+1=5—x, y elevamos al cuadrado:
(Vxt1)=(5-xP? = x+1=25-10x+x* & 0=x"—11x+24 & x, = 8; x, = 3

Comprobamos si son soluciones de la ecuacion de partida:
B Parax, =& setiene \/x+1+x=/&+1+8=11%£5, luego x= & no es solucion.

B Parax,=3setiene\/x+1+x=~/3+1+3 =5, luego x=3 si es solucion.

[ ond
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4.4. Inecuaciones de primer y segundo grado

X
N

Una inecuacién es una desigualdad entre dos expresiones algebraicas. Se llaman so-
luciones de una inecuacion todos los nUmeros reales que sustituidos en la incégnita
satisfacen la desigualdad.

m ¢A cudles de las soluciones de las siguientes inecuaciones pertenece

x=3?
a) 3x-7>0 c) ¥ -2¢<3x-1
b) ¥-x+4<0 d) 2¥-5x-3<0
Inecuacién Sustih.Jimos X .:'3 en la ¢Pertenece_3( =3
inecuacion a la solucion?
3x-72>0 3-3-7=220 Si
x> -x+4<0 3°-3+4=10<0 No
X - 2x2<3x -1 3°-2-3°<3.3-1<9<8 No
2x* - 5x-3<0 2.-3°-5.3-3=0<0 Si

Para resolver inecuaciones resultan dtiles las siguientes propiedades relativas al com-
portamiento de las desigualdades respecto de la suma y el producto.

Sean a, by c tres nUmeros reales. Entonces:

B Sia<b=a+c<b+c B Sia<b=a+c<b+c
mSia>0yb<c=ab<ac mSia>0yb<c=ab<ac
B Sia<0Oyb<c=ab>ac B Sia<0Oyb<c=ab>ac

De aqui se desprenden unas reglas Utiles para resolver inecuaciones, llamadas de los
signos:

B El producto ab > 0 siy solo si ay b son no nulos y tienen el mismo signo.

B El producto ab > 0 si y solo si bien a o b son nulos, o bien son No nulos y tienen el
mMismo Signo.

El producto ab < 0 si y solo si ay b son no nulos y tienen distinto signo.

El producto ab < 0 si y solo si bien a o b son nulos, o bien son no nulos y tienen dis-
finto signo.
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n ¢Cual de las siguientes inecuaciones carece de soluciones?

ST TSI S TSI JJ

a) 3x¥+2>0 b) 5 +10<0 c) 15x-45<0
La inecuacién 5x° + 10 < O carece de soluciones pues es x>0 para cada nimero
real x, luego: 5x° >0 = 5x"+10=10>0

Las otras dos tienen soluciones; cualquier nimero real lo es de la primera y, por
ejemplo, x= 0 lo es de la segunda.

Dos inecuaciones se dicen equivalentes si tienen las mismas soluciones.

Una inecuacioén de primer grado con una incégnita es aquella que se puede trans-
formar en otra equivalente que tenga una de las siguientes formas:

B ox+b<O0 max+b>0

donde a#0
B ox+b<0 B ox+b=0

Para resolverlas emplearemos las propiedades anteriores sobre las desigualdades.

Ejemplo:

3x+ 1 o x-1 <x+5

Resolvamos la siguiente inecuacion: 3 BT

Multiplicamos por 12 los dos miembros de la desigualdad:
43x+1)-6(x-1)<x+5
Eliminamos los paréntesis y simplificamos:
12x+4 -6x+6<x+5< 6x+10<x+5
Se resta 10 a los dos miembros de la inecuacion:
6x+10-10<x+5-10= 6x<x-5
Restamos x en los dos miembros:

6X—X<X-5-xe5x<-5

Mulfiplicamos por% los dos miembros:

) 9nen

Escribimos la solucién en forma de intervalo: x e (-, —1]
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m Escribe en forma de intervalo las soluciones de las siguientes inecuaciones:

a) 3x+4=0
5x+420<:>3x2—4<:>x2—%

Por lo que las soluciones son los puntos del intervalo:
4
X€E [_5’ +oo

b) 2x-3<4x+9
2x—3<4x+9 S 2x—4x<9+3 = 2x<12x>—-06

Escribimos la solucién en forma de intervalo:
x€ (—6,+x)

C) 4x+3)-2x>4x+4
4(x+3)—2x>4x+4 S 4x+12 -2x>4x+4 S 2x+ 12> 4x+4 &

& 2x>-8 & x< 4

En forma de intervalo:

X€ (—0,4)
d) 7x-13 < 2x -4
2 5
T 12 < BX % o 5(7x-13) < 2(2x—4)  BEx— 65 < 4x—8 &
57
< <=
<:>3’Ix_57<:>x_51

En forma de intervalo:

xe(—oo2
3 3 3 1
X — X+5_  x x-6
®) 5 > 47 2
X=3 [ BXx+5, x_3X=6 _, 4(x_3)+10(3x+5)>5x—10(3x—6) =
5 2 4 2
& 4x—12 + 30x+50 > Bx— 30x+ 60 < B4x+ 38 > 60 — 25x <
22
> >cec
<:>59x_22<:>x_59

Escribimos la solucién en forma de intervalo:

xe [22 4«
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Una inecuacion de segundo grado con una incégnita es aquella que se puede
tfransformar en ofra equivalente que fenga una de las siguientes formas, donde a # 0:

a+bx+c<0,af+bx+c>0 a+bx+c<0, a+bx+c>0

Para resolverlas factorizamos sus polinomios y empleamos tablas en las que estudia-
mos el signo de cada uno de los factores en los diversos intervalos en los que queda
dividida la recta real por las raices del polinomio.

Ejemplo:
Resolvamos la inecuacion: x> - 11x+ 28 <0

Comenzamos calculando las raices del polinomio P(x) = x* — 11x + 28, que son:

CM+J1P-4.28 11+3 (7
a 2 T2 |4

Esto implica, por el teorema del resto, que: P(x) = (x — 4) - (x — 7). Descomponemos la
recta real en los siguientes intervalos disjuntos dos a dos: (—«, 4), (4, 7), (7, +=)

En cada uno de ellos es inmediato conocer el signo de los factores, y el de su produc-
to P(x) se calcula empleando la regla de los signos:

ICEY) I N R O
IENCES/ N T N N |
L= ||« J o || - J[ o || + |

Por tanto, la solucién de la inecuacion X - 11x+ 28 <0es xe [4, 7].

& & | |
1 1 T I I T 1 1

2 3 4 5 6 7 X X

Ot obobobab bbb b bl

m Resuelve la inecuacién: x> - 5x+ 6 >0

x> —5x+6=(x—2) - (x— 3). Se tiene entonces la siguiente tabla de signos:

(X.2) 2 (2.3) 3 (3,+X)
(x—2) - o + + +
(x—3) — — — o +
(x—2)(x—3) + o - o +

Las soluciones son los puntos de la unién de dos intervalos abiertos:

(=%, 2) U (3, +)
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Algunos polinomios de segundo grado P(x) = ax’ + bx + ¢ tienen signo constante en
la recta real: son aquéllos cuyo discriminante es negativo.

En fal caso las inecuaciones
a+bx+c<0,a+bx+c>0; ax+bx+c<0; a+bx+c>0

o carecen de soluciones, o bien tienen por solucién el conjunto de todos los Nnimeros
reales.

Ly
L
L
2

m Resuelve las inecuaciones:

a) ¥ -4x+5<0

El discriminante de P(x) = x* — 4x+5 esX = 4% — 4 - 5 < O luego P(x) tiene signo
constante en la recta real.

Como P(0) =5 > O entonces P(x) > O para cada numero real x.

Por tanto esta inecuacion carece de soluciones.

b) ¥-6x+9>0
El discriminante del polinomio P(x) = X’ —6x+9esN=6°—4-9=0,luego este

polinomio tiene una unica raiz, que es 3.

2 2 p ,
Por tanto, xX" — 6x+ 9 =(x— 3)” 2 O para cada nimero real x, asi que todos los
nimeros reales son solucion de esta inecuacion.

m ¢Para qué valores del nimero real x tiene sentido la expresiéon \/5x — 4 — x?
como numero real?

Se trata de averiguar qudvalores de x cumplen 5x— 4 — xX*>0,0seax’ —5x+4<0.

Las raices del polinomio P(x) = X —Bx+4sonx=T1yx=4lo que implica que
P(x)=(x—1) - (x—4). Analizamos su signo:

(X, 1) 1 (1,4) 4 (4,+X )
(x="1) - 0] - + +
(x—4) — - - o +
(x=1)(x—4) - 0] — 0] +

Por tanto, la expresion del enunciado tiene sentido como niimero real si y sélo si x
pertenece al intervalo cerrado [1, 4].
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Un mago pide dinero a Juan; el mago triplica por arte de magia el dinero
que le da, pero luego se queda con 50 X por el trabajo realizado, y le
devuelve a Juan lo que queda. Juan mira el dinero recibido y observa
que el mago le ha devuelto menos de 100 X. ;Qué se puede decir de la
cantidad que inicialmente Juan le dio al mago?

Si x es el numero de X que Juan le dio al mago, este lo convirtié en 3x,
y le devolvié 3x— 50 K.

Pero 3x— 50 < 100, 0 sea x<%=50.

Por tanto, Juan le dio al mago menos de 50 K.

El niUmero de cerdos en una granja es mayor que el de ovejas mas 2,
y el de ovejas es mayor que el triple del de gallinas mas 4. Sabiendo
que el nimero total de animales de estas tres especies es menor que 76,
¢cudl es el maximo nimero de gallinas?

Si llamamos x al nimero de gallinas de la granja, el de ovejas es mayor que 3x+ 4,
luego es mayor o igual que 3x+ 5 y el de cerdos es mayor que 3x+ 7, luego es mayor
oigual que 3x+ &.

Por tanto, el nimero total de animales de estas especies es mayor o igual que
x+(3x+5)+(3x+8)="7x+ 13, pero es menor o igual que 75.

Como x es un numero entero tenemos entonces:
62
7x+13<75=7x<62 :>x£7:>x38

Es decir, en la granja hay, a lo sumo, & gallinas.

m Un nioe tiene gomas, Iapices y sacapuntas en su estuche. El nimero
total de objetos es menor que 27, el nUmero de gomas es mayor
que el de sacapuntas mads 2, y el de lapices es mayor que el doble del
de gomas mas 2. ;Cudl es el nUmero maximo de sacapuntas en
el estuche?

Sea x el numero de sacapuntas. El nimero de gomas es mayor que x+ 2, luego mayor
o igual que x+ 3, y el nimero de lapices es mayor que 2(x+ 3) + 2, luego es mayor o
igual que 2(x+ 3) + 3 = 2x+ 9. Como el estuche tiene, a lo sumo, 26 objetos,
tenemos:

X+ (x+3) + (2x+9) < 26 = 4x< 14:>xs%

Y como x es entero, se deduce que x< 3 es decir, a lo sumo hay 3 sacapuntas.
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El perimetro de un tringulo mide 13 cm. Calcula lo que mide cada lado
sabiendo que el lado menor mide la mitad que el mayor y este mide 2 cm
mads que el mediano.

Si x es la longitud en cm del lado menor, la longitud del lado mayor es 2x, y el tercer
lado mide 2x— 2.

Portanto: x+ (2x—2)+2x=13=>5x=15=x=3

En consecuencia, los lados de este triangulo miden 3, 4y 6 cm.

Dentro de 3 ao®s mi edad serd el cuadrado de la edad que tenia hace 3.
¢Cudntos aaes tengo?

Si tengo actualmente x azws hace 3 tuve x— 3, mientras que dentro de 3 aaws mi edad

serd x+ 3. Por tanto:
7+./7°-4-6 _7+5 _{1

(B — 2 2 _ _
x+3=(x—3)"=x"-6x+9x"-7x+6=0x 5 > 5

La solucién x= 1 carece de sentido, pues se desprende del enunciado que tengo al
menos 3 aaws.

Por ello mi edad es de x= 6 aaws.

¢Qué edad tiene Irene, sabiendo que la que tenia hace 6 aoes es la raiz
cuadrada de la que tendrd dentro de 6?

Sillamamos x a la edad actual de Irene el enunciado dice:
x—6='x+6=(x-6)=x+6=x*-13x+30=0=x=3;x=10

Hay que desechar la solucién x= 3, pues del enunciado se desprende que x> 6,
mientras que x= 10 si satisface el enunciado.

Encuentra las longitudes de los lados de un triGngulo rectdngulo sabiendo
que son nimeros enteros consecutivos.

Sean x, x+ 1y x+ 2 las longitudes de los lados. Por el Teorema de Pitagoras:

2*+/16

(x+2 =x2+(x+1)° O x> +4x+4=2x>+2x+1 x> —2x—-3=0 x = >

Y las soluciones son: x=3; x=—"1. Como las longitudes de los lados son numeros
positivos, la solucién es x= 3.

Por tanto, los catetos de este triangulo miden 3uy 4uy la hipotenusa mide 5u.
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Calcula para qué nameros reales g, la ecuacién x? — ax + 9 = 0 tiene una
Unica solucion.

El discriminante X = 2> — 4 - 9 del polinomio P(x) = x> — ax+ 9 ha de ser nulo, luego
a” =36, por lo que los nimeros buscados son a=-6y a= 6. Entonces nos queda:

¥ —6x+9=(x—3)" y £ —6x+9=(x+3)*

Encuentra tres nimeros naturales impares consecutivos tales que la suma
de los cuadrados de los dos menores exceda en 9 al cuadrado del
mayor.

Tres nimeros naturales impares consecutivos se escriben como 2x+1,2x+ 3y 2x+5
donde x es un entero. Asi la condicién del enunciado se escribe:

(2x+1)°+(2x+3)°=9+(2x+5)° @ 45" + 4x+ 1+ 45" + 12x+9=9+4x° + 20x+ 25

1i\/12+4-6:1i5:>{5
2

S48 —A4x—24=0 X —x—6=0 x=

2 -2

Como los numeros buscados han de ser positivos, la solucidon x=—2 no se tiene en
cuenta, asi que x= 3, por lo que los niimeros buscados son 7,9y 11.

Calcula todos los nimeros reales que cumplen x* + 7x? + 12 = 0.

No hace falta resolver ninguna ecuacion para darse cuenta de que cada nimero real x

4 4 ’ .2
cumple que x* >0y x* 2 0, por lo que X" + 7x* + 12 > 12 > 0, asi que la ecuacién del
enunciado no tiene ninguna solucion real.

. . .. X—-4
Encuentra todos los numeros reales que cumplen la inecuacion 5 >0
X +

Este cociente se anula, inicamente, para x=4 y no tiene sentido para x=—5.

(K,-5) -5 (-5, 4) 4 (4,+X )
(x — 4) - - - o) +
(x+5) — ) + + +
(x—4)
(x+5) * - © *

Por tanto, las soluciones de la inecuacion del enunciado son: x € (—, —5) U [4, +©)
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5.1. sSistemas de ecuaciones lineales

Ecuaciones lineales
Una ecuacion lineal con dos incognitas es una expresidon de la forma:
ax+ by =c

donde a, by ¢ son nUmeros reales, y x e y son las incognitas. Se llaman soluciones de
esta ecuacion lineal a todos los pares de nimeros reales (X, Y,) tales que:

axy + by, =cC

La representacion grdfica de una ecuacion lineal con dos incdgnitas es una recta
del plano, cuyos puntos tienen por coordenadas las soluciones de la ecuacion.

Sistemas de dos ecuaciones lineales

Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas es un par de ecuaciones
lineales con las mismas incégnitas, que escribimos ast:

ox + by =¢
a,X + by =,

Se llaman soluciones de este sistema a todos los pares de nimeros reales que son
soluciones de ambas ecuaciones lineales.

n Indica cudles de los siguientes pares son solucion de la ecuacion:

3x+2y=5
a) (1.2) b) (3.-2) c) (1.1

Sin mas que sustituir estos valores en la ecuacién dada se observa que (1, 2) no es
solucion y, sin embargo, tanto (3, -2) como (1, 1) si lo son.

n Representa graficamente las siguientes ecuaciones:

istemas de ecuaciones e inecudaciones

a) -3x+y=-3
-3x+ty=-3=y=3x—3
X 0 1 ‘ o
. a"m xEnEn
y -3 o 3 :
b) x-2y=-2
x—2y=—2:‘y:x+2
2
X -2 o 2
y o 2
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n ¢Cudles de los pares (-11, 12), (12, 11) y (11, 12) son solucién del sistema

dado?
{2x -3y =-14

3x -2y =9

Sin mas que sustituir estos valores en la ecuacion dada se observa que (-11,12) y
(12, 11) no son solucion.

Sin embargo (11, 12) silo es.

Tipos de sistemas

®m La solucién de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas estd
formada por los puntos que comparten las rectas que representan a las ecuacio-
nes del sistema.

El sistema se llama incompatible si carece de soluciones, compatible determina-
do si fiene exactamente una solucién y compatible indeterminado si fiene mds de
una.

Se dice que dos sistemas son equivalentes si tienen las mismas soluciones. Algu-
nos criterios de equivalencia de sistemas de ecuaciones son:

e Si multiplicamos o dividimos una de las ecuaciones del sistema por un ndmero
No nulo entonces el sistema resultante es equivalente al original.

e Si a una de las ecuaciones del sistema le sumamos o restamos la ofra multipli-
cada por un nimero no nulo entonces el sistema resultante es equivalente al

original.
Ejemplo:
3
x+y=10 (_4) —4x -4y = -40 -4x — 4y = -40 4) (—x—y =-10
4x + 5y = -44 4x + 5y =44 2°+v = _84 = y = -84

1420 [—x = 94 '(‘1) X =94
= v = 84 =

EOACAC AL S LS aS S S

n ¢Cudntas soluciones tiene un sistema de dos ecuaciones lineales con dos
incognitas que tiene mas de una solucion?

Cada ecuacion del sistema representa una recta del plano.

Si dos rectas del plano comparten mas de un punto entonces son la misma recta, por
lo que el sistema tiene infinitas soluciones, que son cada uno de los puntos de la recta
que representa a la ecuacion dada.
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n Explica cada uno de los pasos dados en la resolucion del siguiente

sistema:

x-3y=-4 a [Bx+9y =12 b) (1ly =11 c) [y=1 d)
3x+2y=-1 |3x+2y=-1 — [3x+2y=-1" |3x+2y=-1"

d (y=1 e ([y=1
“ 13x=-3  |x=-1

a) M Itiplicamos la primera ecuacién por -3.

b) Alaprimera ecuacion le sumamos la segunda.

C) M ltiplicamos por 11

la primera ecuacioén.
d) Alasegunda ecuacién le sumamos la primera multiplicada por -2.

e) M ltiplicamos por % la segunda ecuacion.

Criterios de compatibilidad

ax+by=c¢c

El sistema { :
a,X + by = ¢,

B Es compatible determinado si y solo si se cumple que: a, - b, # a, - b,

B Es compatible indeterminado si y solo si los coeficientes son proporcionales, esto
es, si y solo si existe un nUmero real ttal que: (ay, by, &) =1 (a, b, C,)

m Es incompatible si y solo si existe un nimero real ftal que: (a,, by) =1 (a, b,) pero
@210 @

Ejemplos:
_ IX-y =2 _ ,
El sistema es compatible determinado pues: 7 - 1#3 - (-1)
3x+y =5
12x - 21y = 33
El sistema {4XX 7y): 1 es compatible indeterminado pues: (12, -21, 33) = 3(4, -7, 11)
—8x + 6y =2
El sistema {4 X +3 4 . es incompatible pues: (-8, 6) =(-2) - (4, -3) y 2= (-2) - 7
x-3y =
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n Estudia la compatibilidad de los siguientes sistemas:

a) {2x= 7

-3x-y =1
2-(-1)#(=3) - O = Sistema compatible determinado
-8x+16y = -5
) x—-2y =3

(=8,16)=(-8) - (1,-2)y -5 #(-8) - 3 = Sistema incompatible

9x -2y =0
) 3x-7y =0

(9,-21,0)=3(3,-7,0) = Sistema compatible indeterminado

n Calcula el valor de a sabiendo que el sistema es

{6x +ay =3
incompatible.

3x +2y =1
Para que el sistema no sea compatible determinado es necesario que:
6-2=3a=a=4

Como (6,4)=2-(3,2)y3#2 -1, el sistema es incompatible para a= 4.

n Escribe un sistema incompatible, otro compatible determinado y otro
compatible indeterminado.

Por ejemplo:
4x—2y=2
m Elsistema 5 1 es compatible indeterminado, pues: (4,-2,2)=2-(2,-1,1)
X—y=
Tenemos que (x5, o) = (1, 1) y (x4, ¥4) = (0, —1) son dos soluciones distintas del
mismo.
2x—y=1
m Elsistema es incompatible, pues: (2,-1)=1-(2,-1)y1+1-2
2x—y=2
x—y=0
m Elsistema N 5 es compatible determinadoyaque: 1-1#1 - (1)
x+y=
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0.2. M todos de sustituciéon, reduccién e igualacién

H M todo de sustitucion

H Consiste en despejar una incoégnita en una de las ecuaciones y sustituir el resultado
en la otra.

3x+2y =1
H Ejemplo: Resolvamos por el método de sustitucion el sistema {2 3y _7 gue es com-
patible determinado ya que: 3 - 3 #2 - 2. X+9y =
. . . 1-3x
1. Despejamos y en la primera ecuacion: y = >
k 2. Sustituimos este valor en la segunda ecuacion:
H 7=2x+3'(1_23X) & 14=4x+3-9x @5x:—11@x:%

1-3x

k 3. Sustituimos en la ecuacién y =

11
l’ _1-3x_1_3'(_€)_5+33_g
k Y= "7 2 "0 5
4. Solucién: (ﬂ Bj
55

el valor de x que hemos encontrado:

n Resuelve por el método de sustitucion los siguientes sistemas:
2x -3y =-14
a) x — 3y
X+y=13
Despejamos x en la segunda ecuacion, x= 13 — y. Sustituimos este valor en la
primera:
2x—3y=—14 & 2-(13-y)—-3y=—14 & 260-5y=—-14 & y=6
Asix=13—-y=13-86=5.Porlotanto la solucion al sistema es: (5, &)

b) {4x+0,3y =16,9

0,5x -3y =-7

M Itiplicamos la primera ecuacion por 10 y la segunda por 2, de modo que tenemos:

4x+0,3y=16,9 40x+3y =169
{O,5x—3y=—7 - {x—6y2—14
Despejamos x en la segunda ecuacion, x= 6y — 14. Sustituimos este valor en la
primera:
40 -(6y—14)+3y=169 < 240y— 560 + 3y=169 © 243y=729 > y=3
Asix=06y—14=6-3— 14 =4. Por tanto, la solucidn al sistema es: (4, 3)

8 J
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m La edad de un padre es hoy triple de la de su hijo. Dentro de 14 aa®s serd
el doble de la que entonces tenga su hijo. ;Qué edad tiene actualmente
cada uno?

Denotamos por xe ylos aams que tienen actualmente el hijoy el padre, respectivamente.

Ao y=3x y=3x

si: =

ly+14=2(x+14)  |-2x+y=14

Sustituimos la primera ecuacion en la segunda: —2x+ 3x=14 & x=14

De aqui concluimos que las edades del hijo y del padre son 14 y 42 aaws,
respectivamente.

H M todo de reduccion

Consiste en multiplicar las ecuaciones dadas por nUmeros adecuados de modo que
los coeficientes de una de las incoégnitas en ambas ecuaciones sean opuestos. Hecho
esto se suman las ecuaciones resultantes, con lo que se obtiene una ecuacién de
grado 1 con una incégnita.

3x+4y =7
8x -7y =1
compatible determinado puesto que 3 - (-7) # 4 - 8. Multiplicamos la primera ecuaciéon
por 8 y la segunda por -3 y las sumamos:

Ejemplo: Resolvamos por el método de reduccidn el sistema { , que es

.8
3x+dy =7 = [24x+32y =56 w2
{“ / { A 53y =53 = y =1

8x-7y=1 """ |-2ax+2ly =-3

Obtenido el valor y =1 lo remplazamos en una de Ias ecuaciones, por ejemplo la pri-
mera, y resulta 3x+4 -1 =7, asique x=1.

n Resuelve por el método de reduccion los siguientes sistemas:

{2x+y=7 {O,2x+5y=7
5x-2y =4 0,3x+0,4y = 3,4
-30

2x+y=7 2 (4x+2y=14 0,2x+5y="7 — 6x+150y=210
{5x—2y:4 {5x—2y=4 {O,3x+0,4y:5,4 ) 6x-8y=-68
Sumamos: Sumamos:
Ix=1&=>x=2 142y=142 = y="1
Sustituimos en la primera Sustituimos en la primera
ecuacion: ecuacion:

2-24+y=7T=y=3 0,2x+5-1=7=0,2x=2=>x=10

v
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n En una fiesta hay 10 chicas mas que chicos y, tras llegar 5 chicas mas, el
numero de chicas es el doble del de chicos. {Cudntas personas habia al

comenzar la fiesta?
Sean x el nimero de chicas al comenzar la fiesta e y el de chicos. Los datos del
x=y+10 x—y=10
enunciado se traducen en el siguiente sistema:
x+5=2y —-x+2y=5

Sumando las dos ecuaciones obtenemos y= 15, luego, x=y+ 10 =25. Por tanto, al
comenzar la fiesta habia x+ y= 40 personas.

H M todo de igualacion

Consiste en despejar la misma incégnita en las dos ecuaciones e igualar los resulta-
dos obtenidos. Conseguimos asi una ecuacion con una incogita.

2x + 3y = -1

3x-7y =10

El sistema es compatible determinado pues 2 - (-7) # 3 - 3. Despejamos una de las

_(123)/), X = 1027)/. Igualando

Ejemplo: Resolvamos por el método de igualacion el sistema: {

incognitas, por ejemplo x, en ambas ecuaciones: x =
ambas expresiones se tiene:
-(1+3y) _10+7y

2 3

& -3(1+3y)=2(10+7y) & -3-9y =20+14y

Es decir, 23y = -23, luego, y =-1. Para hallar el valor de x sustituimos:

2 10+7y _10+7-(-D _

1
3 3

m Resuelve por el método de igualacion los siguientes sistemas:

_ _9-5y
a) X -5y =-8 . x=5y-8 b) 3x+8y=9 =7
3x+y =10 x:ﬂ 2x+3y =6 _6-3y
3 X= 2
Igualando ambas expresiones: Igualando ambas expresiones:
_a_y—10 PR 9-5y 6-3y
5y-6= 3 < 15y—-24=y-10 5 - 3 =
S 14y=14 & y=1 16-10y=16-9y & y=0
Para hallar el valor de x Para hallar el valor de x
sustituimos: sustituimos:
9-5 -5.
x=by-6=5-1-6=-3 X= 3y:9 350=3

8 J
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n Una madre tiene 25 aaws mds que su hijo, y dentro de 20 aoes la edad de

la madre serd doble que la del hijo. {Cudnto suman las edades actuales
de madre e hijo?

Sixe yson las edades actuales de la madre y del hijo medidas en aaws se tiene:

x=y+25 x=y+25
=
x+20=2(y+20) |x=2y+20

Porigualacién, y+ 25 =2y+ 20 = y= 25 — 20 =5, mientras que x=y+ 25 = 30.

Asi, las edades actuales del hijo y su madre son 5 y 30 aaws, cuya suma es 35 aaws.

Algunos sistemas de dos ecuaciones de grado mayor que uno y con dos incognitas
son tratables por procedimientos muy elementales.

Y Sustituyendo el valor y = % en la segunda ecuacion queda:

. Xy
Ejemplo:{ s o
X —y‘=

2
x2—(%) :21=>x2—1xi20—21:0=>x4—21x2—100:0

Resolvemos la ecuacion bicuadrada:

2 = 21++/2P +400 21+29 o5
= > S=——r
p 10 10
De agui se deduce que x = +/25 = 45, y, por tanto: y = = @ =12

ﬂ Calcula las edades de Alvaro e Irene sabiendo que su producto es

28 aoms, que la suma de los cuadrados de sus edades es 65 aa®s y que
Alvaro es el mayor.

Sean x e ylas edades, expresadas en aams, de Alvaro e Irene respectivamente.
Entonces:

xy=26= (x+y)2:x2+y2+2xy:65+56:’l2’]:>x+y:1'l
x*+y*=65 = (x—y)2:x2+y2—2xy:65—56:9:>x—y:5

x+y=11 12,22

Debemos resolver el sistema: % = 2x=14 = x=7
X—y=

Por dltimo: y=11-x=11-7=4

Sus edades son, por tanto, 4y 7 aaws.

8
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5.3. Resolucién grafica de sistemas de ecuaciones

El método grdfico para la resoluciéon de un sistema lineal de dos ecuaciones con dos

P ax + by = ¢ : .
incognitas, (S): ., consiste en representar las rectas de ecuaciones
OQX + b2y = CQ

n® ax+by=cynrnkax+ by=c, yestudiar qué puntos comparten.

Pueden darse tres casos:

m Silasrectas r, y r, se cortan en un punto (X, y), dicho punto es la solucion del sistema.

m Silas rectas r; y r, son paralelas, enfonces el sistema es incompatible.

m Silas rectas r, y r, son coincidentes, enfonces el sistema es compatible indetermi-
nado y las soluciones son todos los puntos de la recta.

Ejemplos:

Al representar las dos rectas obser-
X-2y =-4  yamos que estas se cortan en el
X+y=-1 punto (-2, 1), que es, por tanto, la
solucién al sistema.

Las rectas dibujadas son parale-
2x+3y =7 as, luego no comparten ningdn
2x+3y =-1 punto. Por tanto, el sistema es

incompatible: no fiene solucion.

Y
Las dos ecuaciones son equiva- BEREEErEEEEn
lentes pues la segunda es el triple T
de la primera. Por ello al represen- 1 S
2x+y =3 tarlas observamos que se trata de b e
6x+3y =9 la misma recta. Por tanto, el siste-
ma fiene infinitas soluciones, ya it -8
que cualquier punto de dicharec- LB NG
ta es solucién del sistema. ,

IS aS oSS aSa D uD DD ul b ol ol o
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ﬂ Decide graficamente la naturaleza de los siguientes
sistemas de ecuaciones y encuentra sus soluciones
cuando las tengan:

x+y=1
) {2x+2y:7

La primera de estas rectas pasa por los puntos
P,=(0,1)y P,=(1, 0), mientras que la segunda
pasa por los puntos Q, = (O%) Y@, = (%O) Al
dibujar las rectas se observa que son paralelas,
luego el sistema es incompatible.

b) {x+y=1

La segunda de las rectas de este sistema, que NG -3

llamamos |, es la que une los puntos M, = (0, 2)

y M, =(2, 1). Observamos que las rectas se cortan m\ | -

en el punto P= (-2, 3), que es, por tanto, la tinica
solucién de este sistema.

n Resuelve los siguientes sistemas por el método grdfico:

-x—-y =0 b x+y=1
a) 3x+y=-4 ) X-y=-4

Solucion: (1,-1) Solucioén: (-1,5, 2,5)

s |
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5.4. Resolucién de sistemas de inecuaciones

de primer grado

Semiplanos

tales que ax + by 2 ¢ 0 ax + by < ¢ son los semiplanos
cerrados definidos por r, y los conjuntos de puntos
fales que ax + by > ¢ 0 ax + by < ¢ son los semiplanos
abiertos definidos por r. Los primeros contienen a la
recta r, y los segundos no la cortan.

Ejemplo: En la figura ilustramos el caso en que la recta
res 2x + y = 3. Para decidir cudl de los dos semiplanos
en que r descompone al plano es K: 2x + y > 3 basta
tfomar un punto cualquiera del plano que no pertenez-
ca a r, por ejemplo el punto de coordenadas P= (2, 2),
y comprobar si estd o no en el semiplano K. En este
caso 2 -2+ 2=623, luego i es el semiplano que con-
fiene a P.

Dados los nimeros reales a, b y ¢ tales que (a, b) # (0, 0), el conjunto de puntos (x, V)
del plano tales que ax + by = ¢ es una recta, que llamamos r. Los conjun’ros de pun’ros

m Sombrea el semiplano cerrado X: x — 2y > 3. {Contiene al punto P= (2, 1)?

Dibujamos larecta r: x— 2y= 3. Al sustituir las
coordenadas del punto P en la inecuacidn
observamos que 2 -2 - 1=0< 3, luego el
semiplanol es, de los dos en que rdivide al
plano, el que no contiene a P.

Q=(-2 2y R=(-1,3)?

Dibujamos larecta r: x— 2y =—6. Al sustituir las
coordenadas del punto P en la inecuacion
observamos que 2 — 2 - 1 =0 >—6 luego, de los
dos semiplanos en que rdivide al plano, X es el que
contiene a P.Como Q € ry el semiplano es
abierto, entonces Q X K.

Por tltimo, R X X pues:
-1H-2-3=-7<-6

s J
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Representa el semiplano X: x — 2y > -6. {Contiene a los puntos P =
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P Problemas

n En un nomerode dxs cifros, el ditjto de las decenas es el iriple que el de las
unich des. Ademds, si se invierte el orden de las cifr s obtenemos un noenero
18nida ce s mena. {Cul es el noenero orig nal?

Denotamos por x e y las cifras de las decenas y las unidades respectivamente.
Entonces:

x=3y x=3y x=3y
= =
10x+y=10y+x+16 9x—-9y=186 X—y=2

Resolvemos el sistema por el m@todo de sustitucion, de modo que:

x=3y

=1
X—y=2 = 3y—y:2:>2y=2:>y:’l;x=3yy:>x=3

En consecuencia, el nimero de partida es 31.

Leia y Chewbacca juegan una parida de ajedrez. El tiempo que emplea Leia
enlos primercs 14 movimientos es triple que el empleado por Chewbacca,
mientros que en los restantes movimientos ambos emplearon 35 minutos.

Sabiendo que el tiempo utilizado por Chewbacca en el total de la parida
eskB/4paries cel utilizado por Leia, calcula el tiempo empleado por cada

jugador.

Denotamos x e y el tiempo, expresado en minutos, empleado por Leia y Chewbacca en
ejecutar los primeros 14 movimientos, respectivamente.

m El tiempo que emplea Leia en los primeros 14 movimientos es triple que el empleado
por Chewbacca, esto es: x= 3y

B En el total de la partida Leia gasta x+ 35 min, y Chewbacca y + 35 min.

m El tiempo utilizado por Chewbacca en el total de la partida es % partes del utilizado

M, es decir: 4y+ 140 =3x+ 105

por Leia, porlo que y + 35 = N

En consecuencia, x e y son solucion del sistema de ecuaciones:

XTOYEO e s 4y=35 = By=35 7
= . —_ = = = et =
Bx—4y=35 Yoy Y Y

Por tanto, Chewbacca emplea: y+ 35 =7 + 35 = 42 min, mientras que Leia necesita:

x+35=3y+35=21+35=56min

8 J
b 8 Sistemas de ecuaciones e inecuaciones



Problemas &

La ecad de una made es el cuadrado de la de su hijo, y ambas suman 30 aces.
QUD edad tiene cada uno?

Si el hijo tiene x aaws y la madre tiene y aa®s su suma es x+ y= 30.

) x+y=30
Ademas y= x" esto es, se trata de resolver el sistema: 5
rd y = x
Por sustitucion:

00 =141 +4-30 _ 1411 _g

2 — = =
X" +x—-30=0 = x > >

Por otro lado, y= x* = 25 luego las edades del hijo y de la madre son 5y 25 aaws,
respectivamente.

m Pedrova a la ferrder con 7 K y quiere compr or tornillos y tuer cas.
La cajace tornillos cue sta 1 XK mientros que el precio de la de tuercas es de 2 K.
Pedro quiere que el triple del noenerode cajas de tuercas exceda al doble del
noenerode cajos ce tarnillos. ¢ Cudntas cajas de cada tipo compr or Asabiendo
que lleva mAs de una caja de cada tipo?

Denotamos por x e y el niimero de cajas de tornillos y tuercas, respectivamente, que
compra Pedro. Como sélo lleva 7X ha de ser x+ 2y < 7.

Por otro lado como el triple del nimero de cajas de tuercas excede al doble del nimero
de cajas de tornillos, debe ser 2x < 3y.

Ademas, debe llevar mas de una caja de cada tipo, estoes, x>1ey>1.

x+2y<7
) ) 2x< 3y
Representamos la region que es solucidn del sistema 1
y observamos que el linico punto de coordenadas x>
enteras de dicha regién es (2, 2). y>1

i R
B ® @701 2731405y

/!
oo _a_ e W L .t R R T I
I | e | [ I i | |

|

Luego Pedro ha de comprar dos cajas de tornillos y dos cajas de tuercas.

8
Sistemas de ecuaciones e inecuaciones 69



0

‘1 Calcula los nimeros reales ay b sabiendo que ninguno de los dos
3x+2y =1 _{x+by=1

ist iguient tible: ;
sistemas siguientes es compa ible {bX + (a " -I)y =3 3x+ay =3

Como los sistemas no son compatibles se tiene 3 - (a+1)=2by a= 3b, por lo que se
3a—-2b=-3

trata de resolver el siguiente sistema en las incégnitas ay b: { b
a—=

Lo resolvemos por el m@todo de sustitucion:

3.(3b)—2b=-3 = Tb=—3 = b=§ N a=3b=§
H 2 - - X+y:2
(2 Resuelve mediante el método de reduccion el sistema: A ;
X -2y =
x+y=2 x+y=2 124 22 -5
= Zy=-5 =
{x—2y=7 - {—x+2y=—7 = 2 =Y 3
x+ty=2 _2> 2x+2y=4 1a+233 1 1
x=2y=17 x=2y=17 = == yEg

3 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

X+y =22
a) 2 2
X“—y-=88

Despejamos x en la primera ecuacion x= 22 — y, y sustituimos el valor obtenido en
la segunda:

(22-y)’ -y’ =88 < 484+y' —44y—y' =88 & 396=44y < y=9
Calculamos el valor de la otra incégnita: x=22 - y=22-9=13
y =x°
b
) {x2 +y?=20

En la primera ecuacidn ya tenemos la incégnita y despejada. Al sustituirla enla
segunda se tiene una ecuacion bicuadrada:

x?>0 .
(2220 o x*+x2-20=0 < x?=_1+~1+80 V21+5O=4 o x=42

Sustituimos en la primera ecuacion para hallar el valor de y = ¥ =X2)*=4.

Las soluciones del sistema son (2, 4)y (-2, 4).

70
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4 Decide graficamente la naturaleza de los siguientes
sistemas de ecuaciones y encuentra sus soluciones
cuando las tengan:

x-y=0
a
) {x—y=1

La primera de las rectas del sistema, que llamamos r,
pasa por los puntos 0=(0,0)y P=(1,1),yla
segunda, que llamamos s, pasa por Q, =(0,-1)

y @, =(1,0). Se observa que son rectas paralelas,
luego este sistema es incompatible.

x-y=0
b){x+y=0

La segunda de las rectas de este sistema, que
llamamos I, une O con M=(1,-1)ycortaarenel
origen de coordenadas. Se trata, por tanto, de un
sistema compatible determinado cuya tinica solucién
es x=0,y=0.

x+y=1
C
) {2x+2y=2

Ambas rectas pasa por los puntos P, =(1,0) y
P,=(0, 1), luego el tercer sistema es compatible
indeterminado.

(5 Sombrea el semiplano X: x + 2y < 3
y decide si contiene al punto P= (0, 1).
¢Contiene X al punto Q = (-1, 2)?

Larectar: x+ 2y= 3 pasa por los puntos P, =(3,0) y
P,=(1, 1). Al sustituir las coordenadas de Pen la
ecuacionde rse tiener: 0+ 2 - 1 =2 < 3, luego el punto P
pertenece al semiplano X, que, tambich contiene al punto Q,
pues este pertenece ar.

P~
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Semejanza

/

.1. Teorema de Tales. Semejanza de triGngulos

Si dos rectas paralelas cortan a dos rectas ry s que se cortan en
un punto O, los segmentos determinados por las paralelas en r
son proporcionales a los segmentos determinados por las paro-
lelas en s:

OA _ OB _ AB
OAX~ OBX AWK
OA _ AAR

Ademds, | ==
emds, se cumple que: - —-= o

n Calcula el valor de las longitudes x e y de la figura.

n Utiliza el Teorema de Tales, una regla y un compds para determinar

X_25 . _ 425 ¥ __5 _1_ _
5790 % 12555 70+5 3 Y= 10

. 13
en la recta r el numero ?.

Como 13 2 +g se trata de dividir el segmento

5
de extremos 2 y 3 en 5 partes iguales y tomar

3. Para ello, trazamos una semirrecta auxiliar s
que corta a ren el punto 2, a partir del cual
llevamos con un compas cinco segmentos de
igual longitud. Sean P, ..., Pg los extremos de

dichos segmentos y tlarecta que une P; con 3. 0
Por el teorema de Tales el punto en que se cortan

ry la paralela a t que pasa por P; es %

n Dos estacas clavadas en el suelo miden 4y 6 m,

y en cierto instante sus sombras estan alineadas
y sus extremos coinciden. Si la sombra de la estaca

menor mide 2,5 m, {qué distancia hay entre las bases

de las estacas?

Calculamos primero la sombra BO de la estaca mayor:

BO _6 _15 . ; .
25 4 = BO= 4 por lo que la distancia BA entre las bases es:
—BO_A0=12_5_5_
BA=B0O—- A0 2 2-4 1,25 m

[ od
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Triangulos semejantes. Dos tringulos de vértices KABC b

y RABHCK en ese orden, se dicen semejantes si se cum-
plen las igualdades: -

AB _ AC _ BC A

= = B
ABX AXCH BXCK

Este cociente comun se llama razén de semejanza.

En tal caso los dngulos de ambos fridngulos son iguales dos a dos: A=A, B=PB y
c=C

El Teorema de Tales se puede reformular diciendo que, K
dados un tringulo KABC y dos puntos Dy E situados

en los lados AB y AC respectivamente, los friGngulos

XABC y KADE son semejantes si y solo si los segmentos

BCy ED son paralelos.

Criterios de semejanza de triGngulos. Consideremos

dos triangulos KABC y X ABXCK . - A
BSi A=A y B = B, entonces los tringulos son seme-
jantes.
.5~ AB  AC L .
B Si A=A y-—=-— entonces los tfringulos son semejantes.
Y ABR - ATH < :

n Los lados de un triGngulo miden 2, 3 y 4 cm. {Cudnto miden los lados
de un tridngulo semejante al anterior sabiendo que su lado mas largo
mide 12 cm?

Ellado mas largo del segundo tridngulo es 3 veces mayor que el lado mas largo del
primer tridngulo, por lo que lo mismo sucede con los otros dos lados.

Por tanto, basta con multiplicar por 3 los lados del triangulo original. Los lados
del segundo triangulo miden 6,9y 12 cm.

ﬂ Dos angulos de un triGngulo miden 25Xy 85Ky otros dos dngulos
de otro tridngulo miden 25Ky 70X ; Son semejantes ambos triGngulos?

El otro angulo del primer triangulo mide:
18600 — (25K + &5K) = 70X
Me ntras que el otro angulo del segundo triangulo mide:

180K — (258+ 70K) = 85K

Luego los dos tridngulos tienen los mismos angulos y, por tanto, son semejantes.

[ ond
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6.2. Relacién entre los perimetros, dreas y volimenes

TSI JJ

de figuras semejantes

Poligonos semejantes. Dos poligonos con n vérti-
ces, A, ... Ay By, .... B, son semejantes si sus dngu-
los son iguales dos a dos, o sea, A =8, ....A, =B, v,
ademads, sus lados son proporcionales:

Ah _AA L AA _AA
BB, BB, - BB, BB

m Este cociente comdn, r, se llama razén de seme-
janza de ambos poligonos.

m Sedice que AA,, ..., A,_,A, AA son lados homélogos a los lados BB, ..., B, ;B,.B,B.

En el caso del fringulo la igualdad, dos a dos, de los dngulos, es una condicién que
se deduce de la proporcionalidad de las longitudes de sus lados, pero esto no es cierto
sin> 3.

n Los lados de un pentdgono miden 4, 5, 6, 8 y 10 cm. ¢Cudanto mide el

perimetro de otro pentdgono semejante con razén de semejanza 5 y uno
de cuyos lados mide 30 cm?

Los lados del segundo pentagono son mas largos que los del primero, pues el lado
mayor de este mide 10 cm y uno de los lados del segundo mide 30 cm. Por tanto, las
longitudes de los lados del segundo pentagono miden 5 veces mas que los del primero,
esto es, miden 20, 25, 30, 40 y 50 cm, asi que su perimetro mide:

p=20+25+30+40+50=165cm

n Indica cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cudles son

falsas:

a) Dos cuadrados cualesquiera son semejantes.

Verdadera, pues los cuatro angulos de un cuadrado son rectos. Silos lados del primer

. . . a
cuadrado miden ay los del segundo b, los cocientes de lados homdlogos valen b

b) Dos rombos cualesquiera son semejantes.

Falsa. Si los lados de un rombo miden ay los del segundo miden b, los cocientes de
. 7 a . .
longitudes de lados homélogos valen B Sin embargo, si uno de los rombos es un

cuadrado y el otro no, los angulos del primero no son iguales a los del segundo.

c) Existen cuadril@teros no semejantes que comparten sus dngulos.

Verdadera; basta considerar dos rectangulos, uno cuadrado y el otro no.

[ od
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La razén entre las areas de dos figuras semejantes es igual al cuadrado de la razén
de semejanza.

La razén entre los volimenes de dos figuras semejantes es igual al cubo de la razén
de semejanza.

ST I

Es decir, si la razén de semejanza entre dos figuras es k, la razdén entre sus areas es k?
L y la razén entre sus voldmenes es k°.

n ¢Cudnto vale el cociente de las areas de dos tridngulos equilateros si el
perimetro del primero mide 24 cm y el del segundo mide 4 cm?

Dos triangulos equilateros son semejantes. La razon de semejanza de ambos

iy 24 . )
triangulos es r= %" 6, luego el cociente de sus ireas es r° = 36.

n ¢Cudl es la razén de semejanza de dos pentdgonos cuyas dreas miden
20 cm?y 4 cm??

La razén de semejanza r cumple que r* = 24—0 =5 luego r=~/5.

n En la figura siguiente, los dos octégonos son regulares y
con sus lados respectivamente paralelos. Calcula la
razén entre el area del octdgono menor y el mayor. —

Los dos octdgonos son semejantes y la razén de semejanza r
1

a 1 . . 2
cumple que r=—_——=_, luego la razén entre sus areas es r” = 7

2a 2

—2X—»

n Partimos de un cubo cuyas aristas miden 2 cm y construimos otro
semejante al primero aumentando 1 cm cada una de sus aristas ¢En
cudnto aumenta su volumen?

Por este procedimiento hemos construido un cubo semejante al primero de modo
, . . 3 .
que el cociente de las longitudes de las aristas es r=_. Por tanto, el cociente

. 5 27 R 3 3
de los volumenes de ambos cubos es r° = B Como el volumen inicial es 2° =8 cm”,

el del segundo cubo es (ﬂ) -8 =127 cm®, por lo que el volumen ha aumentado

A

m La pirdmide de la figura se corta con un plano paralelo
a la base por el punto medio de la altura de la pirdmide.
Calcula la relacién que existe entre los volimenes de la
pirGdmide original y la pirdmide semejante a la original
que resulta tras el corte.

La razon de semejanza entre las aristas de ambas piramides es 2,
. 2z . 3

luego el volumen de la piramide mayor es & = 2" veces el de la

menor.

[ od
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6.3. Teorema de PitGdgoras. Teorema del cateto
y de la altura

Sean A By Clos vértices de un fringulo y a, by ¢ las longitudes de
los lados opuestos. Enfonces, el tfriangulo BAC:

esrectdnguloen A & &*=b?+ ¢

El lado mas largo se llama hipotenusa, a, y los ofros dos son los
catetos, by c.

g

E Completa los datos de la siguiente tabla, que recoge las longitudes de los
lados de ciertos tringulos rectangulos.

a: hipotenusa b: un cateto c: otro cateto

17 cm 8 cm m:\/ﬁ:'wcm
21" +20* =29 ¢m 21 cm 20 cm

37 cm W:m:35cm 12 cm

m ¢Son semejantes dos triGngulos rectangulos cuyas hipotenusas miden 17
y 34 cm respectivamente, y de los que se conocen las longitudes de uno
de sus catetos: 8 cm la del primero y 30 cm la del segundo?

Los catetos restantes miden\/17% —8% =15 cmy~/ 34> —30? =16 cm, luego los

tridngulos son semejantes con razén de semejanza 1, yaque 17_15_8
2 34 30 16

m El perimetro de un tridngulo rectdngulo es de 30 cm y uno de los catetos

mide 12 cm. {Cudnto miden el otro cateto y la hipotenusa?

La diferencia entre el perimetro y la longitud del cateto conocido es
30— 12 =18 cmluego si la longitud del otro cateto es x, ladela
hipotenusa es 18 — x. Por el teorema de Pitagoras,

12°4+x°=(18-x°=324-36x+x = 36x=180 = x=5¢cm

y la hipotenusa mide 16 -5=13 cm.

P
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k Las longitudes a, by ¢ de los lados de un tridngulo K permiten decidir si es acutdngulo,
esto es, que sus tres dngulos son agudos, u obtusangulo, es decir, que alguno de sus
k dngulos es obtuso. Si by ¢ son menores o iguales que a se tiene:

K es acutdngulo @ o< b*+ ¢ y R es obtus@ngulo & o®> b* + ¢?

n Las longitudes de los lados de tres tringulos se indican a continuacién.
Indica cudl de ellos es rectangulo, cudl es acutangulo y cudl es
obtusangulo.

a) a=37cm, b=35cm, c=12cm.
Como 37°=1369=1225+144=35°+12° X Eltridngulo es rectangulo.

b) a=14cm, b=13cm, c=12cm.
Como 14°=196<169+144=13+12% X Eltridngulo es acutangulo.

c) a=7cm,b=4cm,c=4cm.
Como 7°=49>16+16=4"+4" K Eltriangulo es obtusangulo.

Sean a, by clas longitudes de los lados de un friGngulo recténgulo en A, y sean my n
las longitudes de las proyecciones sobre la hipotenusa de ambos catetos. Entonces:

l‘ Teorema del cateto: Teorema de la altura:

l‘ c=a-n bP=a-m

n Los catetos de un triGngulo rectdngulo miden 124 cm y 93 cm,
respectivamente. Halla la longitud de la hipotenusa, la de las proyecciones
de los catetos sobre ella y la de la altura sobre dicha hipotenusa.

h>=n-m

Sean b=124y c=93 las longitudes, en cm, de los catetos. Entonces, por el Teorema
de Pitagoras, la longitud de la hipotenusa es:

a=~b2+c2 =/1242+93% = /24 025 =155 cm

Sean my nlas longitudes, en cm, de las proyecciones de ambos catetos sobre la
hipotenusa y hla de la altura. Entonces:
oo b’ 124 496 ¢’ _ 93" _279

p 155 5 =99,2¢cm n:;:155=?=55,50m

he Jmm— 496 279 _372

5 5 - 5 =74,4 cm

7
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.4. Longitudes, dreas y volimenes

Poligonos regulares. Un poligono se dice regular si fodos sus dngulos miden lo mismo
y todos sus lados tienen la misma longitud. Si / es la longitud de cada lado y n es el
nUmero de lados, su perimetro mide p=n- |.

X

El baricentro del poligono, O, es el Unico punto que equidista de
todos los vértices. El apotema del poligono es la distancia a del
baricentro al punto medio de cada lado.

El area del poligono es la suma de las dreas de los n tringulos
isdsceles en que se descompone. Como el drea de cada fringulo

[- . -
es TO' el area del poligono es:

n Contesta los siguientes apartados:

a) (Cudnto mide el drea del tridngulo equilétero cuyo lado mide [ cm?

Por el Teorema de Pitagoras, la altura del triangulo
» , 1\ _ (317 _ /31
lat de a= 2—(—) =[5 = X g 5/ | ®
equilatero mide a \/I > 4 5 °m ;
Yy, por tanto, su area es
X X
I d
_ 2 _ 3l 2
5= 5> = 4 ¢°m

b) Calcula el area del hexGgono regular de lado /cm.

Los tridngulos en los que se descompone un hexagono al unir
el baricentro con cada uno de los viktices son equilateros,
pues observamos en la figura que el angulo o.= 60X pues 60,
es una vuelta entera, es decir, 360X

Por otro lado, como el triangulo AOB es isésceles se tiene
A=B=, y como la suma de los angulos de un tridngulo es
160K

0-+2p=180°=p=129=%

En consecuencia, cada uno de los tridngulos es equilatero de lado I. Asi,
2

=60°

. 7 2
por el apartado anterior, el area de cada uno de ellos es 5, = cm”y,

por tanto, el area del hexagono es

2 2
6_51:6.\/31 :5\/231 o

4
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k Circulo y circunferencia. Dados un nimero real r> 0 y un punto O en un plano X se

llama circunferencia de centro O y radio r al conjunto K de puntos de K que distan r

l‘ de O. El circulo de centro Oy radio r es el conjunto de puntos de K cuya distancia a
O es menor o igual que r.

I‘ La longitud de K es 2nrry el drea de este circulo es nr.

n ¢Cudl es el cociente del perimetro del cuadrado inscrito en una
circunferencia X de radio rcm y la longitud de X? ¢Cudl es el cociente
del drea del cuadrado anterior y la del circulo encerrado por X?

Indicaciéon: Comienza expresando el lado del cuadrado en funcién

del radio de X.
Si I denota la longitud del lado del cuadrado se cumple, por el X
2 2 2
Teorema de Pitagoras, r?= 7y IZ = 2> asique | = r\/§ cm. . ! Mz
imetro del cuadrad 3
Por tanto, [?Bl"l etrode 'cua rado L 4l _ 4r/2 _ 22 8
perimetro de la circunferencia  21r 27nr T

/ 2 2
areadelcuadrado _ I© _ 2r
dreadelcirculo  mr? mr?

almn

y el cociente de las areas es:

Pirdmide de base Py vértice V.

m El drea lateral de la pirdmide es la suma de las dreas de sus
caras, y su Aea t dal es la suma del érea lateral y la del poli-
gono P.

m La altura de la pirédmide es la distancia h desde V al plano
gue contiene a P.

B Se llama volumen de la pirdmide a la regién encerrada por

H
K
I‘I: ellay vale V= %.

m Un tetraedro es una pirdmide cuya base y cuyas caras son
tringulos equilateros.

m Calcula el volumen de una pirédmide regular cuya base es un cuadrado
de 12 cm de lado y su arista lateral es de 16 cm.

Sean dla longitud de la diagonal del cuadrado y hla de la altura de la
piramide. Por el Teorema de Pitagoras se tiene:

d=J122+122 =12/2 cm y h=+/16"-(62) =/184 =2./46 cm,

2 /
Yy, por tanto, el volumen de la piramide es V = w =96+/46 cm®

[ ond
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Prisma de altura hy bases Py P".

m El area lateral del prisma es la suma de las dreas de sus caras
y el area total del prisma es la suma del drea lateral y las dreas
de las bases Py PX

B La altura del prisma es la distancia h entre los planos que con-
fienen a Py a PX

m El volumen del prisma es el de la regidn encerrada por ella y
vale V="rea(P) - h.

B Un prisma es un cubo si sus bases y sus caras son cuadrados.

R
X
X
X
\

n ¢Cudnto mide la diagonal de un cubo cuyo lado
mide 2 cm?

La diagonal de la base mide d =~/2° +2% =2+/2 ¢cm,ycomoel |2¥
triangulo XACB es rectangulo, la diagonal del cubo mide: S

AB=~JAC? +d% =/22 +8 =23 cm T B

Cono de vértice Vy base la circunferencia X de radio r.

m Se llama altura del cono a la distancia h del vértice V al
plano B que contiene a K.

Se llama volumen del cono a la regidn limitada por el cono
nr’h
3
m El area lateral del cono mide nrh. Si le sumamos el drea de

la base S = nr’ obtenemos el area total del cono.

y el circulo encerrado por K. Su valor es V =

B Se dice que el cono es recto si la recta que pasa por Vy el
centro de K es perpendicular al plano K que contiene a K.

T g

¢Cuanto mide el radio de la base de un cono recto
cuyas generatrices miden 37 cm y cuya altura mide
35 cm?

El triangulo cuyos lados son la generatriz, la altura y el radio r

es rectangulo, por lo que r=/37° -35° =12 cm.
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Cilindro de altura hy bases las circunferencias K, y X,.

m Se llama altura del cilindro a la distancia h entre los planos
que contienen a K, y K,.

m Se llama volumen del cilindro a la regiéon limitada por
el cilindro y los circulos encerrados por K, y K,. Su valor es
V=S h, donde S=nr?

Se dice que el cilindro es recto si sus generatrices son per-
pendiculares a los planos que contienen a las bases.

m El darea lateral del cilindro recto mide 2rrh. Si le sumamos
el drea 2S de los circulos encerrados por las bases obtenemos el area total del
cilindro.

AS S AP av by

Calcula la cantidad de aluminio que se necesita para hacer 100 botes de
forma cilindrica de 4 cm de radio y 10 cm de altura.

El drea total de cada uno de los botes es:
S=2nrh+2nr*=2nr(h+r)=8n(10+4)=112n cm®

Como queremos construir 100 botes necesitamos 11 2007 cm? de aluminio.

m ¢Cudnto vale el volumen de la figura?

Los volimenes del cilindro y el cono son, respectivamente,
2°n-3
3
V=V, +V,=20n cm’ es el volumen de la figura.

V,=4-1-2°=16necm® y V,= =41 cm®

Esfera

Dados un nimero real r> 0y punto O en el espacio, se llama esfera
de centfro O y radio r al conjunto de puntos que distan r de O. Su

. . . Anr
drea mide 4nr? y su volumen mide =

¢Cudnto vale el radio de una esfera cuyo drea, expresada en cm?,
coincide con su volumen, expresado en cm??

Si res el radio de la esfera buscada, expresado en cm, se debe cumplir que:

4mr®

3 =4nr’ =>r=3cm
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P Problemas

En cierfo instante las sombros de dos edificios estAn

alineadas y los extremos de las mismas coinciden. ¢ CuAnto
mice el edficio mayor si la distancia entrelos pies de los X
edficios es 15 m y la altura del edificio menor y su sombra 40K
mice n 40 y 30 m, respectivamente?

Con las notaciones de la figura, y por el teorema de Tales, 158 308

% =30 i 15> %= 4—;5 = x =60, luego x=60 m es la altura del edificio mayor.

¢CuAnto miden las diago nales de las bases
ce estas pir Anice s? ;Y sus aristas laterdes?
¢Son semej ontes las caros laterdes de las
pir Znides? En caso afirmativo, cud es la
rceXn de semej onza? CuA es el cociente
e sus vdomenes?

Con las notaciones de la figura se tiene: ' 20K
22 42°=(22° = 8=4z"=z=/2 y 20°+20°=(2x)’ = 800 = 4x* = x =10~/2
luego las diagonales miden d,=2z=2/2 my d,=2x=20-/2 m.

Aplicamos de nuevo el Teorema de Pitagoras, para obtener la longitud de las aristas:

t=\/3%+2° =/3°+(V2) =/11me y=/30° +x° —\/30 (10v/2) =10v/11m

Por tanto, las caras laterales de ambas piramides, son semejantes pues son

triangulos isésceles y cumplen que y_1 ?/_ =10= % , ¥ larazén de semejanza
esr=10. 11
Los voliimenes de ambas piramides y su cociente son:

Vol, =20 3 000 y Vol,=2 3 4= Vol, 1000=r

Calcd a las long tuce s de los lados de un tridhgu lo rectAngu lo, expresadas
en cm, sabiendo que la hipotenusa mide 2 crn mAs que el cateto mayor
y @ste mice una unidad menos que el iriple del cateto menor.

Llamamos x a la longitud del cateto menor. La del cateto mayor es 3x—1,yladela
hipotenusa mide 3x+ 1. Por el Teorema de Pitagoras:

(Bx+1)°=3x— 1) +xX¥=>x-12x=0=x(x—12)=0

Como x# O se deduce que x= 12 cm, luego el otro cateto mide 35 cmy la hipotenusa
37 cm.
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V=379 271 cor® es el vol 1 ho coni

1="—5  =27mom” es elvolumen del cucurucho cénico
_47n-3° 3 .

yV,= 53 = 1871 cm” es el volumen de la semiesfera de helado.

Problemas &

(Cudntos kg de pintura debemos compr o parapintar una
pir Anide cuy as caraos laterdes son tridhgulos equil&er os

y cwy a base es un cuad ado de lado 2 m, si se necesitan
3rkg de pintura por cada m?y no es necesario pintar
elsuelo de la misma?

Hemos visto que el area del triangulo equilatero de lado | es

3/°
5, = \/; ,luego el area de cada cara lateral de |a piramide es
2
5,= \/34 2" V3 m?, Yy por tanto, el area lateral de la

pirdmide es 5=45, = 4+/3 m®. En consecuencia, necesitamos comprar
3-4/3 =12./3 220,79 kg de pintura.

¢Cudnto mide el lado de un cubo cuyo volumen es doble del volumen del cubo
ce lado T m?

Sea lla longitud del lado del cubo cuyo volumen es doble que el del cubo de lado 1.
Entonces I°=2-1°=2=1=32m.

¢CuA es el volumen del helado de la figura?

El volumen buscado es la suma V=V, + V, donde

Por tanto, V= 451 cm°.

Calcd a el rad o de la base de un cono sabiendo que su volumen, expresado
eniem?® cai ncide con el Aea lateral expresada en cm?.

Siry hson, expresadas en cm, el radio y la altura deben cumplir que:

nrlh

3 =nrh=r=3cm

Calcula la altura de dicho cono, expresada en cm, sabiendo
quekel A& ea laterd del cilindr o que tiene su mismo rcadio y altura
eskl 2nkemn 2,

Si hes la altura comin del cono y el cilindro se tiene
121 =27nrh=67h, luego h=2 cm.
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‘1 Halla las longitudes de los lados de un tridngulo cuyo perimetro mide
75 cm y que es semejante a otro cuyos lados miden 7, 8 y 10 cm.

El perimetro del segundo tridngulo mide 7 + &+ 10 = 25 cm, por lo que la razén

de semejanza de ambos triangulos es r = 75 _ 3.

25

Luego las longitudes de los lados del primer trianguloson 3 - 7=21cm, 3 - 8 =24 cm
y3-10=30cm.

2 Divide en tres partes iguales el sesgmento dado AB empleando una regla
y un compds.

Trazamos una semirrecta auxiliar s que
corta en A al segmento dado. Mediante
un compas llevamos desde A sobre s tres
segmentos de igual longitud, cuyos
extremos denotamos FP,, P, y Fs.

Las rectas que pasan por P, y P, y son
paralelas a la que une P5 con B cortan al X
segmento dado en dos puntos A, y A,
dividighdolo, por el teorema de Tales,

en tres partes de igual longitud.

3 Indica cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas
y cudles falsas:

a) Todos los tridngulos isdsceles son semejantes.

Esta afirmacion es falsa. Basta tomar un tridngulo cuyos angulos miden 20X 20X
y 140K y otro cuyos angulos miden 30X 30Xy 120K

b) Todos los tridngulos equildteros son semejantes.

Esta afirmacion es cierta, ya que los angulos de cualquier triangulo equilatero
miden GOX

c) Dos fridngulos recténgulos que tienen un dngulo de 60K son semejantes.

Tambih esta afirmacion es cierta ya que los otros dos angulos de cualquier
tridngulo rectangulo que tiene un angulo de GOXmiden 90Ky 30X

8 4 Semejanza




'

R

(4 ;Cudnto mide el perimetro de un triGngulo rectdngulo isésceles inscrito
en una circunferencia de radio 10 cm?

La hipotenusa es un didmetro de la circunferencia, luego mide 20 cm.
Los catetos miden lo mismo, digamos x cm, pues el triangulo es
isésceles y, por el Teorema de Pitagoras,

2x2=20%=400 = x>*=200 = x = /200 =10~/2 cm

Por tanto, el perimetro del triangulo es:

p=2x+20=20~/2+20=20(1+~/2) cm.

/!? Halla las longitudes de los catetos de un
triangulo rectangulo y de su altura sobre la X
hipotenusa, sabiendo que ésta divide a la
hipotenusa en dos segmentos que miden 3
y 12 cm. 12 XX 3K

Por el Teorema de la altura,
=3 -12=36,

luego la altura sobre la hipotenusa mide h= 6 cm. Como la hipotenusa mide
a=12+3=15cm, por el Teorema del cateto,

?=12a=180y b* = 3a= 45, despejando, tenemos que:

c=6~/5 cm
b=3J5 cm

(6 ¢Cudnto mide la altura de un prisma de base rectangular sabiendo
que los lados de la base miden 5y 12 cm y la diagonal del prisma
mide 18 cm?

Por el Teorema de Pitagoras, la longitud de la diagonal del
X

rectangulo de la base es d =</12* +5° =13 cm, por lo X X

que la altura del prisma es h=/18 —13* =/155 cm. A ——
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Razones trigonométricas

7.1. Razones trigonométricas en el triGngulo
rectangulo

M didas de angulos en grados y radianes. Introducimos una unidad de medida de
angulos distinta del grado, llamada radidn. Para ello fijamos una circunferencia
de centro Oy radio ry elegimos dos puntos Ay B en ella de modo que el arco de cir-
cunferencia que une Ay B en sentido contrario a las agujas del
reloj mida r. Se dice que el dngulo X AOB mide 1 radian, y se
escribe 1 rad. Como la circunferencia mide 2xr, la amplitud de la
vuelta completa es 2rn radianes.

Ejemplos: El dngulo llano abarca media circunferencia, luego su
amplitud es & rad, mientras que el dngulo recto es la mitad del

ool S ub o

llano, asi que mide g rad. e

n ¢Cudntos radianes miden los dngulos de 30X 45Xy 60X?

Como el angulo de 180K mide 1t radianes, entonces 30X= 30 (L) =T rad,

1860 6
A5K= 45 T T | 60R= 60 T T I
(150) 4r Y (180) 51"

n ¢Cudnto miden, en radianes, los dngulos no rectos de un triGngulo
rectdngulo isdsceles?

Si cada uno de los angulos no rectos del triangulo rectangulo isésceles mide oL grados,
se debe cumplir que 180 =90 + 20, luego , es decir, 0 =45 - (127%): % rad.

n Expresa en grados los siguientes dngulos:

a) 1 rad Como el angulo de 180X mide T radianes, entonces 1 radian son (1 80)&

T
51 L oq = (B7. 180V _ 1500 In g = (7. 180Y _ 2450
b)?rod_(6 )—150 d) I rod_(4 p )—315
) 2" rad - (@-@) ~270° e) 3nrad = (515-@) —540°
2 2 w T

n ¢Qué angulo es mayor, o = 91Xo X = 1,58 rad?
Vamos a expresar el dngulo 0. en radianes. Como el angulo de 180l mide T radianes,

o= 91r
180

rad >1,588 rad >3

y por tanto el dngulo 0. es mayor que el angulo X.

2
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Las razones trigonométricas de un angulo agudo o se defi-
nen como sigue: Consideramos un tridngulo rectdngulo como X
el de la figura, uno de cuyos adngulos es . -

El seno, el coseno y la tangente de o, que se denotan sen a, X
cos o y tg o, respectivamente, son los siguienfes nimeros:

sen o co’re’ro opuesto _Y _ catfeto adyacente X
hipotenusa h' hipotenusa h’
tg a = catfeto opuesto _y
cafeto adyacente  x
. C : sen o
De la propia definicion se desprende la igualdad: tg o = oos
o

Como en todo fridngulo rectdngulo la longitud de los catetos es menor que la longi-
tud de la hipotenusa se tiene que sena <1y cosa < 1.

TSI g

ﬂ Calcula las razones trigonométricas del angulo % rad.

Si el angulo oL de un triangulo rectangulo mide L rad, el otro angulo g
agudo X tambigh mide * rad, pues: 4 ;
gudo X tambigh mi e, rad, pues: R
T T_T
H=m—Z——==
2 4 4 X

Se trata, por tanto, de un tridngulo isésceles. Sila hipotenusa mide hy los catetos c,
por el teorema de Pitégoras: h° =c” +¢* =2¢° = h=+/2¢

c c 1 J2

. c
En consecuencia, senO.=cos 0l = — = = = tgo===1.
hJze J2 2 YT

n Sabiendo que los dngulos del tridngulo equilatero miden 60X calcula
el seno y el coseno de 60Xy de 30X

A Los lados del triangulo equilatero ABC de la figura miden 1 cm.

: Por ser equilatero, la altura que pasa por A pasa tambich por el punto
medio M del lado BC, luego el triangulo BMA es rectangulo. El angulo X
de la figura mide 60X Asi, por el teorema de Pitagoras:

sen 60° = —h N AB? — BM? \/7y00560° BM:Ble

En cuanto a las razones del angulo o.= 30X se tiene:

BM 1 zoo L _~/3

sen30"="g =5 ¥ ¢ “AB 2

[
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n Dibuja un dngulo o tal que cos o = g

o Elegimos un punto cualquiera B, sobre una recta arbitraria ry
levantamos un segmento AB perpendicular a r que mida 3 unidades.
Trazamos la circunferencia Xl de centro el punto Ay de radio 5
unidades. Si denotamos por C a uno de los puntos de interseccion

de ryN, entonces el angulo o. = AOB cumple que cos o = g

n Un globo esta sujeto por una cuerda de 80 m de largo que
forma con el suelo un dngulo de 60X Suponiendo que la X
cuerda esté recta, ¢a qué altura esta el globo?

El globo aparece en la figura como G, y quien lo sujeta esta situado en
P.No s piden la altura h a la que se encuentra el globo, que se calcula:

sen GO° = aLo — h=80-sen 60°:80§ = 40U3 =69.28 m

X

Si el seno, el coseno y la tangente de un dngulo o no son nulos, fienen inverso, deno-
minados cosecante, secante y cotangente, y que se denotfan cosec o, sec oy cotg o,
respectivamente:

1 1 1
I.‘ cosec o = , seco= , cotgo=——
sen a COS o g o

n En un triGngulo rectadngulo un cateto mide el doble que el otro. Calcula
las seis razones trigonométricas del dngulo agudo cuya tangente es

menor.

Sea xla longitud del cateto menor AB; asi la del cateto ACes 2x. Por X

tantotgy= ZL = % y tgPB= 2x _ 2, luego hay que calcular las razones X
X X

del dngulo R Por el Teorema de Pitagoras, BC = \/x” +(2x)? =</Bx, y

_AB_ x _ 1 _<B
" =Bc = Jox B 5 ° /8,

cosy_AC_ 2x _ 2 2.5
"“BC~ J/5x B 5

2x

_v5 _
cosy 2 y cosecy=

. 1
A , =—=4, = =
demas, cotg Y 2, secy son
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7.2. Relaciones entre las razones trigonométricas

k Del Teorema de PitGgoras se deducen las siguientes igualdades fundamentales:
sen®a +cos’o =1y 1+1g%a = sec?a

Para comprobarlas basta efectuar los siguientes célculos:

2 2 2 X
Yo X y:+x> h
senoc+cosoc—F+F=T=F=1y

2 2 2 2 X
X2 +
1+’rgZoc=1+y—= Y _ 0 - secta
X2 X2 X2

1

m Calcula el seno y el coseno de un angulo agudo o cuya tangente vale 3.

Sabemos que 0. es agudo y sec’0="1+tg” =10, luego sec o.=/10, por lo que

1 1 \/10 . 2 2. _ .

coso=— = Ji0 - . Ademas, como sen” 0.+ cos” 0. =1, se deduce que:
2 _4 2 a4 (1 9 __ 3 _3J10
sen“o.=1-cos"o.="1 (10) 10 = Seno= Ji0_ 10

n Dados dos angulos o y &, ¢es cierto que sena — cos’K = sen’X — cos?a?

Al pasar de miembro los tédrminos que estan restando, la igualdad del enunciado se
transforma en sen” o+ cos” 0. = sen’l + cos’ . Esta igualdad es cierta pues ambos
miembros valen 1. En consecuencia, tambith es cierta la formula del enunciado.

Calcula las seis razones trigonométricas del angulo o de la figura.

De la figura se desprende que tg o = ig g por tanto,
1 5 16 41
cotgol = —tg o= a .Porotrolado,sec’a.=1+tg°o.=1+—-— 25~ 25

5 541

V41 1
| =, | = = =
uego sec o 5 por lo que cos U sec Ol \/4—1 41

- 5/ 4 4/ 1 _ 41 _\/41
seno.=cos 0. - tg oL = 41 5= 41 )’005300°—5ena 4J/41 4

m Simplifica la siguiente expresion cos o + sen o - tg o.

=sec U

sen o ] 6052 o+ 66“2 (0

cosOl+sendl-tg Ol =cos 0. +sen.- =
cos O cos O cos O
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7.3. La circunferencia goniométrica

R

En la seccidén anterior se han definido las razones trigonomé-
tricas de dngulos agudos, y ahora extendemos la definicion
para dngulos o comprendidos entre 0 y 360°. En la circunfe-
rencia de centro O y radio 1, llamada circunferencia gonio-
métrica, consideramos un punto P de modo que el dngulo
que forman el semieje de abscisas positivo con la semirrecta
OP mida a. Sean (x, y) las coordenadas del punto P.

Definimos entonces sen o=y, cosa=x Yy g a =

OoX 90X

180°

270°

0

1

0

-1

1

0

1

0

Oababobobobob b by

x <

donde, para la definicidon de la tangente, estamos suponiendo x # 0, es decir, el dngulo
o no mide ni 90K ni 270K

De la definicidon se deduce el valor del seno y el coseno de algunos dngulos significa-
tivos, expresados en grados, y el signo del seno y el coseno de un dngulo segun el
cuadrante en que se encuentre. Esta informacion se recoge en las siguientes tablas.

X 2% 3K 4R
+ + - -
+ - - +

secante y la cosecante en cada cuadrante.

m Completa la tabla con el signo que toman la tangente, la cotangente, la

Cuadrante 1° 2° 3° &4° Cuadrante 1° 2° 3° 4°
Tangente + — + — Cosecante + + — —
Cotangente + — + - Secante + — — +

m El seno de un angulo o del segundo cuadrante vale 5

del resto de razones trigonométricas de o.

Es inmediato que cosec 0. =

seno 3

Calcula el valor

Ademas, por tratarse de un angulo del segundo

cuadrante, las restantes razones trigonomtricas son negativas. En particular,

cos o, =—~/1—sen’o = —, /’l—% :%, sec O =

_send, _
cos

9 0 Razones trigonométricas
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-3 _ 1
4 ycotgoc——g =

1

_—5
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n Dibuja los dngulos comprendidos entre O0Xy 360K que cumplen que su

3
seno vale =.
7
El seno sdlo es positivo en los dos primeros cuadrantes, luego en T
, 3 0 T
ellos hemos de buscar angulos cuyo seno valga = Para dibujarlos  *© '}B'i A\ "
. . . .3 Lo
sobre una circunferencia trazamos la paralela a distancia — del 0 A

7
radio OA. Si My N son los puntos en que dicha paralela corta a la

circunferencia, los angulos buscados son o,= AOM y o, = AON.

Razones trigonométricas de dngulos positivos cualesquiera.

Las razones de un angulo o mayor que 360X (o 2r radianes), se definen como las del
resto de la division de o entre 360 (o 2r, respectivamente).

Ejemplos: Como 943 =2 - 360 + 223, un dngulo de 943K es o mismo que dar dos vuel-
tas y, ademds, girar 223K Las razones trigonométricas de 943K son las mismas que las
de 223K
sen(243K) = sen(223K), cos(243K) = cos(223K), ...
23n 5n 23n

Como =3 = 3 2n+ 3 girar = radianes es dar tres vueltas y girar % rad. Por ello se

definen las razones trigonométricas de % rad como las de 53—“ rad. Asi,

sen(zs—n)—sen(s—n) Cos(zs—n)—cos(S—ﬂj
3 ) 3 ) 3 ) 3)"

IPAS A0 AP b ad by

n Calcula las razones trigonométricas de los dngulos:
a) o=1860K

Al dividir entre 360 se tiene 1 8560 = 360 - 5 + 60, luego las razones
trigonomBtricas del angulo o coinciden con las del angulo de 60X es decir,

sen oczﬁ, cos o=, tg o=~/3, cotgoczﬁ, seco=2, cosecazﬂ
2 2 3 3
b) K= 331 odl
4
_ 33T _ T _ T . . ,

Como X = 4 - én+ i 4 .21+ 2 las razones trigonom@tricas del angulo X son

las del angulo % Como conocemos las de este lltimo, tenemos:
senBzcosBz%, tgB=1=cotgP, cosecP =~/2 =secP

Razones trigonométricas 9 1



Angulos opuestos. Se llaman d@ngulos negativos a los recorridos en el senfido de las
agujas del reloj. Se cumple que: sen(—o) = —sen o y Cos(—a) = COS o

COS(T + o) = —COS . T
COs E -0 |=Senco

N

lI: Angulos suplementarios Angulos que difieren en g
I‘ W sen (% 4 a) = cosa w2
I_‘ sen(t — o) = Sen o o o
0 0

2
l’ Angulos que difieren en Angulos complementarios
k T+ 0o T

sen(— - a) = COS

l‘ sen(m + o) = —sen o - 2 2o

m ¢Qué relacion existe entre la tangente de dos dngulos suplementarios,

complementarios, opuestos, que difieren en n y que difieren en g?

Las tangentes de dos angulos suplementarios oLy T — 0 son opuestas pues:

sen(m—0) _ seno
Cco0S (TC - (X) —Ccos

tg(n—o)= =—tgo

Tambith las tangentes de dos angulos opuestos 0Ly —0L son opuestas pues:

sen(—0) _—senol _ _tge
cos(—0l)  cos o

tg (o) =

Las tangentes de dos angulos oLy T + 0. que difieren en Tt coinciden ya que:

sen(T+0) —seno.
cos(Tl:+Ot) —cos O

tg(n+o)= tgo

T
SGH(OC-F—) cos O B
Porﬁltimo,tg(owﬂ): 2) _ _ :>tgoc-tg(oc+£):—1
2 ( TE) -seno.  tgo 2
cos| O+
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m Calcula sec 15X sabiendo que tg75° = 2 + J3.
Conviene observar que el angulo de 15K es un angulo del primer cuadrante por lo que

todas sus razones trigonom@ricas son positivas. Ademas como los angulos de 15Ky
75K son complementarios se tiene que:

N T 2-3 o
tg15 _tg75°_2+\/3_(2+\/§)(2—\/3)_2 V8

560215°:1+tgz’l5°:1+(2—\/g)2 =8—4\/5:>sec15°=\/8—4\/5 :2\/2_\/3

m Completa las razones trigonométricas de los dngulos que aparecen en la
siguiente tabla teniendo en cuenta las relaciones existentes entre las
razones trigonométricas de dngulos complementarios, suplementarios...

30° 60° 120° 150° 210° 240° 300° 330°
Seno 1 ﬁ @ 1 1 _ﬂ _ﬂ 1
2 2 2 2 2 2 2 2
3 1 1 NER AN 1 J3
c NS LI | N VA= | R VA= R | R & il No
oseno > 5 5 s . ; ] .
Tangente g J3 || -3 _g g J3 | -3 || - g

m Calcula las razones trigonométricas de los dngulos o = 4725Ky K = 4 080X

Calculamos el resto de las divisiones de los dngulos dados entre 360, esto es,

4725=360-13+45 y 4060=360-11+120

Asi, las razones trigonom@tricas de 4 725N coinciden con las de 45K es decir,

2
5en 0.= 605 0= ~5=, C05ec 0. = 5ec a=~/2, tgo.=cotgo =1

Las razones trigonom@tricas de 4 060N coinciden con las de 120K suplementario
de 60X

sen4 080°=sen120°=sen 60°= ﬁ

, cos4080°=cos120°:—00560°:_1,
2 2
° ° ° ° o o 3
tg 4 080°=19120°=—t960°=—~/3, cotg 4 080°= cotg120°=—cotq 60 -2,
sec 4 080°=sec120°=—-5ec 60°=—-2 y cosec 4 080°= cosec120°= cosec 60°= _Z\ég
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7.4. Resolucién de triGngulos rectangulos

Resolver un tridngulo es conocer lo que miden sus tres lados y sus tres dngulos. Con
mas conocimientos de trigonometria se pueden resolver todos los tridngulos cono-
ciendo 3 de esos 6 datos, siempre que se conozca algdn lado:

Caso 1. Se conocen un dngulo agudo X y la hipotenusa a.

Para calcular el otro dngulo agudo tenemos en cuenta que los dngulos de un fridgn-
gulo suman 180X luego

B K=180K- o — K =90K- KX

y para calcular la longitud de los catetos emplearemos las
X razones trigonométricas del dngulo dado, asi que,

senlzzg: bza‘senwycosxlzgz c=a-cosi

T T T T

Una cinta transportadora de 75 m forma un angulo de elevacion de 45X

Determina a qué altura eleva la carga.
75K
X

Se trata de calcular lo que mide el cateto ¢ del tridngulo rectangulo
X

ABC de la figura, sabiendo que a= 75 m y X= 45X Asi,
J2

stenyzsen45°:7 = c=asen45°=

M =53,03m
2
H Caso 2. Se conocen un dngulo agudo Xy un catetfo c.

B Eneste caso:R=90K-Ryb=c tgK
k X X Conocidos los dos catetos podemos emplear el feorema de
I‘ ¥ Pitdgoras para calcular la longitud de la hipotenusa, o bien, el
X valor del seno o del coseno de los adngulos agudos del tridn-
L X X A

gulo.

Para determinar la altura de un poste nos hemos alejado 6 m B
de su base y hemos medido el angulo que forma la visual al
punto mas alto con la horizontal, obteniendo un valor de 60X
¢Cudnto mide el poste? R

Se trata de calcular lo que mide el cateto c del triangulo rectangulo ABC ‘
de la figura, sabiendo que b=6 m y = 60MXComo, XX 60X

%ztgyztg600=\/g = c=b-t960°=6./3=10,39m
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Caso 3. Se conocen la hipotenusa y un cateto.

Mediante el Teorema de Pitdgoras calculamos la longitud del cateto desconocido.
Para conocer la amplitud de los dngulos agudos del tringulo necesitaremos la cal-
culadora.

Ejemplo: A confinuaciéon se muestra la secuencia

AP ab by

que hay que teclear para obtener el dngulo cuyo a

seno es 0.5 SHIFT SIN | 0,5 = 30
AnologomenTe para obtener el angulo cuyo sHIFT [ cos | o5 _ 60
coseno es 0.5:

m Halla, usando la calculadora, la amplitud de los dngulos agudos o de los
que se conoce la siguiente razén trigonométrica:

a) sen o =0,299 b) cos o =0,862 c) tga=1,02
o 17X2 305 10K ol 30X2 7K O o 45K354X2K

Halla, redondeando a tres decimales y usando la calculadora:
a) sen(25K13HB2W = 0,426 b) cos(72M2 =0,309 c) tg(78KI2R =4,7867

¢Cudl es el dngulo de elevacion de una carretera que sube 10 km en una
distancia de 20 km medidos sobre el plano inclinado?

Si ol es el angulo de elevacion de la carretera:

_J10_1_ _
senoc—zo > sen 30X = o =30X -

10@
10 KX

k Caso 4. Se conocen los dos catetos.

Mediante el Teorema de Pitdgoras calculamos la longitud de la hipotenusa y para
Ij conocer la amplitud de los dngulos agudos del tridngulo empleamos las funciones
SIN*' y COS*' de la calculadora.

Resuelve el triGngulo rectangulo en A cuyos catetos miden 20 y 21 cm.

Aplicando el Teorema de Pitagoras obtenemos la longitud de la M

i
hipotenusa: a=+/ 20%+21* =/841=29 cm.
Asi, con ayuda de la calculadora tenemos: 21 K
senB=21 — B=46°2350" &
29 B om A

y el otro angulo agudo X= 90X — X = 90X — 4 5X2 30 OK= 4 33 61 OX
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En ocasiones es necesario realizar mas de una observacién y combinar la informa-
cion de varios tringulos para averiguar la longitud desconocida de algun lado. Este
procedimiento recibe el nombre de doble observacion.

Ejemplo: Desde cierto punto del suelo se ve el punto mds alto B
de una tforre formando un dngulo de 30K con la horizontal. Si nos
acercamos 10 m hacia el pie de la forre, este dngulo se hace
de 60X Halla la altura de la forre.

Con las notaciones de la figura se frata de calcular el cateto
comun AB de los tridngulos ABC y ABCH Se tiene

?_19300 %:x\/_ 3h-10/3 y i 8 x A

\/§=’rg(>0°=g=>h=x\/§

Sustituyendo en la primera ecuaciéon: h=3h-10/3 = 2h =10/3 = h=5/3 m

El dngulo de elevacion del exiremo de un mastil

de una bandera medido desde un punto del suelo
es 60X. Caminando 30 metros hacia la bandera el
dangulo de elevacion crece hasta alcanzar 751
Sabiendo que tg 75°= 2 + /3, halla la altura del
extremo del mastil.

Con las notaciones de la figura se trata de calcular la longitud h

del cateto comiin AB de los tridangulos KABC y KABCK Se tiene: o0 78

K 30xk MK x

_ o_ h _ o_h
J3=t960 =30+x Y 2+/3=t975 =
Invirtiendo ambas expresiones resulta:
J3_ 1 _30+x_30_ x , x__ 1
3 J3 h h h 7 h 2+J3

Sustituyendo:

V3 _ 30, 1 50\/5_1_2\/3

3 h 2443 5 213 3.(2+3)
= h= Qogz}f)zw(mzﬁ):%,%m
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Problemas &

m Expresa en radianes el Ahgulo que grala manecilla minuterade un reoj en un
minuto.

La manecilla de los minutos da una vuelta completa, que mide 27 rad, en una hora, esto

. . ., _ L2 T
es en 60 minutos, por tanto en un minuto girara ——=—— rad.
P grara 50~ 30

m Blanca fooma con su sombraun Angulo recto. La sombra mide
0. 8n y el Ahgulo con el que se ve la parte superior de su cabeza
desce el extremo de la sombramide 50X Calcula la altura de R
Blanca.

Se trata de calcular la longitud h del cateto que se muestra enla 50K

of,'a — h=0,8-1950°=0,95 m. oma

Por tanto, Blanca mide aproximadamente 0,95 m.

figura. Ahora bien, como tg50°=

n Un barco navega a 24 km/h y trata de atravesar un rio
en sentidb perpend cular a la coriiente, cuya velocidad
es 8 km/h. Calcula la velocidad efectiva del barco y qu@d
Angu o farma su trayectoria con la orila.

La recta rde la figura representa la orilla desde la que parte el
barco B, y el cateto c= 24 mide la velocidad con la que parte
el barco. La corriente del rio, que empuja de derecha a
izquierda, mide b= 8, luego la velocidad real del barco es el
valor de la hipotenusa,

a=~Jb2+c% =/82+24% =810 km/h

El angulo formado por la orilla con la trayectoria que sigue el barco se denotaXen la
figura, y su tangente es

'I;gSOo:% = g:% = x=10/3=17,32m

x+h _x+h _
30 = 1——50 = 30=x+h =

= h=30-x=30-10/3=12,68m

tg 45°=

(@) 30X P

[ od
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9 8 Razones trigonométricas

¢Qué angulo es mayor, el que mide 84° o el que mide 1,6 radianes?

27 7
. 04 . °— === i
El angulo de 4° tiene: 64°= 64 (360) 15 < 1,6 radianes,

luego el primer angulo es menor que el segundo.

Calcula las razones trigonométricas del dngulo o opuesto al lado de
longitud 5 cm de un triGngulo cuyos otros dos lados miden 12y 13 cm.

El tridngulo es recténgulo, porque 5% + 122 =25 + 144 = 169 = 13%. Por tanto,

cotg o= 1z

cosec o= 12
B 5

5 E

ho=—2 a=22 tga=— a=12
sen0 =9z 20Tz WOT 2 ST
La tangente del angulo o de un triGngulo rectangulo vale 2. Calcula todas
las razones trigonométricas del angulo o.

Empleando las igualdades fundamentales,

1 .1 B ol 1.1 <5
cotgoc——tga—z,secoc—\/’Htg a=-5, °°5°“secoc‘\/5‘ 5

= 1— 2 = 1——:—:— —
sen ol cos O =, [ 5 \/— 5 Yy cosec O

n[G

Calcula el seno y el coseno de los siguientes angulos:

a) 14708
Como 1470 =360 - 4+ 30 las razones trigonom@tricas del angulo 1 470K

coinciden con las del de 30Xy, por ello, sen 1470°= % y cos1470°= %

b) 20258

Como 2025 =360 - 5+ 225, las razones trigonom@tricas de 2 025K coinciden
con las del angulo de 225°. Este liltimo difiere en 180K del angulo de 45K y por
tanto:

J2

sen 2025°=sen225° = —sen 45° = —5 y €052025°=—cos45°=—

V2
2

c) -3660°
Por su parte, 3660 =360 - 10 + 60, por lo que las razones del dngulo —3 660X

son las del angulo de —60X En consecuencia,

sen(—3 660°) = sen(-60°) = —sen 60° = _g,

cos(—3 660°) = cos(—60°) = cos 60O° = %




(5

'

R

La tangente de un dngulo o comprendido entre n y Sx rad vale §. Calcula

. - 2 5
el valor del resto de razones trigonomeétricas de o.

5 7/ . 0 . 7
La tangente y la cotangente cotg o.= z oon las Unicas razones positivas del angulo o.
Para calcular las demas procedemos como sigue:

- 2 _ B4 _ 1 5 _ 5/34
secO.=—/1+tg 0L = 5 =>cosoc—seca— NET =4

Ya solo falta calcular el seno y la cosecante:

 1—costa——[1-28 ___ 3 _ 334 _ /34
seno = 1-cos" o =—, /1 34 Jma 34 = cosec 0L = 3

T
2
el valor del resto de razones trigonométricas de o.

La secante de un angulo oo comprendido < y = radianes vale —g. Calcula

Desde luego cos .= _3 Tambich la tangente es negativa, por lo que,

5
— —JoecPo—1=—. |28 _q-_[16__4 _1_.3
tgo=—\/sec” —\/9 1—\/9— 3=>cotgoc—tga— 4

Py 4 1
Por tltimo, sen a.=cos o.- tg .= — = cosec 0. = =§
5 seno. 4

Demuestra que si x = 0023 Sevs= 3tg o se cumple que 9x? — 4y? = 36.
Sin mas que operar se tiene: 9x° —4y* = g'fa ~4-9tg" 0= 36(sec” o~ tg" o) = 36
CcOoS

El dngulo de elevacioén de la copa de un arbol, observado desde un
punto del suelo situado a 4 m del pie del mismo es de 15°. Halla la altura
del arbol sabiendo que tg 75°= 2 + /3.

Se trata de calcular la longitud del cateto h
del triangulo rectangulo la figura. Como los X
angulos de 15Xy 75Nson complementarios,

es decir, 15X+ 75K= 90X se tiene: 15

4%
1

1
= =2-3 =

tg75° 2+./3 V3

= h=4 19 15°=4(2-/3)=1,07 m

tg15°=
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Geometria analitica

/

8.1. Vectores. Operaciones con vectores

Un vector fijo queda determinado por un par ordenado (M, N) de puntos del plano,
y se escribe MN.

Si M = N el vector MN se representa mediante un segmento orientado con origen
en el punto My extremo en N.

Un vector fijo es nulo si su origen coincide con su extremo; por ejemplo PP. En este
Caso su representacion grafica es un Unico punto P.

El médulo del vector MN se denota [MN| y es la distancia
entre My N.

Se llama direccién del vector fijo no nulo MN a la recta 2l
que pasa por Oy es paralela a la que une M con N. : .

=

=]

Si My N son puntos de una recta esta admite dos sentidos
de recorrido: el que corresponde a «ir de M a N», al que m_
llamamos sentido del vector MN y el que corresponde a «ir ! I R
de N a M», al que llamamos sentido del vector NM.

Dos vectores fijos AB y MN son equipolentes si tienen el mismo mddulo, la misma
direccion y el mismo sentido.

n ¢Indica qué pares de los vectores fijos AB, CD, EF, GH e IJ representados

en la ilustraciéon son equipolentes?

Los vectores ABy GH son equipolentes, y los restantes
pares de vectores no lo son.

— e =,

enlallus’rracwn ¢,EX|s’ren dosvectoresentre AB, BC, CD, DE, EF, FG, GH y HA
con igual médulo? ¢Y con la misma direccion? ¢Y con el mismo sentido?
¢Hay algln par de vectores equipolentes?

Todos los vectores tienen el mismo médulo pues los ocho lados
de un octdgono regular tienen la misma longitud.

Los vectores que tienen la misma direccion son los que estan
situados en rectas paralelas, es decir:

ABy EF; BC y FG; CD y GH; DE y HA

Cada una de estas parejas esta constituida por dos vectores
con la misma direccién pero distinto sentido, luego no hay
hinglin par de vectores equipolentes.

1 0 0 Geometria analitica



B La coleccién de vectores fijos equipolentes a uno dado AB recibe el nombre de
vector libre que tiene a AB por uno de sus representantes. Los vectores libres
se suelen representar con letras mindsculas d, v, wk Emplearemos el simbolo U =
AB para denotar que el vector fijo AB es un representante del vector libre G.

m Se llama vector libre nulo, y se denota 0, al representado por cualquier vector fijo
nulo PP.

Si el vector libre G estd representado por el vector fijo AB denotamos —d al vector
libre representado por el vector fijo BA. Se dice que —U es el opuesto de a.

B Se llaman médulo, direccidn y sentido del vector libre d al médulo, direccidon y senti-
do de cada uno de sus representantes. Los vectores de mdédulo 1 se llaman unitarios.

B Para representar graficamente un vector libre dibujomos uno cualquiera de sus
representantes.

|

Representa el vector libre i = AB mediante un vector fijo con origen en el
punto P.

Debemos representar un vector equipolente al vector AB con origen en el punto P.

Suma de vectores libres

La suma de dos vectores libres U y v es el vector libre que denotamos U + vV
representado por la suma de dos representantes de los
sumandos de modo que el extremo del primero es el
origen del segundo.

En consecuencia, para calcular un representante de U + v
podemos elegir dos puntos Ay B tales que OA y AB sean
representantes de 4 y Vv, respectivamente, y 4 + v es el
vector libre representado por OB. Este modo de sumar
vectores se denomina regla del paralelogramo.

m La resta U — v de los vectores libres Gy v es la suma G +(=v), es decir, de G con el
opuesto de v.

Geometria analitica 1 0 1



n Dibuja un representante con origen en O del vector suma u + v de los

vectores Uy v de la ilustracioén.

————————————————————

W R B R0 1 2 3
1111m1111X

—_

Tomamos OAy AB, como representantes de los vectores i yv,yasiii+v =0B.

Producto de un numero real por un vector libre

El producto de un ndmero r por un vector libre U, es otro vector libre rd, que tiene la
misma direccidén que d, cuyo mddulo es el producto del valor absoluto de r por el
moddulo de Uy cuyo sentido es el mismo que el de 4 si r> 0, y contrario si r< 0.

Para representar rd con r> 0, empleamos el teorema de Tales como sigue:

m Elegimos un vector fijo OA = 4y sobre una recta auxiliar 5 SiEm
que pase por O pero No por @egiﬂos dos puntos My RORRER
N de modo que los vectores OM y ON tengan el mismo ORI
sentido, [OM =1y [ONl = r, como en la figura. A
B Sea B el punto en que la recta que une O con A corta E/
a la paralela que une Ay M que pasa por N. Entonces: © '{ .
I OBRE"
ru = OB
Para multiplicar un vector libre u por un ndmero negativo, basta con multiplicar por el
valor absoluto del nimero al vector —u, opuesto de 4.

Se dice que los vectores libres no nulos Uy v son proporcionales si existe un nUmero
real no nulo rtal que:
V=rd
Se dice que un vector v es combinacion de los vectores U, y U, si existen dos nimeros
reales o y X tales que:
U= oad, +Xd,

n Sean V,, V,, V,y V, los vértices de un rombo, y sea M el pun’roﬁ corte

de sus diagonales. Dados los vectores u = VV,, v =VV, y w = VM,
expresa w como combinacién de G y V.

Observamos que v = V.V, y tambich v =V,V;. Porlaley del %,

paralelogramo, V.V, +V,V5 =V V5, porlo que u+v=VVs. Entonces: M

Wzlm:w:%(am A&

2
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8.2. Coordenadas de puntos y vectores

Dado un punto A = (a,, a,) del plano se denomina vector de posicion de A al vector
que une el origen de coordenadas O con el punto A, es decir, al vec’ror OA Se dlce
también que (a,, a,) son las coordenadas de dicho vector.

Dado un vector libre G sea P = (x, y) el punto del plano tal
que el vector de posicion de P es un representante suyo, esto
es, U = OP. En tal caso se dice que el par (x, y) son las coor-
denadas cartesianas del vector libre d. Por el teorema de
Pitdgoras el médulo de G es el nUmero real |d] = \/x* + y>.

m (szj)

Dados los puntos del plano M = (X, v;) Y N = (X, V,). las coor-
denadas del vector libre representado por MN son:

N‘(&mﬂi (X = X1, Yo = V1)

oSS b e o

n Dados los puntos A= (3, 4), B= (-2, 0) y C = (-3, 5), halla las coordenadas
cartesianas y los médulos de los vectores i = ABy v = BC.

i=AB=(-2-3,0-4)=(-5, —4) =i =/(-5)’ +(-4)* =/25+16 =/41
=(-3-(-2),5-0)=(-1,5) =7 = /(-1 +(B)° =/1+25 =/26

<
I

k B Lo suma de dos o més vectores libres es otro vector libre cuyas coordenadas son la
suma de las respectivas coordenadas de los sumandos.

B El producto de un escalar por un vector libre es otro vector libre cuyas coordena-

das son el producto de las coordenadas del vector inicial por el escalar.
H Ejemplo: Dados los vectores G = (1, =3), v = (6, -5) y w= (0, 2)lentonces:
I‘\ 20-3V+w=2-(1,-3)-3-(6,-5)+(0,2) = (2, -6)+(-18,15) + (0, 2) = (-16,11)

n Dados los vectores i = (0, 3), v=(1,-2) y w= (3, 4), calcula:
a) 40-V+3w=4-(0,3)-(1,-2)+3-(3,4) = (0,12) +(-1,2) +(9,12) = (8,26)

b) 2(G-V)+3Q0+V+4w)=2i—2V+6li+3v+12w=8ii+v+12w
=8:(0,3)+(1,-2)+12-(3,4)=(0,24)+(1,-2) +(36,48) = (37,70)
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Calcula los médulos de los vectores 4 = (3, 4), v=(20, 21)y v - d.
B |i=\3*+4%=./25=5 B /[=+/20%+21% =./841=29

B /-i=(20,21)-(3,4)=(17,17)=17-(1, ) = -1 =172

Calcula los valores de x e y para los que los vectores U y v cuyas
coordenadas cartesianas son li=(x+2, y-1)yv=(y-1,2-x)
coincidan.

x+2=y—1 {x+2=2—x {sz

La condicién del enunciad ivale a: A d
a condicion del enunciado equivale a {y—’l:Z—x y—1=2-x y=3

Calcula las coordenadas cartesianas de los vectores libres r, s, Gy V que
tienen en por represen'rolntes a los vectores oy
AB, CD, EF y GH, respectivamente. S ‘

Sin mas que restar las coordenadas de los
extremos de cada vector resulta:

F=(1,-2); 5=(1,3); i =(-1,-1); ¥ =(2,0)

B Calcula las coordenadas del vector libre 57 — 45 + 30 — 2V.

BF —45+3i—2v=5-(1,-2)—4-(1,3)+3-(-1,-1) - 2 - (2,0) =
=(5-4-3-4,-10-12-3-0) = (-6,-25)

Criterio de proporcionalidad de vectores libres. Dos vectores no nulos, de coordena-
das cartesianas U = (X3, Xy) Y V = (V5. V), SON proporcionales si y solo si:

X1Y2 = XoWh

Indica cudles de los siguientes vectores son proporcionales:
Gy = (-2.3); G, = (3.-2); U = (3v2.-2v/2); Gy = (-3.-2); s =(-3.2); Us =(0.3)

Los vectores u,, Ui y Us son proporcionales y los demas no lo son.

m Calcula el valor del nimero real x para que los vectores de coordenadas

cartesianas U = (4, -15) y vV = (x, 5) sean proporcionales.

o . C —4
Los vectores iy v son proporcionales siy sdlo si4 - 5 =—-15x, 0 sea: x= =
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8.3. Diversas formas de la ecuacién de una recta

Ecuaciones paramétricas de la recta

Unas ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto A = (a,, a,) y tiene
como vector director U = (u;, Uy) son:

r donde el parédmetro t € R

X =a, + hy,
y =a, +tu,

Dando valores al parédmetro t obtenemos todos los

puntos de r. R bl | O S T
L . R=GE) |

Ejemplo: Unas ecuaciones paramétricas de la recta r =R B [0 }1 }2 }3 }4 }5 X
que pasa por el punto A = (-2, 2) y tiene a d = (3, 1) . T
X=-2+3f

y =2+t

como vector director son: r = {

m Conviene obgrvor que un punto P = (x, y) pertenece a dicha recta si y solo si los
vectores Vv = AP y U = (3,1) son proporcionales. Como V = (x + 2, y — 2), lo anterior se
traduce en que exista un nimero real ttal que v =14, esto es: (x+2, y—2) =13, 1)

Igualando las coordenadas de ambos vectores obtenemos las ecuaciones
parameétricas anteriores.

IS LSS ab b bbbl
.

m Halla unas ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por el punto
A = (1, 2) y tiene por vector director a i = (3, -1). Encuentra dos puntos de

r distintos de A.
x=1+3t

y=2-t
Parat=-1yt="1 se obtienen los puntos P=(-2,3)y Q= (4, 1) der.

Unas ecuaciones param@tr'icas delarectarson:r= {

k {COmo obtener unas ecuaciones paramétricas de una recta r a partir de las coor-
denadas de dos puntos suyos, A= (a;, 0,) Y B= (b, by)? Un vector director de la recta r
es U = AB, es decir, U= (b, - oy, b, — a,), luego unas ecuaciones paramétricas de r son:

H i {x=o1+f(b1—a1)

m Halla un vector director y ecuaciones paramétricas de la recta que pasa
por los puntos M= (-1, 2)y N=(2, 4).

Un vector director de la recta r que pasa por My Nes i = MN, o sea: i=(3, 2)
x=—1+3t
y=2+2t
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Asi, unas ecuaciones param@tricas de esta recta son: r = {
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m Halla un punto y un vector director de la recta que tiene por ecuaciones

x =3-2t

aramétricas: r =
P {y =4+t

Para t =0 se tiene el punto P=(3, 4) de r, y un vector directores u= (-2, 1).

Ecuacién general o implicita de la recta

Sea rla recta que tiene a U = (uy, U,) por vector director y pasa por el punto P= (p,, p,).
Un punto Q = (x, ) pertenece a rsiy solo si el vector v = PQ es proporcional a u. Como
V=(X-pP. Y- Py Y U= (U, U, esto equivale a que:

U (X=P1) = Ui (Y = P2) & UX = Uy + Py — iU, =0

Liamando A= u, B=-u, y C= p,u, — p,U,, la ecuaciéon anterior se lee Ax+ By + C=0,
y se llama ecuacién general o implicita de r.

Notese que un vector director de esta recta es U =(-B, A).
@)

m@x@@@

Ejemplo: Calculemos una ecuacién general de la recta r que pasa por el punto
M= (3, -1) y tiene por vector director a G = (-2, 5). Un punto P= (x, y) estd en rsiy solo
si los vectores Gy v = MP son proporcionales. Como v = (x - 3, y + 1) resulta:

5.x-3)=(-2)-(y+1) & bx+2y-13=0

m Calcula una ecuacion general de la recta r que pasa por el punto

M= (1, 2) y tiene por vector directora i = (-1, 1).

Un punto P=(-1, 1) esta en rsiy solo silos vectores iy v = MP son proporcionales.
Comov=(x—1,y—2) hade ser:

x—1=—(y—2) & x+y—-3=0

n Halla unas ecuaciones paramétricas de larecta r K 3x + 2y - 5=0.

Un vector director de res u= (-2, 3). Para hallar un punto en rbasta dar un valor

. . _ H —_ 5 - 3 —
cualquiera a x, por ejemplo x= 1, y despejar: y= % = 1

Asi el punto M= (1, 1) pertenece a r, por lo que unas ecuaciones paramitricas de r

son:
x=1-2t
y=1+3t

r
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No cabe hablar de la ecuacién general de una recta r, sino de una ecuacion general.

De hecho, Ax + By+ C=0y Ax+ By + C, = 0 son ecuaciones de la misma recta si y
solo si existe un nUmero real s tal que: A = sA;; B=sB,; C = sC,

n Indica cudles de las siguientes ecuaciones lo son de la misma recta:

oo obab el

a) 7xB3yR4=0 c) M21x+9y+12=0
b) 7x+3yR4=0 dy =13
y=1+7t

Las ecuaciones de los apartados a), ¢) y d) lo son de la recta que pasa por el punto
(1, 1)y tiene a (3, 7) por vector director, mientras que la segunda ecuacién no es
satisfecha por (1, 1), luego la recta definida por la segunda ecuacion es distinta
de la que definen las demas.

Ecuacion continua

Sabemos que si la recta r pasa por el punto P = (p;, p,) Y un vector director suyo es
U = (U, Uy), Uun punto & = (x, y) del plano pertenece a rsiy solo si:

Ux(X = P1) = Uy (Y — P2)

Silas dos coordenadas u, y u, de U son no nulas podemos escribir la igualdad anterior
como:

Esta se denomina una ecuacién continua de r.

n Halla una ecuacioén continua y una ecuacién general de la recta r que

m Encuentra un punto y un vector director de la recta

pasa por el punto P=(2, 1) y tiene por vector director a d = (-3, 2).

x-2_y-1
-3 2
Para obtener una ecuacion general basta quitar denominadores y pasar de miembro:

2 (x—2)=(-3)-(y—1) = 2x+3y—7=0

Una ecuacién continua de res:

x+2_y-1

2 5

Un punto de estarectaes P=(—2, 1),y unvector director suyo es i=(2, 5).

[
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Pendiente de una recta

Sea r una recta no vertical. Se denomina pendiente de r, y se denota por m, a la
tangente del dngulo que forma dicha recta con el semieje positivo de abscisas.

Todo vector director de r es de la forma u = (u;, Uy), con u, = 0.

El cociente 22 no depende del vector director elegido, sino solo
u

1 . . .
de la recta, ya que cualquier otro vector director es proporcional

= u "
a d, y m=-2es la pendiente de r.
U

Si A= (a,, a, es un punto de r, entonces P = (x, V) pertenece r si
y s0lo si Uy(X— a;) = Uy(Y — ay), Y dividiendo entre u; queda:

rlky-a,=m- (x-q,)
La anterior se denomina ecuacion de r en la forma punto-pendiente.
La recta vertical que pasa por el punto A = (a;,0) tiene una ecuaciéon de la forma:

rNX=O1

m Halla la ecuacion en forma punto-pendiente de la recta r cuya ecuacion

ST T T

x-3 y+1
5 2

Unvector director de res u= (-5, 2), luego su pendiente es: m= 5

Como rpasa por P=(3,—1), una ecuacion de r en la forma punto-pendiente es:

continua es: r =

y+1=%§u—3)

Ecuacion explicita

Sea rla recta que tiene pendiente my pasa por el punto A = (a;, a,). Una ecuacién de
ren la forma punto—pendiente es r:

y—0y=m:(X- )

Despejando se obtiene la ecuaciéon r: y= mx + a,- ma,, y la podemos reescribir como
y = mx + n, donde n = a, - ma,. Asi escrita se denomina ecuacién en forma explicita.

El término independiente n de la ecuacion explicita de r es la ordenada del punto de
corte de la recta rcon el eje de ordenadas, y recibe el nombre de ordenada en el origen.

¢Cudl es la pendiente y la ordenada en el origen de la recta rde

ecuacion y = -3x + 2? ¢Pertenece el punto P = (2, 3) a dicha recta?

La pendiente de res m=—3 y la ordenada en el origen es n= 2. El punto P no pertenece
a r pues sus coordenadas no satisfacen su ecuacionyaque: -3 -2+2=-4+3
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Posicion relativa de dos rectas
Dos rectas en el plano pueden ser secantes, coincidentes o paralelas. Dos rectas son:

B Secantes si se corfan en un Unico punto, y esto equivale a que tengan distinta
pendiente: m# MK

m Paralelas si no comparten ningdn punto. En tal caso ambas tienen la misma pen-
diente: m= mi

Son la misma (coincidentes) si comparten dos o mds puntos. Esto equivale a que
compartan un punto y la pendiente (m = MR o, o que es igual, a que compartan
un punto y admitan vectores directores proporcionales.

En términos de los coeficientes de la ecuacién general o implicita, dos rectas son:

B Secantes si: B =

m Paralelas si: =

S>>
Qlo

BX
B
BN

m Coincidentes si:

<
o

Bl
B>

|

x+3_y-1.
-1 2’

Estudia la posicion relativa de las siguientes rectas: r, X
LXy=-2x+1

Ambas rectas tienen la misma pendiente m=—2, luego r, y r, son paralelas o
coincidentes.

Observamos que P= (=3, 1) es un punto de r, que, sin embargo, no pertenece a r,, pues
sus coordenadas no satisfacen la ecuacion y=-2x+ 1 de r,, ya que:

-2 (=3)+1=7#1
Por tanto, r,y r, son paralelas.
x=1+4t

y =-1+1'
r,X y=3 - 2x. Halla el punto comin en el caso de que sean secantes.

n Decide cudl es la posicion relativa de las siguientes rectas: r, = {

Las rectas r,y r, son secantes, por tener pendientes distintas, ya que la pendiente de
la primera es %y la de la segunda es —2. Para hallar el punto cominder,yr,

sustituimos las ecuaciones param@tricas de la primera recta en la ecuacion explicita
de la segunda, esto es:
2

(1+1)=3-2-(1+41) = t=¢

Haciendo t= g en las ecuaciones paramétricas de r, deducimos que, P= (197

_7) es el
9

punto cominde r;y r,.
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P Problemas

Ha lla las coorde nada s del vériice D del pardelog amo "B )|
ABCD, sabiendo que A%X-2, 2), B=(1,-1)y C=(2, 2). 4
Sea D= (x, y). Por ser lados paralelos de un paralelogramo 3ii

los vectores AD y BC son equipolentes, esto es:
(x+2,y-2)=(1,3)

x+2="1 x=-1
O sea: = = D=(-1,5)

y—-2=3 y=5b

Un coch e sale ce un punto Ay avanza en direcciXn norte duronte 15 min a
veloc dad constante. A continuaciXn, g rahacia el oeste y, manteniendo

la veloci dod avanza duronte 20 min, hasta llegar a un punto B. ;Qu@distancia
hay entrelos puntos Ay B si la velocidad empleada es de 120 km/h?

En el primer cuarto de hora el coche recorre 1 421-0 =30 km, B 40K .
que es el médulo del vector AM de la figura. Como 20 min es -
la tercera parte de una hora, el coche recorre 120 _ 40 km 50K

en su recorrido hacia el oeste. Finalmente, en virtud del A

teorema de Pitagoras, la distancia entre Ay Bes:
8 = [ B =50k

Sean M, Ny Plos puntos medios de los lados AB, ACy BC del tridhgulo ABC, y
con side remos los vectar es libres U = AB yv = NP. Prueba que U = 2v.

X Los triangulos ABCy NPC son semejantes, pues

X
AC _BC
comparten el angulo en el vértice Cy —— NC- PC =2.

Por tanto, los lados ABy NP son paralelos y el primero
X g mide el doble que el segundo, luego i =2v.

Ha lla la lon g tud del segm ento que determina la recta rK 2x — 3y = 6 con los ejes
coorcde nados .

Comenzamos calculando los puntos Py Qen los que la recta rcorta a los ejes Xe Y,
respectivamente:

2x—3y=6 2x=6 2x—3y=06 -3y =
{ y { { y :{y ~ @=(0-2)

= P=(3,0);
y=0 y=0 (3.0) x=0 =0

Por tanto, la longitud del segmento PQ es: ‘@‘ =3*+(-2) =13
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Problemas &

Obt@h unas ecua ciones parom@ricas de la recta r que pasa por el punto PEX1, R)
x=t

y=-1

Por ser ry s paralelas comparten vector director, luego u=(1,—1) es un vector
x=1+t
y=2-t

yes pardelaalarecta s = {

director de r. Asi, unas ecuaciones param@ricas de r son: r = {

¢EstAn alineados los puntos N=(3,-1), P=(2, 1)y @=(1, 3)?

Los puntos N, Py Q estén alineados si y solo si los vectores (-1,2)=ii=NPy
(—2, 4)=v = NQ son proporcionales. Esto es cierto pues i = 2v.

Por tanto, los puntos N, Py Q estan alineados.

Encue ntrala ordenada del punto de abscisa 3 alineado con P=(2, - 3) y

N5, 8).

Se trata de hallar para qudvalor de y los puntos P, Qy N= (3, y) estan alineados. Esta
condicién equivale a que los vectores (3,11)=1i=PQy (1, y+3)=v = PN sean

proporcionales, es decir, 3(y+ 3) = 11. Por tanto, y= % es la ordenada buscada.

¢Existe algoen valor ce a parael que las ecuaciones 2x -7y =1y 4dx+ ay =1 sean
la misma recta?
El punto P= (%, O) esta en la segunda recta pero no en la primera, luego no coinciden.

Asi, para todo valor de a, las ecuaciones anteriores corresponden a rectas distintas.

Calcd a el valor de nparaquelarectar®k nx+2y-5=0 Y
forme un Ahgd o ce 45° con el semieje positivo del eje de
abscisas.

—h

2 0.=45N
tg45K=1 < n=-2 / X

La pendiente de la recta r, que vale — -, es tg 45K= 1, luego:

—h _
2

Encue ntfrauna ecuaci®n ge nerd de la mediatriz del segm ento cuyos extremos son
los puntos P=(2, 1)y = (4, -1).

Un punto M= (x, y) pertenece a la mediatriz del segmento PQ siy solo si M equidista
de Py Q.

Esto equivale a que ‘W’z = ‘Q—MZ, o lo que es igual:

(x—2)2+(‘y—’l)2:(x—4)2+(‘y+’l)2 S —4x—2y+5=-8x+2y+17 &
S4x—4y-12=0=x—-y—-3=0
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D

{1 Dados los puntos A= (1, 1), B=(3,-2) y C=(4, 0),
determina el punto D para que los vectores ABy
CD compartan el médulo, la direccién y el

sentido.

Denotamos por i el vector libre i = AB, cuyas
coordenadas son ii=(2,-3),y sea D= (x, y). Los vectores
AB y CD son equipolentes si i = CD,estoes, (2,—3)=(x-4,y).
Igualando coordenadas, x=6 e y=— 3, es decir, D= (6, — 3).

£2 | Dados los vectores i = (-1, 3), V= (-4, 8) y w= (3, 1), halla las coordenadas
de=50-2v+wyNl=-3U+6Vv-w.

®=5i—2V+W=5(-1,3)-2-(-4,8)+(3,1)=(-5+8+3,15-16+1)=(6,0)
(=—3ii+6v—w=(-3)-(—1,3)+6-(—4,8)—(3,1) = (3-24—3,-9+ 48— 1) = (—24, 38)

/:? Sean A,, A,, A;, A, Ay A, los vértices de un
hexdagono regular centrado en el origen de
coordenadas. Dados los vectores U, = v;, U, = 2V,,
u;=3v, U,=4v,, U;=5v;y U, =6V, donde
v, = OA; para cada ie{1, 2, ..., 6}. Prueba que
u=u, + U, + U;+ U, + Us + U, €s proporcional
al vector vs.

Perov,=—v,,vs =—Vv,,Vs =—V3,porloque:

i=(V,+4v,)+(2V,+5Vg)+(BV5+6Vs)=B(V 4 +Vs+Vy)

Por la ley del paralelogramo, v, + v4 = vg, y al sustituir concluimos que: i = 6v5
l4 Encuentra el nimero real x tal que los vectores de coordenadas

cartesianas G =(x-2, 1) y v = (-1, x) sean proporcionales.

Los vectores iiy v son proporcionales siy solo si:

x(x—2)=—-1 @ £ -2x+1=0 & (x—1)°=0 & x=1

x =a+ 3t

8 | ;Para qué valor de ala recta r = {y _o_¢ pasa por el punto P= (-2, 3)?

Larecta rpasapor Psiysolosi 2 -t=3ya+ 3t=-2 para cierto nimero real t.

Por la primeraigualdad, t =—1, lo que sustituido en la segunda nos da: a=1
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Halla una ecuacion general de la recta r que pasa por el punto P=(1, 1)
y tiene por vector director a i = (-2, -1).

Una ecuacion general de res de la forma Ax+ By + C=0, donde i = (—B, A) es un vector
director de r, luego una ecuacion general de res de la forma: —x+ 2y + C=0.

Las coordenadas del punto P han de cumplir la ecuacion, es decir, =1 + 2 + C=0.

Por tanto, C=—-1, por lo que una ecuacion general de res:

rd—x+2y—1=0

Halla un punto y un vector director de la recta r de ecuacién 2x + 5y - 13 = 0.

Si Ax+ By + C= 0 es una ecuacion general de r, un vector director suyo es i = (—B, A).
En este caso, = (-5, 2) es vector director de r. Para hallar un punto en rdamos un
valor a x, por ejemplo x=—1, y despejamos y= 3, luego un punto enres P= (-1, 3).

Halla una ecuacién continua de la recta rque pasa por P=(2, 1)y
Q = (1, 2). Halla ecuaciones paramétricas y una ecuacion general de r.
¢Pasa rpor C=(0, 3)?

Un vector director de res u=FQ, es decir, ii= (-1, 1). Asi, unas ecuaciones
x=2-t
y=1+t
Operando se obtiene una ecuacion general: r: x+y=23

x=2 _y—1

-1 1

param@kricas suyas son r: { Y una ecuacion continua es r:

La recta rcontiene a Cpues las coordenadas x=0 e y= 3 de este cumplen la ecuacion
general de r.

Calcula las ecuaciones, en todas las formas posibles, de la recta r que
pasa por los puntos de coordenadas P=(1, 1) y = (-5, 2).

Unvector director de la recta rque une Py Qes ii = PQ, 0 sea, ii= (-6, 1).

Por tanto, Y =~ =*—— son unas ecuaciones paramtricas y una ecuacion
y=1+t ° -6 1

continua de r, de donde resulta su ecuacion general, x+ 6y = 7. De las ecuaciones

paramkricas se deducen las ecuaciones de ren la forma punto-pendiente y explicita:

e PO et I Y 4
y—1= 6(x ’I),y—( 6jx+6

¢Existe algun angulo o para el que sean proporcionales los vectores
U= (cosa, seno) y V= (seno, coso)?

Para que los vectores iiy v sean proporcionales hace falta que:
cos’o=—sen0. & cos’a+sen’0=0 < 1=0

Y estoesimposible. Asi, para cualquiervalor de otlos vectores iiy v no son proporcionales.
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Funciones

/
09.1. Concepto de funcion. Dominio y recorrido

k Una funcién entre dos conjuntos X e Y es una correspondencia, que escribimos
f: XK Y, que asocia a cada elemento x de X un elemento y de Y, al que se suele
l‘ denotar y = f(x). En tal caso se dice que y es la imagen por fde x. A cada x de X

se le lloma la variable independiente mientras que y = f(x) es la variable dependiente
I‘ (porque depende de x).

n Calcula la imagen por f(x) = Vx> + x+1de x=-1, x=0y x=1.
F(—D=JC2 +(D+1=1,F(0)=JO?+0+1=1y FD =P +141=3

n Escribe la funcion que relaciona el area de un hexagono
regular con la longitud de sus lados.

Si xdenota la longitud del lado del exagono, entonces la longitud de

2
la apotema del mismo es , [x? — XZ - % y por tanto, el valor del

area es Area= %(6x : x\z/gj: %xz. Por ello f(x) = —3\2/3 X2,

El dominio de la funcién fse denota Dom fy es el conjunto formado por aquellos ele-
mentos x de X para los cuales existe f(x). El conjunto formado por aquellos elementos
y de Y tales que existe algdn x en X que cumple que y = f(x) se llama recorrido o imo-
gen de fy se denota Rec f.

Ejemplo: La funcién f que a cada ndmero real x le hace corresponder su inverso f(x) = 1
tiene por dominio y por recorrido el conjunto Dom f=R - {0} = Rec f. X

T J

4

n Determina el dominio de las funciones f(x) = /2x - 6 y f,(x) = o 6x18

Domf,={xeR:2x—6>0}={xeR:x>3}=[3,x)

Dom f, ={xeR:x* —6x+8&#0}=R—{2,4}

1
x?2-1
La férmula de ftiene sentido para todos los nimeros reales x salvo para x=—1

y x="1, pues para estos dos valores se anula el denominador y no existe el cociente.
Por tanto, Dom f=R—-{-1,1}.
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n Calcula el dominio de la funcion real de variable real f(x) =



Una funcién puede representarse mediante su grafica, que nos permite analizar sus
caracteristicas.

Ejemplos:
f(x)=2x+3 f(x)=x - 3x+2 fx)=-X+6x-5

Y Yy Y

/ o X X / \X

k Simetrias. Sean X un infervalo centradoen 0y f: XX R una funcion.

B Se dice que fes par si f(—x) = f(x) para cada x e X. En tal caso su grdfica es

simétrica respecto del eje de ordenadas.

k B Se dice que fes impar si f(—x) = —f(x) para cada x € X. En tal caso su gréfica es
simétrica respecto del origen de coordenadas.

I\ Y Y

I-‘ M) =-Hx)

I-‘ = oS A

\V\U X _-X X

5

l‘ H-x) =Bx) B

l\ Grdfica de una funcién par Grdfica de una funcién impar

ﬂ Indica cudles de las siguientes funciones son pares y cudles impares.

fi(x) = 7 f,(x) = P ,(x)=-4
fi(—x)= > _ 3 _ f,(x), por lo que f,(x) es una funcién par.
(—x)?-4 x*-4
f(—x)= (—x)55— o —x55+x = _(x55— x) =—f,(x), luego la funcidn f,(x) es impar.

fs(x) = —4 = f5(—x), lo que significa que f5(x) es una funcién par.
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0.2. Continuidad. Funciones definidas a trozos

Una funcién real de variable real f: XX R definida en un intervalo X se dice continua
si su gréfica puede dibujarse sin levantar el 1apiz del papel. Si el dominio de fes unién
de intervalos disjuntos la continuidad de f significa que sobre cada
uno de esos intervalos la grdfica se puede trazar sin levantar el
|Gpiz del papel. En tal caso se dice que fes una funcion continua
en su dominio.

Ejemplo: El dominio de la funcién f(x) = ]; es Dom f=R - {0}, que j X

Y

no es un intervalo. Se trata de una funcién continua en su domi-
nio, porgue es continua sobre los intervalos (-, 0) y (0, +).

TS T J

n Indica cudles de las siguientes afirmaciones sobre la funcion f(x) = ﬁ

son ciertas.

a) fes una funciéon continua en su dominio y Dom f=R —{-2, 2}. VERDADERO
b) La gréfica de fno presenta simetrias. FALSO
c) fesuna funcidn pary su gréfica es simétrica respecto al eje

de ordenadas. VERDADERO
d) La grdfica de fno corta al eje de abscisas. VERDADERO

e) La grdfica de fno corta al eje de ordenadas. FALSO

Cuando una funcién emplea varias expresiones analiticas [ 77 Ty T
para expresar la relacion entre sus variables, se dice quees | |+ 1+ 1 1 |
una funcién definida a trozos. L4 L

Para construir una funcién definida a trozos es necesario
especificar los valores de la variable independiente sobre los
gue se aplica cada expresion.

xsix< 4T T T
Elemplo: 9 = { - A
3six>1

g

n Representa la siguiente funcion definida a
trozos:

{x—] six<0
f(x) =
X+ 1six>0 1

Representamos la funcion f,(x) = x— 1 para los valores o X
de x menores que O y la funcion f,(x) = x+ 1 para los
valores de x mayores que O. En el punto x=0 no tiene
imagen, puesto que la funcién f(x) no esta definida en
ese punto.
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9.3. Crecimiento y decrecimiento de una funcion.

ST J

Mix imos y minimos

Una funciéon f: XX Y es monétona creciente en un subconjunto Z de X si para cada
par de puntos z, z, e Ztales que z < z, se cumple que f(z) < f(z,).

Se dice que f es monétona decreciente en Z si para cada par de puntos z, z, € Z
tales que z < z, se cumple que f(z)) = f(z,).

Ejemplo: La funcion f(x) = X¥* es mondtona decreciente en el inter- y
valo (-, 0] y mondtona creciente en el intervalo [0, +«). Es una
funciéon par, por lo que su grdfica es simétrica respecto del eje
de ordenadas, y ademds si 0 < z < z, entonces:

f(z,)-f(z))= 25 - 2} = (2, - 7)) (2, + 2) > 0 = () < f(2,) X

“ ¢Es monétona creciente en R la funcién f:R > R: x — 3x + 5?

Dados dos nimeros reales z,, z, tales que z, < z, se tiene
f(z5)-f(z,)=(32,+5)—(32z,+5)=3(z, —2,) >0 = f(z,) < f(z,)

luego fes mondtona creciente.

Mix imos y minimos

La funcién f tiene un méximo relativo en un punto cuando en él la funcién toma un
valor mayor que en los puntos suficientemente préoximos. En tal caso, la funciéon es
creciente hasta el maximo y decreciente a partir de él.

I'\ La funcién f tiene un minimo relativo en un punto, y
cuando en él la funcién toma un valor menor que en 1
los puntos suficientemente préximos. En tal caso, la fun- 1 X
cion es decreciente hasta el minimo y creciente a partir / " ’\/ X
de él.
I‘ Ejemplo: La funcién f cuya gréfica aparece arriba a la dere- Y
cha tiene un maximo relativo en ay un minimo relativo en b. g " R
H La funcién cuya gréfica aparece abajo a la derecha fiene un : [ X
. maximo relativo en b, y tiene dos minimos en x=ay x=c. : !
y
n Indica los puntos en los que la funcion tiene
maximos y minimos relativos. )
La funcién ftiene un maximo relativo en x=0, y tiene dos
minimos en los puntos x=—2 y x=2. ! ;
! 2 X
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9.4. Tasa de variacién media

Se llama tasa de variacion media de una funcién f: XB Y en un intervalo cerrado [a,
f(b) - f(a)
b

b] contenido en X al cociente TVM [a, b] =

Ejemplo: Calculamos la TVM de la funcidn f(x) = x> — 2x + 3 en los intervalos [-2, 1] y
[0, 1].

f)-f(-2) 2-(-1 _ _f(D-1(0)
o - 3 Y ™WM=——5

Pavavave

n Halla la TVM de las siguientes funciones en los intervalo que se indica:

- . _f(&)-f(6)_10-8 _

a) fx) =x+2, en[6, 8] TYM[6, 8]= )-1(6)_10-6_

_f6)-f(3)_9-3_

T 6-3 3

F-F(0) _2-1_,
1-0 1

d) f(0=-x+1,en[-1,0: TYM[-1,0]= f(g)_—(i(1—)1) _ 1—10 _

1

2

b) f(x)=2x-3, en[3, 6]: TVM[3, 6|

c) fx=x+1,en[0 1]: TYM[O, 1]=

1

n Halla la TVM de la funcién cuya grdfica se muestra al
margen en los intervalos [0, 2] y [1, 4].

F(2)—f(0) _6-2 _

M0, 2]="5 1 So=2y
_F(4)—F(1)_2-5__
VM1, 4]=""7 2= =522 =1

-l
o= N w s 0 o
:

0 11 12 13 14\)(

n Representa la grafica de la funcidon f(x) = x + 1
y calcula la TVM en los intervalos [-3, -1] y [0, 3].
Interpreta geométricamente dicho valor.

_fED-F(=3)_0-(-2) _

WS =5 - 2
TVM[O, 3]= f(sz):g(o) _ 4;1 4

Observamos que TVYM[-3, —1]y TVYMIO, 3] coinciden,
y coinciden, ademas, con la pendiente de la recta que es
grafica de la funcion f(x).
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m Sergio ha estado patinando durante 45 minutos. La gréfica indica
la distancia a la que se encuentra de su casa en cada instante.

a) (A qué distancia méxima ha estado Sergio 6 dmﬁl
de su casa? 5 R N
Ha estado a 6 km. LN
3
b) (Cudnto tiempo ha descansado? 2 ””””””””””””””””””””
Ha descansado 5 minutos. Al AT N
oL L N
¢) Calcula la TVM en los intervalos [0, 20] y [25, 30]. 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
(En cudl fue més deprisa? o R E)
3-0 3 6-3 3
TYM|0, 20|= ==y TVYM[25,30|=—-==
0.20]=55"5=20 ¥y ™M I=30-25"5

de lo que se deduce que Sergio fue mas deprisa entre los minutos 25y 30.

m Sea x un nimero realtalque 2 < xyf: RX R: t— 1. Comprueba que la
tasa de variacion media de fen el intervalo [2, x] es X* + 2x + 4.

fx)—f(2) x*>-2° x°-8
WM[2, x]= xx—2 :xx—2 :xx—2

Para efectuar esta division observamos que 2 es raiz del polinomio x> — & luego, por la
regla de Ruffini, este polinomio es miiltiplo de x— 2 y el cociente vale X+ 2x+ 4. Asi,

10 O -8
_f(x)—-f(2) x°-8 (x-2)(x*+2x+4)
2‘ 2 4 s TWM[2,x]= —2 "~ x_2 " 2 =x"+2x+4
12 4 O

m Un electricista cobra 15 K por desplazamiento y 25 X por cada hora
de trabajo.

a) Escribe una férmula de la funcién que relaciona las variables anteriores.

Si x denota el tiempo empleado por el electricista e y el coste de la reparacion,
la funcién que proporciona el coste en funcién del tiempo es: f(x) =15 + 25x.

b) Completa la siguiente tabla que relaciona las variables tiempo y coste.

Tiempo (horas) 1 3 5 7
Coste (¥) 40 20 140 190

c) (Cudnto tiempo ha empleado el electricista si ha cobrado 115 K?
Sabiendo que y=115: 115=15+25x< 100=25x <= x=4

El electricista ha empleado 4 horas.
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P Problemas

m Lus est£pensando apuntarse a una academia de ingl@s y ha consultado los

precios en dos de ellas. En la primerale cobron 60 X por matrigula y 50 X cada
mensua lidad mientras que en la segu nda no le cobron matri@ula pero cada
mensua lidad cuesta 65 K.

a) Escribe las funciones que representan el precio de cada una de las academias
en funcién del nUmero de meses de asistencia.
Si x denota el nimero de meses que Luis asiste a la academia, las funciones

f:7" >R:x—>f(x)=60+50x y f,: 7" - R: x— f,(x) = 65x

representan el coste de las dos academias en funcion del nimero de meses.

b) Si Luis tiene pensado apuntarse los diez meses que dura el curso escolar, (qué
academia le resulta mas barata?

Enla primera academia tendria que pagar f,(10) =60+ 50 - 10=560NK yenla
segunda f,(10) =65 - 10 =650 WK, luego gasta menos en la primera academia.

En la sigu ente g Aica se muestra la evoluciin de la temperatura de Juan a lo
largo de todb un dXa en el que ha estado enfermo. Obserwva la g Aica y responde
las sigui entes cuestion es:

a) (Cudl ha sido la méxima temperatura que ha alcanzado Juan? ;Y la minima?
Juan alcanzé una temperatura maxima de 43Xy minima de 36X

b) (Cudntas horas ha mantenido una temperatura constante?

Ha mantenido una temperatura constante durante las 4 horas comprendidas
entre las 9:00 y las 13:00.

c) (Qué temperatura tenia a las 16:007?
Alas 16:00 horas tenia 40l de temperatura.

d) (Cudntas veces a lo largo del dia tfuvo una temperatura de 408?
Alo largo del dia tuvo 5 veces una temperatura de 40X

1 2 0 Funciones



Problemas &

n ¢Cudnto vale en x = 0 una funcin impar?
Si fes una funcion impar, entonces f(—x) = —f(x) para cada xe R, y en particular
f(—0) =—F(0), es decir, 2f(0) = 0, asi que f(O) = 0.
¢(Es cierto que f(0) = 0 paracada funcikn par?

No es cierto. Por ejemplo, la funcién f(x) = 1 + x° es pary, sin embargo, f(0) = 1.
jemp p

¢(Es cdierto que toda funciXn f: RX R es par o impar?

Hay funciones que no son ni pares ni impares; por ejemplo f(x) = 1 + x cumple que f(—1)
=0y f(1) =2 por lo que f(—1) no coincide ni con (1) ni con —f(1), asi que esta funcion
no es par ni impar.

m Una tortuga se mueve lentamente en busca g ORKEE) 0 | g
cde com ida. O cho paseo dur® 10 minutos, tal B T
y com o se ind ca en el eje de abscisas. 6 ”””””””””””””””””””
Contesta las sigu entes cuestiones: ' 5 ””” EET””M ””””””””””””
al B
a) (Cudl fue la distancia recorrida por la 5|/
fortuga? A
La tortuga recorrié & m. 1 S S N S S TS S
o mmaw
b) (Cudnto tiempo estuvo parada? 0 12213 1415 26,7 1@ 0 10,

Estuvo parada los 2 minutos transcurridos
entre los minutos 3y 5.

c) Calcula la TVM en los infervalos [0, 1], [1, 3], [3, 5], [5, 7] y [7, 10].

La TVM en cada uno de estos intervalos es la pendiente
de la recta que contiene al correspondiente segmento. Asi
TVM[O, 1] =4, TYM[1, 3] =1/2, TVYM[3, 5] =0,
TYM[5, 7] =1y TVYM[7,10]=1/3.
d) (En cudl de los framos anduvo mas deprisa?
Observando las TVYM de los distintos tramos, observamos que fue en el primer
tramo en el que se movié mas rapido, recorriendo 4 men 1 min.
e) (Cudntos metros recorrié entre los minutos quinto y séptimo?

Entre los minutos quinto y s@ptimo recorrié 2 m.

f) ¢Y cudntos metros recorrié entre los minutos quinto y décimo?

Este intervalo de tiempo abarca dos tramos distintos con distinta TVM, pero eso
es independiente para calcular el nimero de metros que recorrié. En este caso,
observamos que recorrio 3 m.
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1 Halla el dominio de las siguientes funciones:

, H(0) = %52 y f,00 = /10 - 5x

+

fi(x) =

1
2-x
El cociente que define f,(x) sélo se anula en x= 2, luego Dom f, =R — {2}. Por otro
lado, x* + 2 > 2 > O para todo x € R, luego Dom £, = R. Por tiltimo,

Dom(fs)={x€R:10-5x20}={xeR:x <2} = (-, 2]

{2 Halla el dominio de la funcién f(x) = 1+ x? — x.

Para cada niimero real x el niimero 1 + x° > 0, luego existe su raiz cuadrada. Por tanto,
el domino de fes Dom f= R.

m Calcula los valores de xpara y=0e y=1.

O=Ff(x)0=J1+x* x> x=J1+x> = x*=1+x* =0=1

Esto significa que como a y= 0 no le corresponde un valor de x, y= O no pertenece al
recorrido de f. En el caso de y= 1

1=F(x) @ 1=V1+x* —x 1+ x=V1+x> =2 1+2x+x° =1+ x> ©2x=0 = x=0

(3 Representa las siguientes funciones para los valores en los que estdn
definidas:

a) f(x)=2x+4si-3<x<1

,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,

7777777777777777777777777777

777777777777777777777777777

7777777777777777777777777777

Calcula los puntos de corte con los ejes de la grafica de la funcién

f(x) = x*-7x+ 10.

La grafica de la funcidén dada corta al eje Yen el punto (O, f(0)) = (0, 10). Las abscisas
de los puntos de corte de la grafica de la funcion dada con el eje X son las soluciones de
la ecuacién x> — 7x+ 10 =0, esto es, x= 2 y x=5. Por tanto, los puntos de corte con

eleje Xson (2,0)y (5, 0).
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R

(5 Estudia si es creciente o decreciente en R la funciéon f:R > R : x — x3.

Dados z,, z, € R tales que z, < z, se tiene

2 2
f(zo)~f(z1)= 27 — 27 :(zz—z1)(z12+z1zz+z§):(zz_z1)((z1+z?2) +%j>o

luego la funcion fes creciente en R.

) Dadas las funciones f(x) =1 - xy g(x) = (X 21)2, calcula cudanto valen
en x =0 las funciones f+ g, f- g, f- gyaf
Como f(O)=1yg(0)= § resulta que
(F+9)0)=F(0)+4(0)=2,  (f-4)(0)=F(0)-g(0)=7,
(£)0)=f(0)g(0)=1/2 ( )(o) fgg;

{7  Encuentra una funcién polinémica f: RX R de grado 3 tal que f(-1) = -4,
f0)=-1,f1)=0y f(2)=5

Debemos encontrar nimeros reales a, b, ¢, d tales que la funcién buscada

F:RoOR: x> ax® +bx*+cx+d

cumpla lo requerido. Né tese que d=f(0) =—1, y las condiciones f(—1)=—4y f(1)=0
se leen

—atb—c-1=-4 —atb—c=-3
atb+c—1=0 atb+c=1
Sumando ambas igualdades se deduce que 2b=-2, asi que b=—"1. Por tanto,

at+c=2,luegof(x)=ax’ —x*+(2—a)x—1y para calcular a empleamos la igualdad
f(2)=5,estoes,

5=f(2)=8a-4+22-2)-16a=6<a=1

Finalmente, la funcién buscada esta definida por f(x) = X =+ x—1.

(8 Calcula la longitud de un intervalo [a, b] sabiendo que la tasa de
variacion media de una funcién f: [a, b]X R es 3y f(b) = 15 + f(q).

Por la definicién de tasa de variacion media se tiene
15

_f(h)—f(a) _ _._15_
b—a b—a:>b a=—5=5

luego la longitud del intervalo es 5.
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,Tipos de funciones
10.1. Funciones lineales y cuadraticas

H Una funcién f: R X R se dice lineal si existen nUmeros reales my n tales que m # 0
y se escribe como: f(x) =mx+ n

Iﬂ Su gréfica es la recta de ecuacion y= mx + n. Por tanto, su dominio y recorrido son la
recta real Ry fes creciente si la pendiente m > 0 y decreciente si m < 0. En particular f
Ij no fiene ni maximos nNi Minimos.

n Calcula la formula y = f(x) de la funcion lineal cuya grafica pasa por los
puntos (1, 1) y (2, 3).

La funcion buscada es de la forma f(x) = mx + n para ciertos niimeros reales my n,
y cumple las igualdades f(1) =1y f(2) = 3 es decir:

m+n=-1
=>m=2;n=—1=f(x)=2x—-1
2m+n=3

Una funcién f: RK R se dice cuadratica si existen nUmeros reales a, by ¢ tales que a
# 0, y se escribe de la forma: f(x) = ax* + bx + ¢

Su gréfica es la pardbola de ecuacion y = ax’ + bx + c.

m Si a > 0 la pardbola es abierta hacia arriba (K )Xy se dice que se trata de una pao-
rGbola céncava.

B Si a <0 la pardbola es abierta hacia abajo (® )Xy se dice que se trata de una pao-
rGbola convexa.

—-b . . - . —-b b)) A
L fa x=— eje de simetria de |la pardbola y el punto V=(—, , SU vértice.
arecta x=2~es un ej D yelp (20 f@a

m Sila pardbola es concava entonces f alcanza su Gnico minimo en la abscisa de V.

A ad vy

m Sila pardbola es convexa entonces f alcanza su Unico méaximo en la abscisa de V.

n Calcula el vértice de las grdficas de las siguientes funciones:

a) f:RR R _(1 59) b) g RE R
X3 -x+5 6’12 X -2 +x+ 1

n Calcula el eje de simetria y el vértice de la la grafica AV
de la funcién cuadratica f(x) = x> — 4. Dibuja su grdfica. T\

La grafica es una parabola cuyo eje de simetriaeslarectax=0 -\
y cuyo viktice es el punto V= (0, f(0)) = (0, —4). Ademas corta
al eje de abscisas en los puntos (-2,0) y (2, 0), pues: s

—4=0x=NN4 o x=-2;x=2
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10.2. Funciones de proporcionalidad inversa

k La funcién de proporcionalidad inversa tipica es la definida por:

L

fR-{0}K R

1

X —

X

I-‘ cuyo dominio es Dom f=R — {0} y cuyo recorrido es Rec f=R — {0}.

La gréfica de esta funcion se denomina hipérbola. Es una funcion
continua en los intervalos (-, 0) y (0, +«), decreciente e impar,

1 por lo que su grdfica es simétrica respecto del origen.

n Representa la grdfica de la funcion f(x) = %

Indica el dominio y el recorrido de la funcion.
Estudia los intervalos de crecimiento y las
simetrias, si las hay, de la grafica de la funcién.

El dominio es Dom f=R — {0} y el recorrido es tambih
Rec f=R — {0}. Es una funcién creciente e impar, por lo
que su grafica es simkrica respecto del origen.

I\ La recta y = 0 es una asintota horizontal de la funcién de proporcionalidad inversa y = %

Esto significa que a medida que la variable x tiende a K, los valores de y se aproxi-

man a O.

n Completa la siguiente tabla de valores para la funcion f(x) = %
X 10 10? 10° 10* 10° 10° 10’ 108
f(x) = % 1 0,1 || 001 || 10° || 10* || 10° || 10°° || 107

k La recta x = 0 es una asintota vertical de la funcién de proporcionalidad inversa y = =,

i
X

k Esto significa que a medida que la variable x tiende a 0, los valores de y se aproximan
a Kee,

n Completa la siguiente tabla de valores para la funcion f(x) = %
X 10" 102 10° 10° 10° 10°¢ 107 10
f(x) = % 10° 10° || 10* || 10° || 10° || 107 || 10° || 10°
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R
X
X
X
L
X
X
X
X
X
R
X
X
X
X
X

Caracteristicas de las funciones de proporcionalidad inversa: y =

x|Q

Hemos visto que las hipérbolas que corresponden a funciones del tipo y = 9 tienen
X

por asinfotas a los ejes coordenados.

Son simétricas respecto del origen de coordenadas: fienen simetria impar.
Su dominio es Dom f= R — {0} y su recorrido es Rec =R - {0}.

Si a> 0, la funcidn es estrictamente decreciente.

Si a < 0, la funcidn es estrictamente creciente.

Transformaciones de la hipébola

El centro de la hipérbola, es el punto donde se cortan las asintotas, luego en las
anteriores es el origen de coordenadas.

Mediante traslaciones de estas hipérbolas tenemos otras:

Para representar la hipérbola que es la grdfica de la funcion y = % + k, basta

con frasladar segln el vector U = (0, k) la hipérbola que representa a la funcién

y:9'
X

Para representar la hipérbola que es la grdfica de la funcién y = x—ab' basta
+

con trasladar segun el vector v = (-b,0) la hipérbola que representa a la funcion

y=2<.
X

Para representar la hipérbola que es la grdfica de la funcién y = ab
X+

+ k, basta
con realizar la traslacién segdn el vector w= (-b, k) de la hipérbola que representa
a la funcién y = 9 05lo0 qgue es lo mismo, aplicar sucesivamente las traslaciones

X
segun los vectores U = (0, k) y v = (-b,0) que acabamos de explicar.

n Indica cudles son las asintotas y el centro de la hipérbola de ecuacién

5
==+3.
y=,"
Para representar la hip@rbola de ecuacion y = 5 + 3 basta trasladar la hip@bola de
.5 . X
ecuacion y="segln el vector ii = (0, 3).

Como las asintotas de la segunda son los ejes coordenados, entonces las asintotas

dey=%+3 son lasrectas x=0ey=23.

Su centro es el punto de corte de dichas rectas, esto es, el punto (O, 3).
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n A partir de la grafica de la funcién f(x) = % dibuja las graficas
de las siguientes funciones. Indica las asintotas y el vector de traslacion.

]
a) X)=—+2
) Hix) ox

Asintota horizontal: y=2
Asintota vertical: x=0

Vector de traslacion: i = (0, 2)

1

b) f,(x) = 2Ax—1)

Asintota horizontal: y=0
Asintota vertical: x= 2

Vector de traslacion: v =(2, O0)

€) 00 =5t (X1_ +?

Asintota horizontal: y= 2
Asintota vertical: x= 2

Vector de traslacion: w=(2, 2)

n Calcula los nimeros reales a, by ¢ sabiendo que la funcion:
f:R-{a} >R cumple las igualdades: f(a+c)=fla+1)=2y f(3) = 2.

X = +b

Al evaluar la funcion f(x) enx=a+c¢, x=a+ 1yen x= 3 se tiene:

m2=-f(a+c)=—C  +b=1+b=b=1
atc—a

m2=Ffa+N)=—Y +b=c+b=c+1=c=1
at+l1—a

m2=F(3)=-C th=—1 4 15F_g=1=3=2
3—a 3—a

”
Tipos de funciones 1 2 ‘




10.3. Funciones definidas a trozos

sin saltos, para que la funcién asi construida sea continua.

Ejemplo: La grafica de la funcidn

x2-1 si x<-1
f(x)=4-x+2 si -1<x<2
x2-4 si x>2

consta de tres ramas:

B La primera es un trozo de la pardbola de ecuacion y
cuando x pertenece al intervalo (-, -1).

da cuando x pertenece al intervalo (2, +x).

Muchos fendbmenos fisicos, bioldgicos o econdmicos se rigen por funciones que cam-
bian de férmula conforme varia la variable independiente. Decimos que esas funcio-
nes estan definidas a trozos, cada uno de los cuales se suele denominar una rama
de la funcidn, y es importante estudiar si las ramas se pegan adecuadamente, esto es,

01 2 33X

=X - 1, que estd definida

B La segunda rama, definida entre x=-1y x=2, es un trozo de la recta y=—-x + 2.

® La fercera rama es un trozo de la pardbola de ecuacion y = X* — 4, que estd defini-

La funcién es discontinua en x = -1 pues su grdfica presenta un salto.

m ¢Cudl es el valor en los puntos x=-5, x=-1,
x=1y x=2 de la funcién cuya grafica esta
dibujada a continuacién?

Si llamamos f(x) a la funcidon cuya grafica nos
proporcionan, se observa sin mas que mirar que:

f(-5)=4; f(-1)=2; f(1)=0; f(2)=1

Representa la funcion:

-x? si x<1

f(X) _ X-2 si T<x<2 Wiiin”j”lmi j,,,
3 si x>2 m
x

Estudia su continuidad.

—————————————————————————————————————————

————————————————————————————————————————————

La primera rama es un trozo de una parabola convexa cuyo v@rtice es el origen
de coordenadas. La segunda rama es el segmento de extremos los puntos (1,-1)
y (2, 0), mientras que la tercera es un trozo de hipdrbola.

La funcién es discontinua en x= 2.
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10.4. Funciones exponenciales
Fijado un nimero real positivo a se llama funciéon exponencial de base a a la defini-
da por:
fTRX R
X o

Caracteristicas

m Como a°=1y d = ala gréfica de f siempre pasa por los puntos (0,1) y (1, a). Esta
funcién es constante de valor 1 si a =1, asi que supondremos siempre que a = 1.

B Su grdfica es muy distinfa sia>1 o a < 1, segdn se observa a continuacion.

X
Grafica de f(x) = 2% Grdfica de g(x) = (%)

B La funcién f(x) = d* es continua, su dominio es Dom f = R y su recorrido es
Rec f= (0, +x).

B Si a> 1 enfonces fes una funcidn creciente en todo R. Segun la variable x tiende a
-, la gréfica de fse aproxima mas a la semirrecta negativa del eje horizontal. Se
dice entonces que y = 0 es una asintota horizontal de f cuando xX —oo.

B Si a< 1 entonces fes una funcion decreciente en todo R. Segun la variable x fien-
de a +=, la gréfica de f se aproxima mas a la semirrecta positiva del eje horizontal.
Se dice entonces que y = 0 es una asintota horizontal de f cuando xX +oo,

B En particular, por ser funa funcién monétona, creciente o decreciente, se deduce
que si a*= a*entonces x =z

m Calcula los puntos de corte con los ejes coordenados de la grafica de la
funcién f(x) = 5~

Para todo nimero real x se cumple que f(x) = 5"> O, luego la grafica de fno corta al eje
de abscisas.

El punto de corte con el eje de ordenadas es el punto: (O, f(0)) = (0,5%)=(0,1)
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m A partir de la grafica de la funcién f(x) = 3*
representa las funciones: f;(x) = 3* - 2
y LX) =3 +1.

La grafica de la funcién f,(x) = 3" — 2 es el resultado

de trasladar segun el vector ii = (0, —2) la grafica de
f(x) = 3", mientras que para representar la funcion
f,(x) = 3"+ 1 se traslada la grafica de f segln el vector
V=(0,1).

m Encuentra todos los nimeros reales x que cumplen la igualdad:
9-4.3+3=0

Si llamamos z= 3" entonces z° = (3%)%, por lo que la ecuacién se lee:
0=9"-4.-3+3=2-4z+3

Las soluciones de esta ecuacion de segundo grado son:

_41/4°-43 :4i2:{5 . {z=3=3*=:51

zZ 2 2 1 z:1:5X:30

Asi que las soluciones de la ecuacién dada son x=0y x= 1.

Una aplicaciéon de la funciéon exponencial: el interés compuesto

Supongamos que realizamos un depdsito en un banco por valor de Cy K con un ren-

dimiento anual es del i %. Al acabar el primer aoe el capital depositado ha rentado

G - U} luego disponemos de C; + CO(L) = C0(1 + L) X. Si mantenemos el dinero
100 100 100 i\

en el banco, al cabo de faoes el capital acumulado es Co(l + ﬁ) X.

En consecuencia, la funcion:

() = 00(1 + ﬁ)f

TSI T T T

rige el proceso de capitalizacion.

m ¢ Qué capital poseera al cabo de 5 ao®s una persona que efectia un
depodsito de 1000 X a un interés anual del 3 % si no retira ni el capital ni
los intereses hasta el final de dicho periodo?

La funcidn f(x) = 1000 - (1,03)"rige el proceso de capitalizacion, y al cabo de 5 aaps
tendremos: f(5)=1000 - (1,03)°=1000- 1,159 =1 159K.
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10.5. Funciones logaritmicas

J J J I I T IT T ITIJTITITITITITITITITITITITIT

Fijado un nUmero real positivo a# 1 se llama funcién logaritmica de base a a la defi-

nida por:

10, +o) K R

X log, x

Esta funcién es inversa de la funcion
exponencial de base a definida por:

g: RN (0, +x)
X o

Como sucede con todo par de funciones
que son mutuamente inversas, las grdfi-
cas de las funciones g(x) = o'y f(x) =log, X
son simétricas, una de la otfra, respecto
de la bisectriz de los cuadrantes primero y
tercero, es decir, la recta y = x.

Caracteristicas

m Como f(1)=log, 1 =0y f(a) = log, a=1, los puntos (1,0) y (a, 1) pertenecen a la

grdfica de la funcion f.

B Su grdfica es muy distinta sia>1 o a< 1, segln se observa a confinuacion.

Grdfica de f(x) = log, x

——————————————————————————

Grdfica de g(x) =log,,, X

B Su dominio es Dom f= (0, +x) y su recorrido es Rec f=

77777777777777777777777777

R.

23 456 7 X

B Si a> 1 entonces fes una funcidn creciente en todo su dominio. Ademas, la grd-
fica de fse aproxima més y mds a la semirrecta negativa del eje vertical cuando
la variable independiente se aproxima a 0, es decir, x =0 es una asintota vertical

de f.

B Sia< 1, enfonces fes una funcidon decreciente en su dominio. La semirrecta positi-

va del eje vertical es asintota vertical de f.

m En particular, por ser f una funcién monétona, creciente o decreciente, se deduce

que si log, x = log, z entonces, x =z
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m A partir de la grafica de la funcion
f(x) = logs x representa las funciones TR P
fi(x) =logs (x + 3) y f,(x) = logs (x - 1).

La grafica de fes creciente. La semirrecta negativa
del eje vertical es asintota de la grafica que pasa por
los puntos (1, 0) y (5, 1). Para dibujar las graficas
de f, y f, basta trasladar la grafica de fsegun los
vectores (—3,0)y (1, 0).

n Completa la siguiente tabla de valores para la funcién: f(x) = log, s x

1 1 1 1
X 125 25 5 1 5 25 125 625
y =logs X -3 -2 -1 (0] 1 2 3 4

n Escribe la expresion de la funcion logaritmica
que es la inversa de la funcién exponencial cuya
grafica se muestra a continuacion.

La funcidn cuya grafica conocemos es f(x) = 4" pues
f(1) = 4, luego la funcion logaritmica inversa de fes:

g(x) =log, x

m Una persona efectia un depédsito de 10000 X a un interés anual del 2 %
y al final de cada aao® reinvierte el capital mds los intereses obtenidos.
¢Durante cudntos aaes ha mantenido el depésito si al retirarlo le han
dado 1000 X mads de los que deposité en su dia?

La funcién f(x) = 10000 - (1,02)"rige el proceso de capitalizacion.

Se trata de determinar la preimagen de y= 11000, esto es, debemos resolver
la ecuacion:

11000=10000 - (1,02)" < 1,1=(1,02)"

Tomando logaritmos resulta:

log,, 1,1=l0g,,(1,02*) = l0g,,1,1= x-log,, 1,02 < x = logqp1.1_

= log,0 1,02 =4,61aa0s
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m Una poblaciéon de conejos aumenta un 10 % al mes.
¢Cuanto tarda en duplicarse?

Si denotamos P el nimero inicial de conejos, al cabo de un mes la poblacion pasa a ser
de P+0,1P=1,1F. Por tanto, al cabo de x meses se tendran P(1, 1)* conejos, y que la
poblacion se duplique equivale a tendran P(1, 1)*= 2P, esto es (1, 1)"= 2. Tomando
logaritmos en base 2 resulta:

1
log, 1,1

1=log,2=log, 1,1 = xlog, 1,1= x = =7,27 meses

m Dibuja en el mismo plano las grdficas de las

funciones f: R — (0,+x) y g:(0,+x) > R
x B f(x)=3" x > log; x
Explica la relacion entre las mismas.

Se advierte que un punto P=(x, y) pertenece a la grafica
de fsiy solo si el punto Q= (y, x) simkrico de P respecto
delarecta y= xpertenece a la grafica de g.

Por tanto, podemos dibujar una de las graficas a partir de la otra.

Un cubito de hielo se introduce en agua liquida y, cada minuto que pasa,
el 10 % del volumen se transforma en agua liquida. ¢{Cudanto tiempo
tfranscurre hasta que se derrite la mitad del cubito?

Si el volumen inicial del cubito vale V, tras pasar un minuto su volumen es rV, donde:

_9

10

Al cabo de un minuto mas el volumen del cubito de hielo es r- (rV) = r*V, y asi
sucesivamente.

r

Por tanto, tras x minutos el volumen del cubito es r'V, y se trata de encontrar x

de modo que rV= EV’ es decir, 2r'=1, o lo que es igual:

2-(%) —162.9" 210" & 2.3% =10"

Tomando logaritmos en base 10 resulta:
x=10g1510" =log,o(2-3%) =log,, 2 +2x10g1, 3 = x(1-2-log,, 3) =log,, 2 =

log,, 2

X2m56,55 min
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Problemas

Una parie del sueldo ce un vendedor a domicilio es propordonal al cuadrado del

noenerode obj &os que vende. El mes pasado vendiX 6 objetos y fue remunerado,
por este concepto con 360 K.

a) Expresa la relacion funcional entre este complemento salarial y el nimero de
objetos vendidos.

Sea ¢(x) el complemento, expresado enl, que el vendedor obtiene por vender x
objetos. Sabemos que existe un nimero real a tal que c(x) = ax’y ¢(6) = 360.

Por tanto, 360 = 267, luego a= 10.

Asi que c(x) = 10x* es la relacion buscada.

b) Sisu salario base es de 1 000 K y este mes ha vendido un 50 % mds de objetos
que el pasado, i,en qué porcentaje excede este mes su salario respecto del
recibido el mes anterior?

El salario recibido el mes pasado fue 1 360 K. Este mes ha vendido 9 objetos,
por los que ha recibido un complemento de ¢(9) =1 0(9%)=810K. Por ello,
el salario de este mes ha excedido al del mes pasado en:

o(9) - ¢(6) =810 - 360 =450K

Por tanto, el cociente entre la diferencia salarial y el salario del mes anterior es

450 _ 45 lo que significa un aumento del:
1360 136, ° 7 '
45 o _(1125),, _ 0
(%).mo A’_( 34 ) r=52.09%

De entretodos los rectAngulos cuyo perifnetroes 36 m, {cudnto vale el Area
e It ect Ahgu lo mayor ?

La suma de las longitudes de dos lados consecutivos de cualquiera de estos
rectangulos es 18 m, luego miden xy 18 —x metros. Ambas longitudes son positivas,
luego O < x< 18 — x, es decir, x pertenece al intervalo (O, 18). El 4rea de este
rectangulo mide x (18 — x), luego se trata de calcular el valor maximo de la funcion:

£:(0,18) >R
x> x(18—x)

Para ello, basta reescribir f(x) como sigue:
f(X) = 16X—X2 :—(X2 — 18)() :—((x_ 9)2 — 81 ) =81-— (X— 9)2

Su valor es maximo si el sustraendo es minimo, esto es, si x=9 y por tanto, el area
méxima es f(x) = &1 m>,

Observamos que este valor maximo se alcanza para el cuadrado de lado 9 m.
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Problemas &

La altura h(t), med da en cm, que alcanza una pelota en el instante f segu ndos
trcs ser lanzada hacia arrba con cierta velocidad inicial es h(f) = 196f — 9, 8.
Calad a la altra mAima alcanzada por la pelota y en qu@instante la alcanza.
¢CuAnto tarda la pelota en volver al suelo?

Se trata de calcular, en primer lugar, el valor maximo de la funcion:
h:[0,+0) >R

t>196t—9,8t?
Escribimos h(t) de otro modo:

h(t)=-9,8 - (t* —20t) =-9,8 - (t—10)* - 100) =980 - 9,8 - (t— 10)?

El valor maximo de esta resta se alcanza cuando el sustraendo es minimo, es decir, si
t=10y la altura maxima es h(10) =980 cm.

Por otro lado, la pelota vuelve al suelo cuando h(t) =0, 0 sea, —9,6 - (t—20) =0, que
se alcanza en el instante inicial t=0y en t= 20 s. Por tanto, la pelota tarda 20 s
en llegar al suelo.

La fuerza con la que una carga el@ctrica positiva atrae a la carga unidad
nega tiva es inver samente prooordonal al cuadrado de la distancia que las
separa Si a una distancia x, le corresponde una fuerz de atracciXn de 6 N
¢cuAdl es la fuerz de atroccin si la distancia se reduce a la mitad?

La fuerza de atraccion entre cargas que distan x viene dada por una funcién
de la forma:

f:(0,+X)—(0,+X)

fo(x)zi
X

para cierto nimero real X.

El dato del enunciado afirma que 6 =f(x,)= LZ .y se trata de calcular la fuerza f,
Xo

. . X
que corresponde a la distancia x, = 2 entre las cargas:

2
A Y 4\
ﬁ—f(x1):x_2:(x 2:)(_2:24N
1 (0] (o]
%

Un ca pital coloca do a inter@ compuesto al 2/ anual, se ha converido en 5 aoes
en 10000 X. ;CuA erael capital inicial?

La funcién f(x) = C, - (1,02)"rige el proceso de capitalizacion. Se trata de calcular
Co sabiendo que f(5) = 10000, esto es, 10000 =C, - (1 ,02)°, luego:

C,=9057,31K
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¢Existe alguna funcién lineal cuya grdfica pase por los puntos (2, 1), (1,0)
y (3.2)?

Hay que averiguar si existen niimeros reales m+ O y ntales que la funcién f(x) = mx+n
cumpla las condiciones f(2) =1, f(1) =0y f(3) = 2. Esto equivale a que:

2m+n=1
m+n=0
3d3m+n=2

De las dos primeras ecuaciones se deduce, restando, que m=1yn=-1,
que tambih satisfacen la tercera, por lo que la funcion lineal f(x) = x— 1
cumple lo requerido.

Encuentra las ecuaciones de tres rectas oY
horizontales que corten en dos, uno y ningln — |
punto, respectivamente, a la grdafica de la
funcién cuadrdtica f(x) = —-x* + 6x — 5.

La grafica de fes una parabola de viktice V= (3, 4). En
consecuencia, falcanza en x= 3 su maximo, y f(3) = 4.
Por tanto, la recta de ecuacion y = 1 corta a la grafica
de fen dos puntos, la recta de ecuacién y = 4 la corta
en un tnico punto, que es V, mientras que la recta de
ecuacion y =5 no la corta.

-X+2 si 2<x<0
Dibuja la grafica de la funcion f: RK R:X - (X + 2 si 0<x<2
y decide si se trata de una funcién X2—6x+12 si 2<x<4

continua. Encuentra los minimos relativos
de esta funcion.

Vamos a dibujar cada una de las ramas de la grafica de f.
La primera, es el segmento que une los puntos (-2, 4)y

(O, 2). La segunda rama es el segmento de recta que une
los puntos (0, 2) y (2, 4). Por ultimo, la tercera rama es
un arco de parabola céncava de vdrtice (3, 3) que pasa Loy

por los puntos (2, 4) y (4, 4). o

Se aprecia que la grafica se puede dibujar sin levantar el
lapiz del papel, asi que la funcién fes continua. La funcion
falcanza en x=0 y en x= 3 minimos relativos. Dichos
valores son f(0) =2y f(3) = 3.

777777777777777777777777777777777777
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(2

Encuentra todos los nimeros reales x que cumplen la igualdad
22X _ 22X 1 4=0

La ecuacién se reescribe (2%)° — (2%) - 2*+ 4 =0, y llamando z= 2" resulta:
Z—4z+4=0

La tnica raiz de esta ecuacion de segundo grado es z= 2, luego 2" =z=2=2",
asi que: x="1

Encuentra los puntos comunes a las grdficas de las funciones
f(x) = x* - 2x+ 3y g(x) = — X* + 2x + 3. Representa en un mismo sistema
de ejes cartesianos las graficas de ambas funciones.

Un punto P=(x,y) pertenece a ambas graficas si:

x> —2x+3=y=—x’+2x+32x° - 4x=0 =2x(x-2)=0=>x=00x=2

Como f(0)=4(0) =3y f(2) =g(2) = 3, los puntos
comunes a ambas graficas son P=(0,3)y Q=(2, 3). La
grafica de fes una parabola concava cuyo viktice es el
punto V, = (1, 2), mientras que la grafica de g es una
parébola convexa cuyo viktice es el punto V, = (1, 4).

La grafica de fno corta al eje de abscisas pues

%, — 2x+3=(x—1)*+ 2 > 0 para todo niimero real x,
mientras que la de g corta al eje de abscisas en los
puntos (-1,0)y (3,0),pues —x° + 2x+3=0siysolosi | ig| ' | | | | |
x=30x=-1.

Un jugador apuesta en un casino a doble o nada, es decir, apuesta una
cantidad inicial de CKX y, si gana en la siguiente jugada, recibe esa
misma cantidad, pasando a tener 2C X, mientras que si pierde se queda
sin nada.

A continuacién, vuelve a jugar, de modo que si gana pasa a tener 4CK
y si pierde se queda sin nada. Tras ganar n veces seguidas se retira, y
observa que tiene 1183744 KX.

Sabiendo que la cantidad inicial C es un nimero entero impar, calculala
y averigua cudntas partidas gané el jugador.

Tras ganar nveces seguidas el jugador se retira con 2" CX, luego:
2"C=1183744=2"%.17%

Como Ces un entero impar se deduce que el jugador gané n= 12 partidas y comenzé a
jugar con:

C=17?=289K

”
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Estadistica
11.1. Poblacién y muestra

k Poblacion es el conjunto formado por tfodos los elementos (individuos, objetos) sobre
los que se quiere realizar un estudio estadistico, es decir, observar o medir alguna
k caracteristica. Una muestra es un subconjunto de la poblacién. Se dice que la mues-

tra es representativa si es un fiel reflejo, respecto de la caracteristica que se desea
H estudiar, de la poblacién que se quiere analizar.

Para que la muestra sea representativa, en ella se debe conservar la proporcién en
I-\ gue est@n presentes en la poblacion los distintos intfegrantes de la misma.

n En un estudio de una poblacién formada por 1800 personas de las que
1200 son mujeres. ;Como debe estar compuesta una muestra
representativa de 60 personas?

Llamamos h al nimero de hombres elegidos en la muestra y m al de mujeres. Para
mantener las proporciones presentes en la poblacio’n ha de cumplirse que:

1200 _ m_
1800 60

Asi, el nimero de hombres en la muestra es 20 y el de mujeres es 40.

=m=40; h=60-40=20

n Indica si conviene realizar los siguientes estudios estadisticos tomando
poblaciones o muestras:

a) La edad a la que comienzan a leer los nices finlandeses.
b) El precio de los vehiculos de alta gama vendidos en Espacel en el Ultimo ace.

c) El peso de los jugadores del equipo de fatbol mds importante de tu ciudad.

En el caso c) la poblacién esta constituida por pocos miembros, por lo que

es innecesario tomar muestras. Al contrario que en a) y b) en los que el tamaap
de la poblacién es muy grande, por lo que la seleccién de una muestra es
imprescindible.

n Se ha tomado una muestra de los precios del mismo producto en 10
comercios, elegidos al azar, y se han encontrado los siguientes precios:
095K, 1,08K 097X 1,12K, 0,99 K, 1,06 X, 1,05K, 1K, 0,99 X y 0,98 X.
¢Cudl es la media muestral?

La media muestral es la media de los diez precios dados, esto es:

0,95+1,06+0,97+1,12+0,99+1,07+1,05+1+0,99+0,9&

10 =1,02K
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Para construir muestras representativas se tfienen que emplear procedimientos alea-
torios, es decir, se debe cumplir que todos los elementos de la poblacién tengan la
misma probabilidad de ser elegidos como miembros de la muestra.

Entre los tipos de muestreo se distinguen aquellos en los que la seleccidn de la mues-
fra se realiza sin reemplazamiento y aquellos en que se realiza con reemplazamiento.
En los primeros, si un individuo es elegido para formar parte de la muestra es excluido
del proceso de seleccion de nuevos miembros, y esto no sucede asi en el segundo,
en el que un mismo individuo puede formar parte varias veces de la muestra selec-
cionada.

J J J T T

n Indica si los siguientes métodos de obtencion de una muestra
son adecuados.

a) Para un estudio sobre las actividades de ocio preferidas por los habitantes
de una localidad, encuestamos a 100 personas al azar a la salida de un partido
de fatbol.

b) Queremos estimar la estatura media de los 2000 nioes de 10 aces de una
localidad y elegimos al azar 20 colegios de la localidad y 5 nices de cada
uno.

¢) En una localidad de 3000 habitantes se quiere construir un centro de
ocio. Los habitantes se distribuyen por edades como sigue: 700 nices, 750
jovenes, 1100 adultos y 450 ancianos. Para averiguar qué tipo de actividades
les gustaria que hubiera en dicho centro, se selecciona al azar una muestra
de 100 personas para ser encuestadas, constituida por 20 nioes, 25 jdvenes,
26 adultos y 29 ancianos.

d) En un barrio hay 400 habitantes, distribuidos en cuatro urbanizaciones: el
12% viven en A, el 20% en B, el 36% en C y el 32% en D. Para comprobar el
grado de satisfaccion con los servicios de limpieza y basuras se selecciona
una muestra de 50 personas del modo siguiente: 6 habitantes de A, 10 de B,
18 de Cy 16 de D.

No son adecuados los mtodos empleados en los apartados a) y c) pues en

el primero solo se considera a un grupo (el que acude al partido de fiitbol)

dentro de la poblacidn y en el tercero la muestra no mantiene, ni siquiera
aproximadamente, las proporciones de los distintos grupos de edades presentes
en la poblacién.

En el caso de los apartados b) y d) si se esta escogiendo de forma correctalla
muestra. Se emplean prodedimientos aleatorios y, en el caso d), la muestra
mantiene las proporciones de habitantes en cada urbanizacion.
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11.2. Graficos Estadisticos

R

Dada una coleccién de datos se llama frecuencia absoluta de uno de ellos al ndme-
ro de veces que dicho dato se repite. Se cumple que la suma de las frecuencias
absolutas de todos los valores es el total de datos de nuestro estudio.

Liamamos frecuencia relativa al cociente entre la frecuencia absoluta y el total de

los valores es igual a 1.

I-’ datos de nuestro estudio. Se cumple que la suma de las frecuencias relativas de fodos
|

ﬂ Se ha preguntado a los 25 alumnos de una clase sobre el nUmero de piezas

de fruta que comen al dia. Sus respuestas han sido las siguientes:
2,0,31,1,1,2321,1,0,0,1,3,3,3,2,3,32,221,1

¢Cudles son las frecuencias absolutas? ¢Y las relativas?

Los datos obtenidos son x, =0, x, =1, x; = 2,y x, = 3, las frecuencias absolutas son
f,=3,f,=8,f;=7yf,=7 porlo que las frecuencias relativas son f,, = %, f,= 28—5,

7 7
fo= 25" 25

k Se llama frecuencia absoluta acumulada +&ima al ndmero: F=f + ... + f.

I.‘ Y frecuencia relativa acumulada - &ima al nUmero: F, =1, + ... + f;

La frecuencia porcentual i- &ima es el fanto por ciento al que equivale la frecuencia
L relativa de un dato particular.

n Representa en forma de tabla los datos del Ejercicio anterior, sus frecuencias

absolutas y relativas ordinarias, acumuladas y porcentuales.

. Frecuencia . Frecuencia . Frecuencia
Frecuencia Frecuencia . Frecuencia
i absoluta . relativa porcentual
absoluta relativa porcentual
acumulada acumulada acumulada
3 3 o o
(0] 3 3 55 25 12% 12%
& 11 o o
1 & 11 25 25 32% 44
7 18 o o
2 7 186 55 55 26% 72%
7 o o
3 7 25 55 1 28 % 100 %
Total 25 1 100 %
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Los diagramas de barras, poligonos de frecuencias
y diagramas sectoriales, son grdficos que se
emplean para representar las frecuencias absolutas
y relativas.

Ejemplo: El siguiente diagrama de barras representa
una poblacién cuyos datos son los que figuran en la
siguiente tabla:

1 2
0 6

3
10

4
5

5 6
4 1

Para construir el poligono de frecuencias basta unir
mediante una poligonal los extremos superiores de las
barras representadas en el diagrama de barras.

Esta informacidn se puede reflejar en un diagrama sec-
torial. Los grados de cada sector se calculan multipli-
cando su frecuencia relativa por 360°.

OaSaSabab bbb eb o

DX oliX| XD (XXX

HIXRENXN dX
PRRRIIIXIXTETY

_ ) dEXRKK X dX

3 4 5 6
(XD o] XX DA XX I RO

L
@2
O3
04
|5
0Oe6

n Las estaturas de los 25 alumnos de una clase estdan agrupadas segin

la tabla:
Altura (cm) [155, 165) [165, 175) [175, 185) [185, 195]
N.° de alumnos 5 7 8 5
Expresa en forma de tabla las frecuencias de cada intervalo.
. Frecuencia . Frecuencia . Frecuencia
Frecuencia Frecuencia . Frecuencia
Altura absoluta . relativa porcentual
absoluta relativa porcentual
acumulada acumulada acumulada
1 1 0, 0,
I 5 5 5 5 20% 20%
7 1 2 0, 0,
L 7 12 55 25 26% 48 %
8 4 0, 0,
I & 20 55 5 32 % &0%
I, 5 25 % 1 20% 100%
Total 25 1 100 %

Denotamos los intervalos mediante
I,=[155,165), I,=[165,175), I;=[175, 185),

1,=[185, 195]
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n Completa la siguiente tabla para que los datos

reflejen lo mostrado en el sector circular.

w1
=2
X; 1 2 3 4 o3
Frecuencia o o o 9 o
25% ||12,5%||12,5%|| 50%
porcentual

n Se muestran en la tabla adjunta las 100 1 4 1

5926535897932384E¢6

primeras cifras decimales del nUmero 26433832795026641971

n = 3,14159265358979323846...:
Representa en un diagrama de barras
la frecuencia de aparicion de los

6939937510582097494414

592307816406286208929

digitos. 86280348253421170679

Digito oll1] 2| 3] 4

5 6 7 5/ 9

Frecuencia & & 12 (| 11 || 10

111 & || 10 || 14

gitud los rect@dngulos del hisftograma se constru-

yen de modo que la superficie de cada uno es

proporcional a la frecuencia del intervalo corres- g
pondiente. =
Ejemplo: E

Representamos a continuacion el histograma y el
poligono de frecuencias de los datos presentados
en la siguiente tabla de frecuencias:

Cuando los datos aparecen agrupados en intervalos se suele construir un histograma.
Esto es, una representacion grdfica en forma de rectdngulos, cuya altura es la fre-
cuencia del correspondiente intervalo. Cuando los intervalos no son de la misma lon-

X

oO=NWhuoNX

155 165 175  1K5 15
ORI (XX )

[155, 165) [165, 175)

[175,185) || [185, 195]

L I

8 5

TS TS T J
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11.3. M didas de centralizacion

Las medidas de centralizaciéon de una serie de datos son valores con los que se pre-
tende resumir parte de la informacién proporcionada por todos ellos.

La media aritmética de una serie de datos numéricos x;, X, ..., X, cuyas frecuencias
absolutas son f;, ¥ , f, es el nUmero:

%= X +R + X
N
donde N=f; +X + f, es el nUmero total de datos. Cuando los datos aparecen agrupao-

dos en intervalos se toman las marcas de clase de los intervalos, es decir, el punto
medio de cada infervalo.

m Encuentra la media aritmética de la altura de 25 alumnos sabiendo que:

Altura (cm) [155, 165) [165, 175) [175, 185) [185, 195]
Marca de clase 160 170 180 190
N.° de alumnos 5 7 8 5

Hemos de trabajar con las marcas de clase y las frecuencias de los intervalos.

La media aritm&kica es:
- fix,+ %, +Faxs +Fix, _ 160-5+170-7+1860-6+190-5

N 25 =175,2

H Un ndmero M, es mediana de una serie de datos si cumple que una vez ordenados

los datos de menor a mayor M, deja a su izquierda el mismo ndmero de observacio-
l‘ nes que a su derecha. Si el nUmero de datos es par fomaremos como mediana la
. media aritmética de los dos valores centrales.

n La mediade x, 4x -3, x+ 4, - 16, 9y x - 5 es 4. ;Cudnto vale la mediana
de estos seis niimeros?

Como la media es 4 se tiene:

x+(4x—3)+(x+4)+(-16)+9+(x—5)

4=x= =24=7x-11=x=5

6
Por tanto, debemos calcular la mediana de los siguientes datos: 5,17,9,-16,9y 0.
Ordenados de menor a mayor: —16,0,5,9,9,17 = M,= 5 ; 9 - 7
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(A qué se llama mediana cuando no cono-
cemos exactamente los datos ni sus fre-
cuencias sino los intervalos a los que perte-
necen? En tal caso, se considera la recta
gue une los puntos del plano

N | ==

P=X_. F) y Q=X 1)

que corresponden a los extremos del inter-
valo mediano y las frecuencias acumulo-
das de sus extremos, y se llama mediana a
la abscisa M, del punto de dicha recta

Ra:

Xig1 Ky x;

cuya ordenada es N. Una ecuaciéon de
dicha recta es:
F-F

y—F mﬁ(X— X;-1)

1 =

: . N
Buscamos la abscisa del punto de la recta anterior cuya ordenada es ?

N
N, _FF 2 "
E—Fj—1=m(X—X1_1):>Me=X=Xj—1+m(xf_XH)

R
X
X
X
X
X
X
X
N
X
:

n En la siguiente tabla aparecen los pesos, agrupados en intervalos,
de los 30 alumnos de un curso. Construye la tabla de las frecuencias
acumuladas, calcula su mediana y representa los datos en un diagrama
de barras.

Peso en kg (30, 40)

[40, 50)

(50, 60)

[60, 70)

[70, 80)

Frecuencia 2

4

15

8

1

Frecuencia

2
acumulada

6

21

29

30

El intervalo mediano es [50, 60) ya

que g =15. Por tanto,

N
2 Fi
M=x,_1+—-——(x;
J=1 Fj_Fj—‘I( J

e

—X; 1)

15-6

:>M,2:5O+2,I_6

-10=56

1 4 4 Estadistica
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La moda de una coleccidén de datos numéricos es el valor o valores cuya frecuencia

m ¢Cudl es la moda de la coleccién

SaBob oSS obub bl

de datos representados en el
siguiente diagrama de barras?

La frecuencia absoluta mayores N=8,
luego la moda es x5 = 3.

O=NWARUOCNXX

absoluta es mayor.
1T 2 T 3 T 4 T 5 T 6
Cuando no se conoce exactamente el

valor de los datos sino solo su distribu- 5
cién por intervalos, se llama intervalo
modal a aquél cuya frecuencia absolu- g

. : L g Yo
ta por unidad de longitud sea maxima. g |

Supongamos que dicho intervalo es
[x. x;.1) Y su frecuencia es f. Entonces la
moda, Mo viene dada por la siguiente
férmula:

Xim1 X Mg Xim1

fi_fi_1 )(X/'+1_Xj)

Mo = x. +
! (G_fj—'l)-l_(ﬁ_f/#'l

que se obtiene al intersecar los segmentos mostrados en la figura.

Si los intervalos no tuvieran todos la misma amplitud se sustituye cada una de las fre-
cuencias que aparecen en la férmula anterior por la altura del correspondiente rec-
téngulo.

m ¢Cudl es el intervalo modal y la moda de la coleccion de datos de altura

de un grupo de alumnos usado en actividades anteriores?

Altura (cm) (155, 165) || [165,175) || [175,185) || [185, 195]

N.° de alumnos 5 7 8 5

Puesto que en este caso todos los intervalos tienen la misma longitud
el intervalo modal es el de mayor frecuencia absoluta, que es [175,185).
La moda es:

&-7

Mo=175+ g =7 1 (8-5)

-10=177.5
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m Calcula graficamente la moda de los

datos que aparecen representados
en el siguiente histograma.
Comprueba que coincide con el valor
obtenido aplicando la férmula.

Calculamos la moda graficamente. Para ello
trazamos dos segmentos. El primero tiene
por extremos los puntos (8,2,12)y(8,8,6)yel segundo (8,2,9)y (8,8, 12).
Asi, la moda es la abscisa del punto de interseccién de ambos segmentos, es decir,
Mo=56,4.

Por otro lado, si aplicamos la férmula obtenemos el mismo resultado:

12-9
(12-9)+(12-6)

Mo=86,2+ -0,6=86,4

Dado un ndmero p comprendido entre 0y 1 se dice que un ndmero x, es un cuantil
de orden p de un conjunto de datos si el 100p % de los datos es menor o igual que x,,
y el 100(1 - p) % de los datos es mayor o igual que Xx,.

Es importante secaillar que no cabe hablar del cuantil de orden p sino de un cuantil
de orden p; normalmente buscamos un cuantil que se corresponda con uno de los
datfos. Algunos cuantiles se emplean con mads frecuencia que ofros, y por ello reciben
nombres y notaciones especiales:

|—

m Un nUmero &, es primer cuartil si es cuantil de orden p = —.

1 . .
= o es decir, coincide

o

® Un ndmero Q, es segundo cuartil si es cuantil de orden
con la mediana.

B Y un nUmero &, es tercer cuartil si es cuantil de orden p = %

Los cuartiles dividen el conjunto total de datos en cuatro partes iguales. Son medidas
de posicion.

n Encuentra ,, , y ; entre los datos dados en la siguiente tabla:

Datos 0 1 2 4 5 6 7 8 9

Frecuencias 2 1 3 1 3 1 2 1 1

Ordenamos los datos de menor
a mayory, como hay 15 datos, 0,0 1, @ 2, 2, 4, @ 5. 5, 6, @ 7.8 9
los cuantiles pedidos son los X X

seazlados en la figura. Q M.=Q, Qs
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11.4. M didas de dispersién

Las medidas de centralizaciéon nos indican donde se encuentra el centro de las
observaciones, pero son insuficientes para describir la poblacién o muestra que que-
remos estudiar. Por ejemplo, las siguientes muestras:

{0, 10, 50, 50, 90, 100} vy {48, 49, 50, 50, 51, 52}
Son muy distintas. Sin embargo, en los dos casos la media, la mediana y la moda

valen 50.

Por ello es conveniente intfroducir medidas de lo que se alejan los datos de los valores
centrales. Esas son las llamadas medidas de dispersion.

Se llama desviaciéon absoluta media de los datos x;,K , x,, cuyas frecuencias absolutas
denotamos f,,X , f, y cuya media denotamos x, al nUmero

D; = %(fdx] — x|+ ] —}D

donde N=f; +K + f,.

n Calcula la desviacion absoluta media de los datos de la siguiente
variable estadistica.

Datos 0 1 2 3 4 5

Frecuencias 3 4 5 6 2 4

El nimero total de datos es:
N=fi+..+f,=3+4+5+6+2+4=24

La media aritm&kica es:

fix;+.. +fexe _0-3+1-4+2-5+3-6+4-2+5-4_60_5

X N 24 24 2

Por lo tanto la desviacién absoluta media es:

1
D;:ﬁ(ﬂ|x1_ﬂ+"'+fe|x6_ﬂ):

So4\2 g TA GO pr6 g2 oA S =052

24

1 4
3
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k B El rango, R, también llamado amplitud o recorrido, es la diferencia entre el mayor
y el menor de los datos de la muestra.

B Se llama varianza de los datos x;, B , Xx,, cuyas frecuencias absolutas denotamos
f,, ® , f, y cuya media denotamos X, al nUmero:

_ f1X12+"'+ka/3 e

1 - _
Vor=0'2=N(ﬁ(x1—x)2+~-+fk(xk—x)2) m

donde N=f, +K + f,.

m Se llama desviacion tipica de los datos x;, K , x, a la raiz cuadrada positiva de la
varianza, es decir, 6 = ~/Var.

Cuando los datos aparecen agrupados en intervalos los pardmetros anteriores se cal-
culan del mismo modo, aunque cada x; denota la marca de clase del intervalo corres-
pondiente.

ST J

n Calcula la varianza y la desviacion tipica de los datos de la siguiente
variable estadistica:

Datos 0 1 2 3

Frecuencias 3 8 7 7

El nimero total de datos es N=f, +X + f,= 25, cuya media aritmkica es:

. fix,+ %, +fs%xs +u%x,  8-1+7-2+7-3 _43
B N B 25 - 25

Por tanto la varianza vale

Varo 20 +8 1 +7.2°+7.3 _(45)2_ 626

25 25] T 625

V626
25

y la desviacioén tipicaes 0 =

Se denomina rango intercuartilico o recorrido intercuartilico de una serie de datos, y se
denota R; a la diferencia entre aquellos datos &; y &, que son tercer y primer cuartil,
es decir, R= &, — Q.
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m Encuentra el rango intercuartilico entre los datos cuya tabla de
frecuencias es la siguiente:

Datos 0 1 2 4 5 6 /7 8 9

Frecuencias 2 1 3 1 3 1 2 1 1

R=Q—-Q,=7-2=5

m Calcula el rango intercuartilico de las calificaciones obtenidas por los
alumnos de 4° de ESO en la asignatura de Informatica, que son las
siguientes.

Nota 1 2 3 4 5 6 7 8 9
N.° de alumnos 2 2 4 5 8 9 3 4 3

El nimero de alumnos es N= 40 , luego N_ 10y 3- N_ 30. Como las frecuencias

4 4
acumuladas son:

X, 1 2 3 4 5 6 7 & 9
i 2 4 & ||13 || 21| 30 || 33 | 37 || 40

6+7
2

Los cuartiles pedidos son Q, =4y Q5 = =6,5. Por tanto, el rango intercuartilico

es:R=65—-4=25

m Calcula los cuartiles de la serie de datos proporcionada por la siguiente

tabla:
X; Frecuencias Fr. acumuladas
2 3 3
3 6 9
4 8 17
5 11 28
Total= 28

Eltotal de datos es N= 28, por lo que

N_o N_ N_
2=75=14y3.3=21.

luego ;=3 ,Q,=4y Q;=5.
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Problemas

Al firor un dodo 100 veces hemos obtenido los sigu ientes resultados:

Puntuacion | 1 || 2 || 3 || 4 || 5 || 6 |
N°deveces | 16 || 14 || 20 || 18 || 12 || 20 |

Construye una tabla con las frecuencias absolutas, relativas y acumuladas.

F . Frecuencia . Frecuencia
recuencia Frecuencia .
X; bsolut absoluta lati relativa
absoluta acumulada relativa acumulada
| 1 I 16 || 16 || o016 || o016 |
| 2 I 14 || 30 || o014 | o030 |
. 3 Jl 20 | s0 || o2 | o050 |
| 4 I 1 || e || o1 || oee |
| 5 I 12 | e || o012 | o080 |
| 6 || 20 || 100 | 02 | 1 |
| _Total || 100 || 1 |

Se ha realizado una encuesta en 40 hoga res pregu ntando por el noenero
celnd viduos que viven en el domicilio. Las respuestas obtenidas han sido:
7.1,1,3,2,6,4,5,6,4,4,1,3,5,3,.2,4,1,6,2,3,4,5,5,6,2,3,3,2,2,1,8,
3.5,3.4,7,2, 3,5.

a) Haz la tabla con la frecuencia absoluta y relativa, acumulada y porcentual.

. Frecuencia . Frecuencia . Frecuencia
Frecuencia Frecuencia . Frecuencia
X; absoluta . relativa porcentual
absoluta relativa porcentual
acumulada acumulada acumulada
1| 5 I 5 | 0125 || 0125 || 125% || 125%
| 2 | 7 | 12 || 01758 || 03 || 175% | 30%
BER 9 | 21 || 0225 | 0525 | 225% | 525%
| 4 | 6 | 27 || o015 | 0675 || 15% | 675%
| 5 || 6 | 33 || o015 | o825 | 15% | 825%
| 6 || 4 | 37 || o1 || 0925 | 10% | 925%
| 7 | 2 | 39 || o005 | 0975 || 5% | 975%
| & || 1 | 40 || 0025 || 1 | 25% || 100%

b) (Qué proporcién de hogares estd compuesto por tres o menos personas?

Leyendo la casilla de |a fila tercera y la dltima columna deducimos que un 52,5% de
hogares est4 compuesto por tres o menos personas.
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Problemas &

m Se ha realizado una encuesta entre 250 automovilistas, a los que se les ha
preguntado cuAntos puntos les quedan en su carnet, con estos resultados:

Puntos

[0. 2)

2. 4)

[4. 6)

[6. 8)

(8. 10]

N.° de automovilistas

25

50

100

50

25

a) Representa gréficamente esta distribucion de frecuencias mediante un

diagrama de barras.

120

100

X0

60

40

RIXEKK XIXERRN

20
0

4

6 X

OO0 0O

10

b) (Qué tanto por ciento de automovilistas conservan menos de 4 puntos?

La proporcion de automovilistas que conservan menos de 4 puntos es

o lo que es lo mismo, el 30%

c) Calcula la media y la desviacion tipica de la muestra.

X =

1-25+3-50+5-100+7-50+9-25 _ 1250 _

250

- 250 =9

2 2 2 2 2
G:M:f .25+32.50+52-100+72-50+9°-25 _

=./29,6-25=2,19

250

52 =

75 _ 3
250 10’

Lucky ha dotenido en esta evaluacin, las siguientes calificaciones en los
exAimenes de Laith: 6, 75,5, 8,5, 9,5y 7,5 ;Qud nota tendr£que sacar en el omico
examen que le queda por realizar par aobtener una nota media de 7, /5?

Llamando x a la calificacion que debe obtener Lucia, se cumple que

6,75+5+8,25+9,5+ 7,5 +x

6

=7,75=37+x=6-7,75=46,5=x=9,5

Por tanto, Lucia ha de obtener un 9,5 en el unico examen que le queda por realizar.

Estadistica 1 5 1



A\

"

w CR | CR/ N\

Calcula la media, la mediana y la
moda de la serie cuyos datos estan
representados en este diagrama.
(En el eje vertical aparecen las
frecuencias absolutas de los datos).

o = N W b~ U1 OO N

Recogemos los datos y sus frecuencias en
una tabla:

T T 2 T3 T s T s T s

Nota 1 2 3 4 5 %)

Frecuencias absolutas 2 4 (5] 5 3 4

Frecuencias acumuladas 2 6 12 17 20 24

La media es:

2:1+4-2+6-3+5-4+3-5+4-6 _87 _29
24 24 &

X =

Como el nimero total de datos es 24, que es par, la mediana M, es la media de los
datos que, al ordenarlos de menor a mayor, ocupan los lugares 12y 13, esto es:

_3+4_7
T 2 2

Por liltimo, la moda Mo es el valor con mayor frecuencia absoluta, es decir, el que
corresponde a la barra de mayor altura. Por tanto, Mo= 3.

M

Las calificaciones obtenidas por Pedro y Luis en Quimica son las siguientes:
Pedro: 2, 3,5, 7y 8 Luis: 2, 3,4,8y 8
¢Cudl de ellos posee unas calificaciones mas dispersas?

Ambos tienen la misma nota media pues:

- 2+3+5+7+86 5= 2+3+4+6+86

5 5
Sin embargo las varianzas no coinciden, pues en el primer caso,

2 2 2 2 2
Var1=(2—5) +(3-5) +(5—55) +(7-5)"+(&-5) =9+4+g+4+9=5’2

mientras que en el segundo,

2 2 2 2 2
Var2:(2—5) +(3-5) +(4—55) +(&-5)"+(8-5) =9+4+;+9+9:6,4

Por tanto, las notas de Luis son mas dispersas, o lo que es igual, Pedro ha obtenido
unas calificaciones mas homogtheas.
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Cvaluacion

{3  La siguiente serie de datos 2, 4, 6, a, 10, b, 14 estd ordenada de menor a
mayor y tanto su mediana como su media es 8. Calcula a y b.

Se trata de una serie con 7 datos y, como este es un nimero impar, la mediana
es el que ocupa el cuarto lugar, que es a . Pero nos dicen que la mediana vale 8,
asi que a= 8. Ademas, tambith la media es x = &, luego:

2+4+6+6+10+b+14 N 44 +b

7 7 =86=b=12

&=x=

(4 ;Cudles son los cuartiles que son datos de las siguientes series de datos,
en las que aparecen las frecuencias acumuladas F;, de cada uno de

ellos?

X; F, X F;

2 8 2 6

4 14 4 14
5 32 5 32
7 52 7 52
10 66 10 64
13 70

En la primera serie el nimero total de datos es N=70, por lo que:

N_175 N_3z5. 3. N_
2=175 5=35,3-,=525

Y se desprende directamente de la tabla de frecuencias absolutas que:
Q1 :5, a2:7, Q5=1O

La segunda serie tiene N= 64 datos, luego:

N_j6 N_ N_
2=16 5=382,3.,=48

Y se desprende directamente de la tabla de frecuencias absolutas que:

5+7
2

Q,=5,Q,= =6,Q,=7

Estadistica 1 5 3



Combinatoria
12.1. Diversos modos de contar

Vamos a describir procedimientos para contar el nUmero de formas de agrupar obje-
tos segln ciertos criterios. Los mds sencillos son:

m Principio de la suma: Si un proceso de seleccidn puede realizarse de dos formas
excluyentes de modo que, la primera adminte m resultados posibles y la segun-
I-‘ da n, entonces el nUmero total de elecciones posibles es m + n.

B Principio del producto: Si un proceso de seleccidon puede descomponerse en las
I\ etapas primera y segunda, y si existen m resultados posibles de la primera etapa y
Si, para cada uno de estos resultados, existen n resultados posibles para la segun-

I‘} da etapa, entonces el nUmero total de elecciones posibles es m - n.

n Tenemos tres diferentes lugares para comer pizza; dos para hamburguesa
y cuatro para pollo. ;A cudntos lugares distintos podemos ir a cenar?

Aplicando el principio de la suma podemos iracenara 3 + 2 + 4 = 9 lugares
diferentes.

n En el cajon de Luisa hay 5 bufandas y 4 gorros, ¢de cudntos modos
diferentes podria combinarlos?

Aplicando el principio del producto obtenemos 5 - 4 = 20 combinaciones posibles
distintas.

n Un arbol tiene 12 brazos, de cada brazo salen 8 ramas y en cada rama
hay 50 hojas. {Cudntas hojas tiene el arbol en total?

Aplicando el principio del producto, el nimero total de hojas es:
12-8-50=4800

n Isabel tiene 2 jerseys, 2 pantalones, un par de zapatos, un par de botas
y un par de deportivas. ¢{De cudntas formas distintas puede vestirse?

Aplicando el principio del producto obtenemos que Isabel se puede vestir de
2-2-3=12 formasdistintas.
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ﬂ Los menus de un colegio constan de tres platos. Como primer plato se
puede elegir legumbres o ensalada, como segundo se puede elegir entre
carne, pescado y huevos, y como tercer plato podemos elegir fruta o
natillas. {Cudntos menus distintos se ofrecen? Escribe los menus que se
ofrecen en el colegio.
Por el principio del producto el nimero de meniis que se ofrecenes: 2-3-2=12

Los posibles meniis son ternas. Sustituimos cada plato por su inicial y los menis
son:

(E.C.F), (L CF).(EPF),(LPF
(E. H, P, (L H,F), (E CN), (L C, N
(E.P,N), (L, P, N), (E. H, N), (L, H, N)

n ¢Cudntos nimeros de cuatro cifras se pueden formar con los digitos
1,3.4,6y9?

Se trata de formar cuaternas, y para la seleccion de cada coordenada de la cuaterna
tenemos 5 posibilidades; luego, por el principio del producto, el total de nimeros de
cuatro cifras que se pueden formar con los 5 digitos dadoses:5-5-5-5=625

n ¢Cuadntos de los nimeros anteriores son pares? ;Cudntos son impares?
En el primer caso la cifra de las unidades ha de ser el 4 o el 6, mientras que las
restantes cifras pueden ser cualquiera de los digitos dados.

Aplicando de nuevo el principio del producto, el nimero de nimeros pares de cuatro
cifras que se pueden formar con los 5 digitos dados es: 5 -5 -5 - 2 =250

Para contar el nimero de cifras impares restamos: 625 — 250 = 375

n ¢Cudntos nimeros de cuatro cifras significativas no tienen unos
ni doses?

Tenemos que construir cuaternas. De los diez digitos, no podemos usar en la primera
coordenada el 1 ni el 2, pero tampoco podemos usar el O, ya que si lo ponemos, el
nimero no tendria cuatro cifras significativas. Tenemos pues 7 opciones para la
primera coordenada.

En las tres restantes coordenadas podemos poner cualquier digito exceptoel 1 yel 2,
es decir & opciones en cada caso.

El principio del producto nos da un total de 7 - 8° = 3584 niimeros.
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12.2. Variaciones. Permutaciones

Variaciones

k Si ky n son enteros positivos con k < n, una variacion de orden k de n objetos es una
lista ordenada de k objetos distintos elegidos entre los n dados. También se suele lla-
l‘ mar variacion de n elementos fomados de k en k.

Es esencial secallar que las listas (1, 2, 3) y (2. 1, 3) son distintas, pues aunque constan
H de los mismos elementos estos no estdn colocados en el mismo orden.

n Escribe todas las variaciones de orden dos que se pueden formar con los
elementos del conjunto {1, 2, A}.

Las variaciones posibles son las siguientes:

(1,2),(1,A),(2,1),(2,A), (A, 1),(A 2)

El nGmero V,  de variaciones de n elementos tomados de k en k se calcula mediante
una ligera modificacidon del principio del producto: para confeccionar una lista de
longitud k a partir de n objetos, tenemos N modos de elegir el primer elemento de la
lista pero, como no estd permitido repetir, solo tenemos n — 1T modos de elegir el
segundo, n — 2 modos de elegir el tercero, y asi sucesivamente, hasta llegar al k-€simo,
que puede ser elegido de n— (k- 1) = n - k+ 1 formas. Asi, por el principio del pro-
ducto: V,,=n-(n-1) K (n-k+1)

I g

m Escribe en la forma V, ;.

a)n-(n-1H-(n-2-(n=-3)=V,

b) n+1)-n-(n=-1)-(n=-2)-(n=-3)-(n-d =V, .,
c) (n-1H-(n=-2)-(n=3)=V, .

d) 2n-2n-1)-2n-2)-2n-3)-2n-4)=V,,,

I‘ Introducimos un nuevo simbolo, llamado factorial del nimero natural n, que escribi-
mos nl, que vale:

nN=1-2-3X (n-1)-n

L Por convenio: 0! = 1
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n Calcula el valor de las siguientes expresiones:

a) 5=5-4-3-2-1=120
120 12-11-10!

) 5T A =12:11=132
8l-6! 6-(8-7-1) 6-5-41(87-1) _ - -
¢) St = i =6-5-(8-7-1)=30-55=1650

El ndmero V, de variaciones de n elementos tomados de k en k se puede reescribir
del modo siguiente:

~...(n=k+1D-(n-k)-(h-k-D-...-1_ nl
(h-Kk-(n-k-D-...-2:1 (=Kt

I‘ Voe=n-(n=D-....(n—k+D="

n ¢Cudntos nameros de tres cifras distintas se pueden formar con los digitos
1,3,.4,6y9?

5| _5!_12345_

3T B3 21 1.2 60

V5
Por tanto, se pueden formar 60 nimeros de tres cifras distintas.

m ¢Cudntas banderas tricolores de bandas horizontales se pueden formar
con los 7 colores del arco iris? {Cudntas se pueden formar sin utilizar el
violeta? {Cudntas se pueden formar de modo que en todas aparezca
el amairillo y no el violeta?

Al confeccionar banderas, el orden en que aparecen los colores de las bandas
proporciona banderas distintas, luego el nimero buscado es:
7! 7!
Vis=tg—on=-"7=7-6-5=210
72 T(7-3) 4]
Si no podemos emplear el violeta solo disponemos de 6 colores, luego el nimero de
banderas en estas condiciones es:

| |
o -8 _6.5.4-120

Ves = 6_m)1 ~ 31

Para contar el nimero de estas en las que aparece el amarillo contamos el nimero de
aquellas en las que no aparece, y restamos. El niimero de banderas tricolores que se
pueden formar con 5 colores es V; 5 = 60, luego el nimero de banderas tricolores en
las que no aparece el violeta pero si el amarillo es: V,; 5 — V5 5 =60
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m En un concurso musical participan 100 personas y se asignan tres

premios, un coche, un viaje y un lote de libros, a los tres mejores.
¢De cudntas formas distintas pueden distribuirse los premios?

Se trata de elegir 3 premiados entre 100 personas. Como no es lo mismo tener
de premio un coche que un lote de libros, el orden es relevante, por lo que el nimero
buscado es:

|
Vioos =%= 100 -99-98=970200

Calcula el ndmero entero m > 5 que cumple la igualdad:
V2t V22t Vin_42=98

| —2)1 —4)]
Voot Vi potVy 4y =98 —" Lm=2) (m—4)

=2 (m=—a T (m=e)~ 2%

Oloqueeslomismo:m-(m—1)+(m—-2)-(m—3)+(m—-4)-(m—5)=98

Efectuando estos productos, se tiene:

m—m+m —5m+6+m —9m+20=98 < 3m° - 15m—-72=0<

_5K11 <:>{m=8
-2 m=-3

oSm-5m-24=0&m

Como m= 5 deducimos que m=8.

Encuentra los nimeros naturales n que cumplen V,, - 2V, ,,=0.
V,.—2V, 1,=0=n-(n-1)-2(n-1)-(n-2)=0=(n—-1)-(n—2n+4)=0

Luegon=1o0n=4.

La primera de estas soluciones no es admisible, ya que no tienen sentido las
variaciones de 1 objeto tomados de 2 en 2. En consecuencia, n=4 es el tnico nimero
natural que satisface el enunciado.

¢Es cierto que el nimero variaciones de 7 objetos tomados de 7 en 7
coincide con el niimero variaciones de 10 objetos fomados de 4 en 4?

7!
(7 -7
101 _10!
04=(10-4) 6l

Porunlado, V, ,= = 7!, mientras que:

iz

Luego ambos nimeros valen: 7! =5 040
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Permutaciones

Si n es un entero positivo una permutaciéon de orden n es una lista ordenada de n
objetos distintos dados. Por tanto, una permutaciéon orden n es una variacién de
orden n de n objetos, y el nUmero de ellas es:

L P,=V,,=nl

n ¢Cudntas palabras se pueden formar con las letras de la palabra ELOISA
sin que haya dos consonantes consecutivas?

El nimero de palabras que se pueden formar con las letras de la palabra ELOISA es
FPs=6!=720. Pero debemos restar las palabras en las que las dos consonantes
ocupan posiciones consecutivas.

El nimero de palabras que empiezan por LS es P, = 4! = 24. Este nimero coincide
con el de palabras en las que las letras LS ocupan las posiciones (2, 3), (3, 4), (4, 5)
Yy (5,6),lo que hace untotalde 5 - 24 =120 palabras en las que L y S van seguidas y
en ese orden. Pero tambith debemos eliminar las palabras en las que Ly S van
seguidas pero en el orden SL, que son otras 120.

Por tanto, el niimero de palabras buscado es: 720 -2 - 120 =480

n Irene ha escrito cinco cartas distintas para cinco amigos suyos. También
ha escrito los respectivos sobres con los nombres y direcciones de sus
cinco amigos. ¢De cudntas formas distintas puede meter Irene cada
carta en un sobre si no lee los nombres y procede de modo aleatorio?
¢En cudantos de los casos anteriores su amigo Juan tendra su carta
dentro del sobre que lleva su nombre?

Existen 5! = 120 formas de introducir al azar 5 cartas en cinco sobres.

Para la segunda parte, una vez introducida la carta de Juan en el sobre que lleva
su hombre, colocamos al azar las cuatro cartas restantes, lo que se puede hacer
de 4! = 24 formas.

¢Qué entero positivo n cumple que P, =2V, ,?

2-5! _

P”:ﬂ!:2V5’5:m—

Por lo que el tnico entero positivo que cumple la igualdad propuesta es n="5.
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12.3. Combinaciones. Binomio de New on

k Si k'y n son enteros positivos con k < n, una combinaciéon de orden k de n objetos
es un subconjunto formado por k objetos distintos elegidos entre los n dados. Tam-
l‘ bién se suele llamar combinacion de n elementos tomados de k en k. Obsérvese

que los conjuntos {1, 2, 3} y {2, 3, 1} son el mismo. Por tanto, al formar combinacio-
l‘ nes, el orden no importa.

n Escribe todas las combinaciones de orden dos que se pueden formar con
los elementos del siguiente conjunto {A, B, C, D, E}.

Las combinaciones que se pueden formar son:

{A B},{A C},{A D}, {A E},{B, C},{B, D}, {B,E},{C, D}, {C, E}, {D, E}

Cada combinacion {a;,a, 8 ,a,} da lugar a k! variaciones distintas: los diversos modos
de reordenarlos.

Luego el nUmero C,, de combinaciones de n elementos fomados de k en k es:

v, 2l
Cn = n'k =
KT T (n=k! - K
Este ndmero se llama ndmero combinatorio y se denota: (n) S —
kKl kl-(n- k!

g

Calcula el valor de los siguientes nimeros combinatorios:

6|_ o6l _ 9| 9o

@ (3)‘5!-5!‘20 ©) (2)‘2!-7!‘36
g8 8l 12) 121

b) (4)‘4!-4!‘70 d)(7)‘7!-5!‘792

¢Cuantas mezclas de tres colores pueden hacerse utilizando 10 colores
diferentes?

La mezcla resultante no depende del orden en que sean elegidos los colores
empleados. Por eso el nimero buscado es:

=120

c. ._[10|__10! _10-9-&
10373 ) 71.31 6
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A una reunién asisten 18 personas.

a) (Cudntos grupos distinfos de 5 personas se pueden formar?

El nimero de grupos de 5 personas que podemos formar es:

186
5

18! _18-17-16-15-14

=I31.51° 5.4.3.2.1 ©0°06®

C15,5:

b) ¢(En cudntos de estos grupos participa una persona determinada?

Los grupos de los que forma parte cierta persona P son los formados
por 4 personas elegidas entre las 17 restantes, a los que se aaade P.
Por tanto, el nimero buscado es:

17

c _( 17" _17-16-15-14
17,4~ 4

“qB.4° 4.3.2.1 2980

c) (En cuantos estdn presentes tres personas determinadas?

Los grupos de los que forman parte ciertas personas P,, P,y P5 prefijadas estan
formados por 2 personas elegidas entre las 15 restantes, a los que se aaaden P,
P,y Ps. Este nimero es:

(15 15! _15-14

615!2_( 2 ):15!-2!‘ 2.1 105

Calcula el entero positivo n sabiendo que 3C, ,=5C,, ..

3-nl 5.nl

SC"=4:5C"2(:)(,1_4)| ‘4|=(n_2)|.2|<:>5-2!-n!-(n—2)!=5-4!-n!-(n—4)!(:)
<:>(n—2)!:20~(n—4)!<:>20=((Z:i))!lz(n—Z)(n—S)znz—5n+6
<:>n2—5n—14=0<:>n=%

Como nes positivo deducimos que n= 7.

Un grupo de seis excursionistas dispone de dos tiendas de campaaca
indistinguibles, de manera que en cada una pueden meterse tres.
¢De cuantas formas podrdn repartirse entre las dos tiendas?

Obsevamos que elegidos los tres excursionistas que ocupan la primera tienda,
los que ocupan la segunda quedan determinados. Por otro lado el orden en que
son elegidos los integrantes de la primera tienda es irrelevante, asi que el numero
de formas de repartirse en las tiendas es:

Co 5= =20

3/ 31.31 3l

6) 6! 6-5-4
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Propiedades de los nimeros combinatorios

-
2 -1,

3. Elegir k objetos entre n dados es equivalente a elegir los n — k restantes. Por tanto:

=N

n
k

n
n-k

4. Los grupos de k objetos elegidos entre n dados se pueden clasificar en dos tipos:
aquellos de los que forma parte un objeto dado X'y aquellos de los que X no forma
parte.

¢Cudntos hay de los primeros? Tantos como grupos de k — 1 objetos elegidos entre
los n — 1 distintos de X, a los que luego acaidiremos X.

Y de los segundos? Estos son los grupos de k objetos escogidos entre los n — 1
objetos distintos de X. Sumando el nUmero de objetos de cada tipo obtenemos
fodos los grupos de k objetos elegidos entre n dados, y por tanto:
n- 1), (n) n+1
+ ; +
k k k+1

n-1
k-1

n
k

n
K+ 1

S J J I I I I T T ITIT

Comprueba la Gltima igualdad anterior en el caso particular n =6
y k=3.

Para estos valores se tiene:

%)
3

6 _6-54_

3.3 6 20

2 = =10

B2l 10

3] 21.31

(5) 5! 5T4 _ (5) 51

Formula del binomio de Newton

Para calcular la potencia de un binomio de la forma (a + b)" con n> 1, donde ay b
se puedan sumar y multiplicar entre si y consigo mismos (pueden ser nimeros reales,
polinomios u ofras funciones mds complicadas), se utiliza la formula del binomio de
New on que cumple la siguiente igualdad:

n
0

n
1

n

(c1+b)”=( o R T L R il o ST S n)'c12~b”‘2+

) o o

n
n-1

n
n

+ - b"

)-a-b”‘1+

J J J J T
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Desarrolla (x + 2)° y (x — 3)*.

m(x+2)°=x"+ Xt 2%+

(%) 6 6\3 3, [6\2 ~4 (O 5 6 _
1 2 3)x 2+(4)x 2+(5)x2+2—

=x°+12x° +60x" + 160x° + 240x* + 192x+ 64

x5'2+(

4
1

=x"—12x°+54x* — 108x+ 81

m(x—3) ' =x"+|_ x> (-3)+ x (=3)°+(-3)*=

42 oz, (4
% (25)+3

¢Cudl es el coeficiente de x'' en el polinomio (x — 1)*?

Por la férmula del binomio de Ne wton:

25 2 25 25 25

_ 1125 _ 25 _
(x—1) X 1 +2x+ +(14x+ +(24 -1
Luego el coeficiente buscado es: fi) =4457 400

Calcula como en el ejemplo siguiente:

4+4+4+4 4:(1+])4=24=16
o "l Tl2) T3 a
a) é+ Z +R +Z+ ; —(1+1)=2"=128
b)1+2-?+22-‘2‘+23.§+24=(1+2)4=34=51

Desarrolla las potencias de los siguientes binomios:

v 7 (7). e 7)‘ 5 2_(7). 4 3 (7) 5 4_(7)‘ 2 5
a) (a-b) =a 1ab+(2ab 5alb+4_al7 5ab+
+(g)~a-be—b7=a7—7aﬁ-b+21a5-b2—55a4-b3+35a3-b4—
— 2148 VP +7a-1°- b
1°_ s 54 1 5) (1)? (5)2'15 (5 1\, (1P
b)x+x_x+’l x+2 x+3xx+4xx+x_

=X +5x°+10x+10x '+ 5x°+x°
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P Problemas

En una peque ca biblicteca hay que escoger un libro de entretres materias:
MatemAicas, H storia y Biologta. Hay 6 libros de MatemAicas, 9 de H storia
y 4 e Biologla. ¢ Cudntas opciones tenemos?

Aplicando el principio de la suma tenemos 6 + 9 + 4 = 19 opciones.

Una muj er tiene tres sombreros y cuatro br czaletes. Si piensa usar sombr ero
yMor cealete parauna fiesta, ¢cudntas combinaciones difer entes puede llevar?

Por el principio del producto puede llevar 3 - 4 = 12 combinaciones diferentes
de sombrero y brazalete.

En la prueba final de una carrea de atletismo pariicipan ocho corredores. El
vence doxr obtend £Amedalla de org el segundo, de plata, y el tercerode bronce.
¢De cukntas maneros pod it resultar el reparto de medallas?

8 _s.7.6=336

El nimero de distintos podios es: V; 5 = 5

Contesta los siguientes aparidos:
a) (De cudntas maneras pueden ordenarse en una fila cinco chicos?

Cinco chicos se pueden ordenar de 51=120 maneras.

b) Si dos de estos chicos son hermanos, ¢de cudntas maneras pueden ponerse en
fila, de modo que los dos hermanos estén seguidos?

Contemos en cuantas de estas ordenaciones los hermanos X e Y ocupan
posiciones consecutivas.

Contamos primero aquellas en que ocupan las dos primeras posiciones: X el
primero e Y el segundo.

Hay tantas como ordenaciones de los tres restantes, que son: 3! =6

Tambih nos interesan las ordenaciones en las que X e Y ocupan las posiciones
(2,3),(3,4)y (4, 5). De cada una de ellas hay tambith 6, lo que da un total de
6 - 4 = 24 maneras. En todas ellas Xva delante de Y, y hay que aaadir aquellas
en que Yva antes que X, que son otras 24.

Entotal, hay 2 - 24 = 48 formas de ponerse en fila, de modo que los dos hermanos
estih sequidos.

(D2 cu&kntas maner cs se pueden ordenar las letros de la palabra AGRIDU LCE?

Como las nueve letras de la palabra AGRIDULCE son distintas, se pueden reordenar
de 9= 362 880 maneras.
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Problemas &

¢CuAntos noeneros pares de tres cifros pueden escrbirse con los dijtos 1, 2, 3y 4?

Se pueden escribir V, 5 = 24 nimeros de tres cifras con los cuatro digitos dados.
La mitad de ellos son pares (los que acaban en 2 0 4) y la otra mitad son impares
(los que acaban en 1 0 3). Por tanto, se pueden escribir 12 nimeros pares de tres
cifras con los digitos 1, 2, 3 y 4.

¢De cukntas maneros pueden ordenarse las letros de la palabra PABLO?
¢De oukntas maner os pue den ordenar s de modo que no queden juntas las dos
vocales?

Las cinco letras de la palabra PABLO se pueden ordenar de 5! = 120 maneras.

El nimero de las que empiezan por AO es 3! = 6 y este niimero es tambith el de las
ordenaciones en las que las letras A y O ocupan las posiciones (2, 3), (3, 4) y (4, 5).
Hay por tanto 6 - 4 = 24 maneras de ordenar estas letras de modo que A y O vayan
seguidas y en ese orden. Hay otras tantas alterando el orden, es decir, Oy A, lo que
nos da un total de 2 - 24 = 48 maneras en que las vocales van seguidas.

Luego el nimero de ordenaciones en que las vocales no estan juntas es:

120-46=72

¢Cudntos nomeros naturales hay entre 1000 y 2000, incluyendo ambos?
¢YXeu&kntos que no tenga n ningu na cifrarepetida?

Dados dos nimeros naturales my ncon m< n, entre ambos hay n— m+ 1 nimeros
naturales incluyendo my n. Asihay 1 001 =2 000 — 1 000 + 1 nimeros naturales
entre 1000y 2 000, incluyendo ambos.

Para contar cuantos de ellos tienen sus cuatro cifras distintas nos olvidamos

de 2000, que no las tiene y observamos que la cifra de las unidades de millar de todos
los nimeros entre 1000y 1999 vale 1. Se trata por tanto de contar listas de tres
cifras distintas elegidas entre los nueve digitos que resultan de quitar el 1.

9 _9.8.7=-504

El nimero de ellas es: V;, 5 = ©@-3)

Un gupo ce 6 personas, que han quedado parasalir juntas, se saludan todas con
todas. Cudntos saludos se han intercambiado?

Nadie se saluda a si mismo, y cuando dos personas se saludan intercambian un dnico
saludo. Por tanto el nimero de saludos coincide con el de subconjuntos de dos
elementos de un conjunto con seis elementos, es decir:

6| e _6-5_
66’2_(2)‘4!-2!‘ =15
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Un jugador lanza tres dados, uno amairrillo, otro rojo y otro azul,

y anota el resultado de su jugada (por ejemplo, un 2 en el amarillo,
un 5 en el rojo y un 4 en el azul). ;Cudntos resultados distintos puede
obtener?

Aplicamos el principio del producto: hay seis opciones para el dado amarillo, otras
seis para el rojo y otras seis para el azul, lo que proporciona un total de 6° =216
posibles resultados.

En una clase de veinte escolares se va a proceder a la eleccion
del delegado y subdelegado. {Cudntos son los resultados posibles?

|
El nimero de posibles resultados es: V,, , = % =20-19=3860

Calcula el namero entero m > 5 sabiendo que V,, s = 6V, .

_mt __6m! Ll — 2V — Gl BN _(m-3)!
(m_5)!—vm,5—6vm,5—(m_5)!(:)m. (m-3)1=6m!-(m 5).(:)6_(m_5)!

6
<:>6=(m—:3)(m—4)=m2—7m+'12<:>m2—7m+6=0<:>m=7J—r215={,l

Como m=5 tenemos que m= 6.

¢Cudntas ordenaciones distintas pueden formarse con las letras
de la palabra EUROPA que empiecen y terminen por consonante?
¢Y cudntas que empiecen y terminen por vocal?

Las ordenaciones que empiezan por R y acaban por P son tantas como permutaciones
hay de las 4 vocales de esta palabra, es decir: 4!

Otras tantas empiezan por Py acaban por R, luego hay 2 - 4! = 48 que empiezan y
terminan por consonante.

Fijadas dos vocales de la palabra EUROPA tambiéh hay 48 ordenaciones que empiezan
y acaban por ellas dos. Como disponemos de 4 vocales podemos formar 6 =C, ,
parejas de dos vocales, por lo que el nimero de ordenaciones que empiezan y terminan
porvocal es: 6 - 46 =288

Escribe el valor de ny de k en cada caso:

a) V,,=9-8-7-6 b) V,,=8-9-10-11-12-13-14

n=9,k=4 n=14,k=17

1 6 6 Combinatoria




(6

¢Cuantas ordenaciones distintas pueden formarse con los digitos 1, 2, 3,
4, 5, 6 y 7 de modo que los digitos impares ocupen posiciones impares?

Las posiciones 1, 3, 5y 7 han de estar ocupadas por estos cuatro niimeros, lo que se
puede hacer de 4! maneras. Por otro lado, las posiciones 2, 4 y 6 estan ocupadas por
dichos tres nimeros, y esto se puede hacer de 3! modos.

Por el principio del producto, se pueden formar 3! - 41 =6 - 24 = 144 ordenaciones.

Calcula las soluciones de la ecuaciéon: C,,,,=6 - P,

n+1 (n+1!
( 2 ):Cn+1,2:6'P3:6'3!:36@m:36®n(n+1):72@
oo _1+17 _ |8
Sn +n-72=0&n= 2 —{_9

Como las soluciones negativas carecen de sentido en este ejercicio, entonces: n=586

¢Cuadnto vale la suma de todos los niimeros de cuatro cifras distintas que
se pueden formar con los nimeros 1, 2, 3, 4y 5?

Imaginemos dispuestos estos 5! niimeros en columna y comenzamos calculando
la suma de la columna de las unidades. En dicha columna hay tantos unos como

. . 5!
doses, treses, cuatros y cincos, es decir, hay 5= 24 de cada, cuya suma, es:

24- (1+2+3+4+5)=360

Lo mismo valen las sumas de los numeros de las restantes columnas, esto es, las
decenas, centenas, unidades de millar y decenas de millar, por lo que la suma pedida
es:

5=360(1+10+100+ 1000+ 10000)=3999 960

Supongamos ordenados de menor a mayor todos los nimeros de 6 cifras
que se pueden formar con los digitos 1, 2, 3, 5, 8 y 9. (Qué lugar ocupa el
nimero 5981322

Antes que este niimero van 3 - 5! = 360 nimeros que empiezan por 1,2 o0 3.

De los que empiezan por 5 van delante del nuestro los 4 - 4! = 96 que no tienen al

9 por segunda cifra empezando por la izquierda. De entre los que empiezan por

59 van delante los 3 - 3! = 18 cuya tercera cifra no es 8, y de los que empiezan por
598 el anterior al nuestro es 598 123. Por tanto, el numero dado tiene por delante
360 +96 + 186+ 1 =475 numeros, por lo que A ocupa la posicion 476.

Combinatoria 1 6 7



,Probabilidad

13.1. Probabilidad de un suceso. Regla de Laplace

H Aguellos experimentos que no estdn regidos por las leyes de la fisica, y cuyos resultados
son, por tanto, impredecibles, dependen de las llamadas leyes del azar, y se denominan
l‘ aleatorios. Ejemplos tipicos son la puntuacion que se obtiene al lanzar un dado o

una moneda.
|

n Indica cudles de los siguientes experimentos son aleatorios:

a) Observar el palo de una carta que se extrae, con los ojos cerrados, de una
baraja.

b) Medir la longitud del lado de un cuadrado de drea 16 m?.

c) Observar el color de los zapatos de la primera persona que me encuentre all
salir de casa.

d) Observar el nUmero premiado en el sorteo del Nice

Son aleatorios los experimentos a), ¢) y d).

Regla de Laplace: En un experimento aleatorio regular, esto es, aquel en el que
todos los sucesos elementales tienen la misma probabilidad: sea S un suceso del
experimento y m el nUmero de resultados en los que se presenta S de los n posibles,
es decir, el nimero de casos favorables al suceso S, entonces la probabilidad P(S) de

dicho suceso es P(S) = % es decir, el cociente entre el nUmero de casos favorables y

el nimero de casos posibles.

Ejemplos:

B Al lanzar un dado equilibrado la probabilidad de que salga una cara determinada
es 13 La probabilidad de que salga un ndmero par es % = %

B Si en una urna hay 3 bolas azules y 5 bolas rojas la probabilidad de que al extraer

al cgzar una bola de la urna salga azul es % y la probabilidad de que salga roja

es —.
8

ST ST J

n ¢Cudl es la probabilidad de que al lanzar dos dados la suma de las
puntuaciones de ambos sea 10?

Allanzar dos dados se pueden obtener 36 = 6 - 6 pares de puntuaciones. Por tanto,
hay 36 casos posibles, y sélo 3 son favorables, que son (4, 6), (5,5)y (6, 4). Asi, la
probabilidad del suceso

5= «la suma de las puntuaciones de ambos dados es 10» es P(S5) = % = 11—2
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n ¢Cudl es la probabilidad de obtener un miiltiplo de 11 al colocar al azar
los digitos 1, 2, 3 y 4?

Con los digitos 1, 2, 3 y 4 se pueden formar 4! = 24 nimeros.

Los casos favorables son aqudlos en los que la suma de los digitos que ocupan las
unidades y las centenas coincide con la suma de los digitos que ocupan las decenas y
las unidades de millar.

Si la cifra de las unidades es 1 entonces la cifra de las centenas debe ser 4, y solo hay
dos nimeros asi: 2431y 3421.

De igual modo hay dos casos favorables para cada uno de los cuatro digitos que
pueden ocupar el lugar de las unidades, asi que el nimero de casos favorables es
4 - 2 =8, ylaprobabilidad buscada es:

[5)

P= =
24

0l

n ¢Cudl es la probabilidad de que al lanzar dos dados la suma de las
puntuaciones obtenidas sea multiplo de 3?

Allanzar dos dados se pueden obtener 36 = 6 - 6 pares de puntuaciones, que
representamos en la forma (x, y), donde x es la puntuacion obtenida al lanzar el primer
dado yla obtenida al lanzar el segundo dado.

Los casos favorables son:
(1,2),(1,5),(2,1),(2,4),(3,3),(3,6),(4,2),(4,5),(5,1),(5,4),(6,3)y (6,6)

, i _12_1
Asi, la probabilidad buscada es P= %63

Propiedades

nUmero de casos posibles n, por lo que 0 < % =P(S <1

B Consideramos un experimento con n casos posibles y un suceso S del mismo.
Denotamos S al suceso complementario, esto es, el suceso que consiste en que no
sucede S. Es claro que si m es el nUmero de casos favorables a S entonces n — m
son los casos en los que no aparece S, esto es, los casos favorables a S. Entonces:

l‘ B El nUmero m de casos favorables a un suceso S es siempre menor o igual que el

P(S)+pP(E) =D=M Ny
n n n

Por tanto, P(S) = 1= P(S).

m Unidn e interseccion de sucesos. Sean Sy T dos sucesos. Se denota S u T al suce-
so sucede S o sucede T, y se denota § n T el suceso ocurren Sy T. Entonces:

P(SUT)=P(S)+P(T)-P(SNT)

ST T
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H Una bolsa contiene 4 bolas rojas, 3 azules y 2 negras. Extiraemos tres de
ellas y observamos sus colores. Calcula la probabilidad de obtener al
menos una azul.

Sea 5= «obtiene al menos una bola azul», y el complementario S = «no obtiene ninguna

(6j

6!
e z)_+ Cos _, \3 3131 5 _16
bola azul»: P(S)=1-P(5)=1 =T (QJ =151 =1-21" 21

3 316!

n Consideremos el experimento que consiste en extraer una bola de una
urna que contiene 100 bolas numeradas del 1 al 100, y los sucesos:

A = «se obtiene miultiplo de 10»; B = «se obtiene muiltiplo de 15»
a) Escribe los sucesos A, By An B.
A={10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, &0, 90, 100}
B={15, 30, 45,60, 75 90}; AN B={30,60, 90}

b) Calcula la probabilidad de A U B.

El nimero de casos posibles del experimento es 1 00, luego fijandonos en el apartado

: sy 10 - i
anterior obtenemos: P(A) = 100 10 ,P(B)= 100 50 P(ANB)= 100
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) =90, 6 __ 5 _ 13

100 100 100 100

n Consideremos el experimento que consiste en extraer una bola de una
urna que contiene 20 bolas numeradas del 1 al 20, y los sucesos:

A = «obtener miiltiplo de 5»; B = «obtener un nimero menor que 10»;
C = «obtener nimero par

Escribe los sucesos A, B, C,AnB, ANC, An(BuC)y AUB,
y sus probabilidades.

Los sucesos pedidos son: A={5, 10, 15, 20}; B={1,2,3,4,5,6,7,8, 9};
C={2,4,6,86,10,12,14,16,18,20}; AnB= {5} ANC={10,20};

AN(BUC)=(ANB)UANC)=1{5,10,20}, AUB=ANB=ANB={5},y:

P(A)_% g P(B)_% P(C) 20 E P(A 5)_—0
_2_1 o708 =1L
P(ANC)= === PIAUB) =5
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Cuando el suceso S n T no se produce nunca se dice que Sy T son incompatibles o
mutuamente excluyentes. Entonces P(Sn T) = 0, por lo que en este caso:

P(Su T)=P(S) + P(T)

Esto también ocurre con uniones de mds de dos sucesos, es decir, si S, ..., S, son
sucesos tales que cualquier par de ellos no pueden ocurrir simulténeamente, enton-
ces:

P(S;U...uS,)=P(S)+... + P(S)

¢(QU é se puede decir de la probabilidad de la interseccién de dos sucesos Sy T? Si los
sucesos son independientes, es decir, que suceda o no S, no influye en que suceda o
no T, entonces:

ST T

P(SnT)=P(S) - P(T)

n Se consideran los sucesos Ay B de un experimento aleatorio con
P(A)=03,P(B)=08y P(AUB)=076. ;Son independientes Ay B?

Los sucesos Ay B son independientes pues:
P(A)-P(B)=0,3-0,86=0,24
P(AUB)=P(ANB)=1-P(ANB)=P(AnB)=1-P(AUB)=1-76=0,24
P(ANB)==0,24

n Sean Sy T dos sucesos de los que se sabe que P(S) = % P(T) = g y
P(SNT)= % Calcula la probabilidad de los siguientes sucesos: S,T,S UT,

ySnT.

Los primeros calculos son directos:

Z)—a_ _ 7 o(F)_q_ _2,
P(5)=1 P(S)—,]O,P(T)—'l P(T)—5,
_ _ _3 .3 1_7
P(5UT)=P(5)+P(T) l"’(SmT)—,]O+5 570

Para el cuarto observamos que como Ty T son incompatibles tambigh SN Ty SN T
lo son.

Y puestoque S=(5NT)U (86NT), resulta:

%:P(S):P(Sm T)+P(5mf)=%+?(5m?),
i =2 _1_1
y en consecuencia P(50T)-1O 5= 10

Probabilidad 1 7 1



13.2. Probabilidad condicionada

ROAC AP RSO uP

Ejemplo: Consideremos el experimento consistente en lanzar un dado. Sea S el suce-

so obtener un nimero par. Por la Regla de Laplace, P(S) = %

Supongamos que el experimento ya se ha realizado, y sabemos que ha salido un
ndmero menor o igual que 3. Liamamos a este suceso A. Con esta informacién adi-
cional la probabilidad de S ha cambiado. Denotamos P(S/A), la probabilidad de que

ocurra S si sabemos que ha ocurrido A, entonces P(S/A) = % pues ahora los casos
posibles son 1, 2 o 3, y el Unico favorable es 2.

Fijados dos sucesos Sy A se denomina probabilidad de S condicionada por A a la
probabilidad de que ocurra S suponiendo que ha ocurrido A. Se denota P(S/A) y su
valor es:

P(S/A) = ﬂ;"(“T)AZ

m Se lanza dos veces un dado. ;Cudl la probabilidad de que en el primer

lanzamiento haya salido un cinco sabiendo que la suma de las
puntuaciones de ambos lanzamientos es 8?

Llamamos A = «la suma de ambas puntuaciones es &» y S= «en el primer lanzamiento

sale un 5». El suceso Aes A={(2,6),(3,5), (4,4),(5, 3), (6, 2)} luego P(A) = %
Por otrolado, SN A={(5, 3)}, porloque P(5N A) = 51_6 Asi:
1
_PBENA)_36_1
P(S1A) = P& 55
36

En una caja hay 5 bolas azules y 4 verdes. Se exiraen sucesivamente 2 sin
reemplazamiento. Calcula la probabilidad de que la primera bola sea
azul y la segunda verde.

Consideremos los sucesos:
A= «la primera bola extraida es azul»; S = «la segunda bola extraida es verde»

No s piden calcular P(S N A), y emplearemos la formula P(S N A) = P(S/A) - P(A). En

nuestro caso, F(A) = gy P(S/A) = g = %, pues despuds de extraer una bola azul en la
caja quedan 4 azules y 4 verdes. En consecuencia:
_ . _15_5
P(ENA)=P(S/A)-P(A)= > 9-16
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Si los sucesos Sy A son independientes se tiene P(S N A) = P(S) - P(A), luego en este
caso:

P(SnA) _P(S) - P(S)

PSA="pa) =~ P

= P(S)

Esta igualdad explica el nombre dado a los sucesos independientes; lo son porque la
probabilidad de S no queda condicionada por A, esto es, es independiente de que
A haya sucedido o no.

ACAC A

n éson iqdependien’res2dos sucesos Sy A de los que se sabe que P(A) = %
== — <9
P(S) 3yP(AuS) 3
_ _ 1.1 2_1
P(ANS)=P(A)+F(S) F’(AuS)—2+:5 5-6
1 11 , )
Por otro lado, P(A) - P(S) = 2 3 5 luego Ay S son independientes.
Teorema de la probabilidad total. Sean A,, ... A, sucesos incompatibles dos a dos,

tales que A, u... U A, es el suceso seguro. Enfonces, para cada suceso S se tiene:

P(S)=P(S/A) - P(A))+B +P(S/A,) - P(A))

m Disponemos de dos bolsas con bolas rojas y negras. La primera tiene
tantas bolas rojas como negras, mientras que el nimero de bolas rojas
de la segunda duplica al de negras. Lanzamos una moneda al aire
y si sale cara extiraemos una bola de la primera bolsa y si sale cruz
de la segunda. Cailcula la probabilidad de que la bola extraida
seda roja.

Sean los sucesos:
A= «obtenemos cara al lanzar la moneda»
A¥- «obtenemos cruz».

Denotamos por S el suceso que consiste en extraer una bola roja. Asi:

_7

P(5)=P(5/A)-P(A)+P(S/A)-P(A) = a

2
3

N
N[

1.
2
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13.3. Diagramas de arbol

El teorema de la probabilidad total se ilustra graficamente mediante los llamados
diagramas en arbol. Veamos un ejemplo. Se dispone de tres bolsas con bolas negras
y blancas. En la primera bolsa hay fres bolas negras y una blanca, en la segunda hay
dos de cada color y en la tercera hay una bola negra y tres blancas. Elegimos una
bolsa al azar y extraemos una bola de ella. ;Cudl es la probabilidad de que la bola
elegida sea blanca?

El siguiente diagrama de arbol esquematiza el problema:

Denotamos por A,, A, y A; los sucesos que consisten en elegir la primera, la segunda
o la tercera bolsa respectivamente. Sus probabilidades son iguales:

P(A1) = P(Az) = P(As) =

w|—

Por otro lado, es inmediato que si B = «la bola extraida es blancar, las probabilidades
condicionadas son:

1 1 3
P(B/A) = 2 P(B/A,) = 2 y P(B/A;) = 2
Aplicando el teorema de la probabilidad total obtenemos:
P(B) = P(B/A)P(A) + P(B/A,)P(Ay) + P(B/As)P(As) =
1 11 21 1
43 23 43 2

Es conveniente observar que la suma de los nUmeros situados en las ramas que salen
de un mismo vértice es 1 y que la probabilidad de cada uno de los sucesos que apa-
recen a la derecha es la suma de los productos de los nimeros situados en las
ramas que conducen a él.

J J J I I T IT T ITIT I ITITITITITITITITITITIT
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n Una bolsa contiene 3 bolas blancas y 4 negras; una segunda contiene
2 bolas blancas y 3 negras, y una tercera contiene 1 bola blanca
Y 2 negras. Se lanza un dado, y si sale un 1 se extrae una bola de la
primera bolsa. Si sale un nimero primo (el 1 no es primo) se extrae
de la segunda bolsa, y en otro caso se extrae una de la tercera bolsa.
¢Cudl es la probabilidad de que la bola extraida sea blanca?

A, =«labola se extrae de la primera bolsa», A,
=«la bola se extrae de la segunda bolsa» y A,
=«la bola se extrae de la tercera bolsa»,
cuyas probabilidades son:

P(A) =5 P(A)=2=1 y
P(As)=1-P(A) - P(Az) 1T-Z-5=3%

Asi, la probabilidad del suceso S= «la bola
extraida es blanca», se calcula mediante la
férmula,

P(B)=P(BIA,)-P(A,)+P(BIA,)-P(A,)+P(BIAs)-P(As)

y las probabilidades condicionadas que aparecen en la formula anterior son:

) 2 1
P(S/A1)— 7 P(S/A ) 5 y P(S/A ) 3
Por tanto, al sustituir estos valores resulta:
3 1 2 ’I 11 17 1 1 241
PO)= 6 5233 14 579" 630

ﬂ Una bolsa contiene una bola blanca y dos negras, y una segunda bolsa
contiene dos bolas blancas y una negra. Se saca al azar una bola de la
primera bolsa y se infroduce en la segunda. A continuacion se saca una
bola de la segunda bolsa. {Cudl es la probabilidad de que la bola
extraida sea blanca?

Sean los sucesos 5= «la bola extraida en segundo lugar es blanca» y A= «la bola
extral'da dela primera bolsa es blanca». Asi,

P(A)— P(S/A)—— y P(5/A)=1 5

2 3
Por tanto: @ @

P(S)=P(5/A)-P(A)+P(5IA)-P(A)

31,12_1,1_7
432 4 3 12

Il

g
A
| =

@) B
R

2
3

Probabilidad 1 75




13.4. Tablas de contingencia

oS oSob oSS oo ab bbb S S e ol ad b o

Las tablas de contingencia son tablas de entrada mdltiple en cuyas celdas se escribe
el nimero de objetos que cumplen las caracteristicas indicadas en la intersecciéon de
la fila y la columna en que se encuentra dicha celda.

Veremos a continuaciéon cémo utilizarlas para resolver problemas en los que haya
que calcular probabilidades.

Ejemplo: Supongamos que se sortea un coche entre los 140 empleados de una
empresa, de los que 75 son mujeres, 90 son personas casadas y 20 son mujeres sol-
teras.

Vamos a responder a las siguientes preguntas:

a) ¢Cudl es la probabilidad de que el agraciado con el coche sea un hombre sol-
tero?

b) Sabiendo que la persona afortunada es casada, ¢cudl es la probabilidad de que
sea una mujer?

B En primer lugar construimos la tabla que recoge los datos del enunciado.

B Después completamos la tabla rellenando los huecos.

20 30 50
55 35 90
75 65 140

A partir de esta tabla se pueden responder directamente las preguntas formuladas
inicialmente.

a) Como hay 30 hombres solteros de un total de 140 personas la probabilidad del
suceso S = «e agraciado con el coche es un hombre soltero» es:

30 3
P(S) === ==
8)=120"12

b) Como el fotal de personas casadas es 90, y de ellas 55 son mujeres, la probabili-
dad P(T/A) del suceso T = «la persona afortunada con el coche es mujer», supo-
niendo que se da el suceso A = «la persona a la que le toca el coche es casa-
da», es:

-1
18

P(T/A) =

O|O1
([@}Fé)
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ﬂ En una clase de 25 alumnos hay 10 que han aprobado Fisica, 12 que han
aprobado Quimica y 6 que no han aprobado ninguna de las dos.
Construye una tabla de contingencia que refleje los datos del enunciado.
Elegimos al azar un alumno de esa clase:

a) (Cudl es la probabilidad de que haya aprobado Fisica y Quimica?

b) Sabiendo que ha aprobado Quimica, ¢cudl es la probabilidad de que haya
aprobado Fisica?

Aprueban Quimica Suspenden Quimica Totales
Aprueban Fisica 3 7 10
Suspenden Fisica 9 6 15
Totales 12 13 25

Denotamos por Qy Flos siguientes sucesos:
Q= «el alumno seleccionado aprueba Quimica»

F=«el alumno seleccionado aprueba Fisica».
in m - _3 _3_1
Sin mas que mirar la tabla obtenemos: P(AN F) = o5 Y P(FIQ) = 12-%
n Considera la siguiente tabla que contiene los resultados de un estudio
que andliza la efectividad del uso de cascos de seguridad en ciclistas,
para prevenir lesiones en la cabeza en caso de accidentes.

Usa casco No usa casco Totales
Con lesion en la cabeza 17 218 235
Sin lesién en la cabeza 130 428 558
Totales 147 646 793

Seleccionado uno de los accidentados al azar calcular la probabilidad
de que haya sufrido lesiones en la cabeza. Si sabemos que llevaba el
casco puesto, ¢cudl es la probabilidad de que haya sufrido lesiones en la
cabeza?

Denotamos por Ly Clos siguientes sucesos:
L= «el accidentado sufrio lesiones en la cabeza»

C=«el accidentado llevaba el casco puesto»
17

235

Sin mas que mirar la tabla obtenemos: P(L) = 793’

o ard
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P Problemas

m O sponemaos ce 4 libros de matemAicas y 4 de biologhth y los colocamos al azar en
un estante. ;CuA es la praooabilidad de que los libros de cada materia queden
un o a confinuaci®n del ctro?

El nimero de resultados posibles al colocar los & libros es 8!. Las ordenaciones que
corresponden al suceso cuya probabilidad queremos hallar son aquellas en las que
primero se colocan 4 libros de matematicas y a continuacion 4 libros de biologia y
tambith aquellas en las que primero se colocan 4 libros de biologia y a continuacion
4 de matematicas.

De las primeras hay 4! - 41, que corresponden a las 4! maneras de colocar los libros de
una misma materia, y otras tantas hay de las segundas.

Por tanto, la probabilidad pedida es:

P_2-4!-4!_ 2.41 1
- 8l 8765 35

n Un ordenador dspone ce las letras MADNA A para formar palabras, tfengan o no
sentido. ;Qud prdoabilidad tiene de formar la palabra MANA DA ?

Que el ordenador forme la palabra MANA DA es el tnico caso favorable, mientras que
6!
313!
lugares paralas A’'s y 3! = 6 formas de colocarlaM Ny D en los tres sitios no

ocupados porla A.

para contar el nimero de casos posibles tenemos C; 5 = =20 formas de elegir los

De este modo, aplicando el principio del producto obtenemos 20 - 6 =120
ordenaciones posibles de las letras dadas, y la probabilidad pedida es:

¢CUA es la prababilidad de que al extraer dos cartas de una baraja espaoela de
cua renta carias las dos sean copas?

El nimero de casos favorables es el de conjuntos de dos elementos escogidos entre
los 40 de la baraja, es decir, las combinaciones C,,, ,. Por tanto, la probabilidad
buscada es:

10!
:C10,2: 21.8! _109 _3
Cio2 40! 40-39 52
21.38!

P
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Problemas &

m ¢CuA es la probabilida d del suceso: no obtener dos puntuaciones igu ales al
lanzar dos dados ?

El nimero de parejas de puntuaciones es 6 - 6 = 36. No s piden calcular la probabilidad
del suceso 5= «las puntuaciones de ambos dados no coinciden». Es mas sencillo
contar el numero de parejas de puntuaciones coincidentes, que son (n,n) con 1<n<6.

6 _5
Por tanto, P(S) = =6 6 luego P(8)=1-P(5)= 5
Sean Sy Tdos sucesos incompatibles tales que P(S) = % y P(T) = % Calcula las

praoabilidades P(SUT), PSNT)y P(SN T).

Se tiene P(5)=1-P(5)=1- % = % Yy puesto que los sucesos Sy T son
mcompatlbles P(SNT)=0.Asi: P(SUT)=P(5)+P(T)= ) +% %

Ademas, E —PM)=P(6ENT)+P(ENT)=P(BAT).

Por tiltimo, P(5NT)=P(5UT)=1-P(5UT)=1—

-Mu
NI

La prdbabilidad de que cierfo estudiante A apruebe matemAAicas es % mientras
que la probabilidad de que las apruebe otro estudiante B es % AdemAs, la

probabilidad de que apruebe Ay no apruebe B es i

10
a) Calcula la probabilidad de que aprueben Ay B.

Sean los sucesos A=«A aprueba » y B= «B aprueba». Los datos del enunciado son:

3

p(A)=2 P(B)—z y P(AnB)= 0

P(A)=PANB)+P(ANB) = 2 =P(ANB)+-2- = P(ANB)= -2 ;

5 10 (0]

3

En consecuencia, la probabilidad de que aprueben Ay Bes — 10

b) Calcula la probabilidad de que solo apruebe B.

Se trata de calcular P(Z N B). Razonando como en el caso anterior:

P(B)= P(AmB)+P(AmB):>%:%+P(AmB) = P(ANB)= %
¢) Calcula la probabilidad de que apruebe al menos uno de los dos.

Por dltimo: P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)==+—-——=—

Probabilidad 1 79



1 Calcula la probabilidad de que al lanzar tres dados la suma de las
puntuaciones obtenidas sea 6.

Representamos los resultados de los lanzamientos como ternas de nimeros
comprendidos entre 1y 6. El niimero total de dichas ternas es 6° = 216, mientras
que aqudias cuyos miembros suman 6 son las siguientes:

(1.1,4),(1,2,3),(1,3,2),(1,4,1),(2,1,3),(2,2,2),(2,3,1),(3,1,2),(3,2, 1)

Por tanto, hay, exactamente, 9 casos posibles, asi que la probabilidad pedida es:

9 _1

~216 24

(2 Consideremos el experimento que consiste en lanzar una moneda
3 veces, y los sucesos:

A = «se obtienen al menos dos caras»; B = «se obtienen exactamente dos carasy;
C = «se obtiene cara en el primer lanzamiento» y D = «se obtiene cruz en los dos pri-
meros lanzamientos».

a) Escribe los cuatro sucesos anteriores y calcula sus probabilidades.

Escribimos cada resultado como una terna formada por simbolos cy x, que
denotan, respectivamente, que se ha obtenido cara o cruz. Por ello, el numero de
posibles resultados es

2°=8, yA={(c,cc)(ccx),(c,xc),(xcc)}, B={(ccx),(cxc)(xcco)l,
C={(c.c,c),(c.c,%x), (¢, %¢), (¢, xx)} y D={(x,x¢), (% x %)}

En consecuencia:

P(A)= % P(B) =<, P(C):%:%, P(D)= %

(VYN

b) Calcula la probabilidad de los sucesos: $,=Bn C, S,=BUC, T=(An O uDyT

S,=BNnC={(c ¢ x),(c, xc)},luego P(S,) =%= por tanto:

Al

P(BUC)=P(B)+P(()-P(BNO)=5+5—,=

5y’
3
5/

(VIS

NI
I

Por otro lado,
T=(AnC)uD={(¢c,c,c),(c cx),(cxc)(xxc)(xxx)}

” _5 p(F)q_p(r)=1_5_3
yas..P(T)—e,P(T)-1 PM=1-2=15

1 8 0 Probabilidad




3 Dados dos sucesos independientes Sy T cuyas probabilidades son P(S) =%

y P(T) = 130 calcula las probabilidades de los sucesos SU Ty SUT.

Por ser Sy Tsucesos independientes, P(SNT)=P(5)- P(T) = luego:

2_0
3 3 _13

P(UT)=P(S)+P(T)- P(SmT)—§+ﬁ—% 20

Por ultimo, T = ClaYaleICla T)y los sucesos SN Ty 5NT son incompatibles por
serlo Sy S, luego

5 _ _ z 3
ﬁ_P(T)_;r"(smr)ﬂv(s»mr) 2O+P(5mT)
y en consecuencia:
- 3 3 3
P(ENT)= 10 20" 20

(4 De una caja que contiene 5 bolas azules y 4 verdes se extraen
sucesivamente 2 sin reemplazamiento.

a) Calcula la probabilidad de que la segunda bola sea verde.
Consideremos los sucesos:
A=«la primera bola extraida es azul»; S=«la segunda bola extraida es verde»

Hemos de calcular P(S), y sabemos que'

_1
P(A)= 9 y P(SIA)= 5 >
Porotrolado P(S/A)=2 pues como estamos suponiendo que la primera bola extralda

es verde enla caja quealan 5 bolas azules y 3 verdes. Ademas, P(A)=1-P(A)= ,y
por la férmula de la probabilidad total resulta:

34_5 1_4
P(5)=P(5/A)-P(A)+P(SIA)-P(A)= _§+E'§ 5765

b) Calcula la probabilidad de que la primera bola sea azul sabiendo que la
segunda es verde.

Hay que calcular P(A/S), para lo que sustituimos los valores conocidos en la
igualdad:

P(5/A)-P(A)=P(AIS)-P(5)
Se tiene entonces:

% —P(5/A)-P(A) = P(A/s)% = P(AIS)=

®|O

1
2

NS

Probabilidad 1 8 1



1 Halla x para que se cumpla la siguiente igualdad: 73

X _'|+'I
-J2 V3 V2

Al efectuar la suma que aparece en el segundo miembro de la igualdad se tiene:

1,1 _V2+J/3_J/3+.2
\/_\/_\/_\/_\/_\/_\/_’

y despejando:
_(B+v2)(/3-2) (VB -(2f _ 1 _Je

Je - e Je 6

Se sabe que el polinomio p(x) = x* + 4x*> + kx — 30 es multiplo de x + 2.
Halla ky descompdn p(x) en factores de grado 1.

Se deduce del teorema del resto que p(—2) =0, luego
0=p(-2)=(-2)°+4(-2)*-2k-30=-22-2k = k=-11
Aplicando la Regla de Ruffini,

‘1 4 -11 -30
—2 -4 30 = px)=x+4x—-11x—30=(x+2)(x*+2x—15)
1 2 -15 O

-2

Aplicando de nuevo la Regla de Ruffini,

12 -15
3. 3 15 = p(x)=(x+2)(x*+2x—15)=(x+ 2)(x— 3)(x+ 5)
15 0

Halla las longitudes de los lados segmentos ABy CD de la figura,
sabiendo que la longitud del segmento AC es 4,5 m.

Observamos que AC= ED=4,5 m, luego B
_ o_BE
1=tg45°= DE:>BE DE=4,5m
Por otro lado,
/3 L K
1 AE 45_ 9 _3J/3
—==1t930°="_- = AE= m
NERE -7 J3 23 2
A X
yporljltimoCD=AE—3\/_myAB AE+EB_¥+gm.

1 8 2 Evaluacion general




(4 Calcula el punto en que larecta r: x -4y + 14 = 0 corta a la recta s que
pasa por el punto A = (1, 3) y corta al eje de ordenadas en el punto
B = (0, 2).

x—0 -2
Una ecuacién de larecta ses: s:=—— . A

1-0 3-2

asi que, las coordenadas del punto son la solucidn del sistema de ecuaciones lineales:
{x—4y+14=0 {x=4y—14

& y=x+2

= 4y-14=y-2=3y=12=>y=4,x=2

x—y+2=0 x=y—-2

Las rectas ry s se cortan en el punto C=(2, 4).

(5 Se ha realizado una encuesta a los 20

9
alumnos del curso de 4° en la que se g ?:
preguntaba el nimero de horas que 2 g:
dedican a actividades de ocio en el fin de § 4
semana. En la gréfica aparecen recogidos ¢ ;
los resultados. Calcula el nimero medio Z 1
de horas que dedican al ocio asi como su 0
desviacion ﬁpiCG. Tiempo de ocio (horas)

Los valores que toma el niimero de horas de ocio
sonx,=1,x,=2, x5 =3y x, =4, con frecuencias absolutas f,=4,f,=6,f;=6yf, =2,
respectivamente, cuya sumaes N=f, +f, + 5+ f,= 20. Por tanto, la media es:

= fi X1+ F %, +f5 %5+, X2 _4-1+8-2+6-3+2-4 _46_23 —2.3h
N 20 ~20 10

Es decir, 2 hy 18 min.

Para calcular la desviacién tl’pica, como X es la raiz cuadrada de la varianza:

£ X2+ fy X5 +fy X5 +F, X2 g2 4.17°+8-2°+6-3°+2-4° (25)

Var = N - 20 10

_122 529 _610-529 _ 81
20 100 100 100

asiquec =+/Var =./0,81=0,9.

=0,61

(6 (Cudl es la probabilidad de que en el sorteo de la ONCE salga un
nimero capiclia? Recuerda que los nimeros son de cinco digitos,
incluido el cero.

Como los niimeros que se obtienen en el sorteo son de 5 cifras, la que ocupa el lugar de
las centenas no desempeaa ningun papel para decidir si el nimero obtenido es capicua
o no lo es. Por tanto se trata de contar cuantos numeros abcd de cuatro digitos se
forman con las cifras del O al 9, de las que hay 1 0%y quedarnos con las de la forma
10°_ 1

10" 100’

Evaluacioén general 1 8 3

abba, de las que hay 102, Por tanto, la probabilidad buscada es p =
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