Sistemas de ecuaciones.

Método de Gauss

¢ Actividades

1. Si se designa por x el niumero de mujeres e y el
ndmero de hombres, se tiene:

X+y=42
X >y
X,y € N U {0}

Se trata, pues, de encontrar nimeros naturales
gue verifiguen esas condiciones. Obviamente hay
muchas soluciones y, por tanto, no es Unica.
(Véase tabla adjunta.)

x| 22 23 24 25
y| 20 19 18 17

2 4
2.a) 2x-3y=40 y=—X——
) y y=3 3

X

A
Entonces 2

_2 4
y3 3

b) 3x+y—-z=802z=-3x-y+8

X=X\
Entonces {y = u
z==-3\—pn+8

3. a) Por ejemplo, basta afiadir la ecuacion x + 3y = 1.
Resulta asi el sistema compatible determi-

nado:
2Xx—-3y=6
X + 3y = 1} (Rectas secantes)

b) Por ejemplo, afiadiendo la ecuacion 4x — 6y = 10.
Asi, resulta el sistema compatible indeterminado:

2x—-3y =6

X — By = 10} (Rectas paralelas)

¢) Basta afiadir una ecuacion multiplicada por un
ndamero real, por ejemplo, 4x — 6y = 12. Asi el
sistema incompatible es:

2x—-3y =6

4x — By = 12} (Rectas coincidentes)

4. a)

b)

5.a)

b)

6. a)

b)

7.a)

3x-y=8 _ _
x+4y=—6} X=2,y=-2
Sistema compatible determinado

2x-y=1

_6x + 3y = 2} Sistema incompatible.

2x+y+z=1 _Z
2y-z=0 y=5

Haciendo z = \, entonces y = Py

Despejando x de la primera ecuacion queda:

-3 1
X=——N\N+—
4 2
Luego:
-3 1 A
XY, Z)=(——A+—, — N, AER
.y, 2) (4 > )
X—-3y+z=4
2y+3z=-21 z=5y=-3,x=0
z=5
Solucién: (x,y, z) = (0, - 3, 5)
X—-2y+z=0
x+y—-z=1 Sistema incompatible.
4x -y =0
X—-2y+z=0
AX+y—-z=1 E;=E, +E,
4x—y=1
. X=2y+z=0 B
Luego: 3x+y—z=0} E, - E,-3E,
X—2y+z=0
7y—4z=0

. 4
Haciendo z = \, entonces y = = N
. L 8 1
En la primera ecuacion: x = = AN—\= = A

1 4
Solucién: (x, y, z) = (—7— N, = \, A), NER

1 1 1 36
1 1 1 13
-1 1 1 7



F, - F,—F;F, - F +F,

36
-23
43

1 1 -
0 -2 2
0 2 O

X+y—-z=36

-2y + 2z =-23

2y =43

Sistema compatible determinado.
1 2 4 1
b2 1 -5 | -1
1 -1 -1 |-=2

F, - F,-2F;F, - F,—F,

49 43
2" 2

xy, 2= (——, —, 10

1 2 4 1
0 -3 3 |-3
0 -3 3 |-3
F, - F,—F,
1 2 -4 1
0 -3 3 |-3
0 0 O 0
X+2y- 42_: o sistema compatible
-3y +3z=-3 ; .
indeterminado
Solucion: (x,y,z)=(2n—1, A+ 1, N\, A ER
1 2 1 4
8.a)(2 7 -1 | 8
3 5 3|1

F, -~ F,—2F;F, - F,—3F,

1 2 1 4
0 3 -3 0
0 -11 0 |-11
X+2y+tz=4
3y—-3z2=0 xvy,2=01,11)
11y =-11
Sistema compatible determinado.
21 0 5
b) (1 0 3 16 F, - F,
0 5 -1 10
1 0 3 16
21 0 5
0 5 -1 10
10 3 16
F,-F,-2F (0 1 -6 27
0 5 -1 10

42

9.a)

b)

10. a)

F, - F,—5F,
1 0 3 16 X+ 3z=16
01 -6 =27 y — 6z = -27
0 0 29 145 29z = 145
Solucién:  (x,y,2)=(1, 3,5)

Sistema compatible determinado.

1 1 0| 2

0 1 1| 3| Fj-F;—-F
1 -1 1|5

1 1 0| 2

0 1 1| 3

0 -2 -1 3

F, - F;+2F,

110 2 X+y=2
011 3 y+z=3

0 01|09 z=9

(X, y,2)=(8,-6,9)
Sistema compatible determinado.

Si, por ejemplo, afiadiendo una ecuacién que
sea suma de las dos primeras.

E;=E, +E,
Esto es:
X+y=2
y+z=3
X+2y+z=5
%Y, 2)=(N\=1,-A+3,\), ANER
2 -1 1| =2
1 -3 =2 3| F,«F,
1 2 3| -1
1 -3 =2 3
2 -1 1| =2
1 2 3| -1
F, - F,—2F,
F, - F,—-F,
1 -3 -2 3
0O 5 5| -8 F, - F;—F,
0 5 5 -4
1 -3 -2 3 X—-3y-2z=3
0O 5 5| -8 Sy + 5z =-8
0O 0 O 4 0=4

(2]

istema incompatible.



1 -1 1]0
b)(3 2 -2 |1
5 0 0] 1
F, - F,-3F
F, - F,—5F;
1 -1 1|0
0 5 -5 |1
0 5 5|1
X-y+z=0
S5y-5z=1

Sistema compatible indeterminado.
1 1

X, V¥, Z)=[— AN+—,N], NER

.y, 2) <5 c )

11. No es necesario. Por ejemplo, el sistema de la
actividad 10 b).

32 11]0 1 2 -3 |6
12'(1 2—3‘6)F1‘*F2<3 2 1‘0)
1 2—3‘ 6)

Fp » Fp=3F (o -8 10 | -18

X+2y—-32=6
-8y + 10z = -18
Sistema compatible indeterminado.
7 3 5 9
Y, 2)=[—A+— —A+—,\], NER
2 2 2 4
13. Por ejemplo, el sistema de la actividad 10 a).

2X—y+z=-2

X —3y -2z =3} Es un sistema incompatible.

X+2y+3z=-1
Suprimiendo la tercera ecuacion:

2X—y+z=-2
X—3y—-2z=3

Resulta un sistema compatible indeterminado.

0 2 0 1] 0
2 2 3 2| =2
1“aly 5 5 115 FeF

6 1 6 -5 6

2 2 3 2| -2
0 2 0 1| 0| F,=F,—2F,
4 3 0 1| -7| F,=F,—3F,
6 1 6 51| -6

2 2 3 2 | =2
0o 2 0 1 0| F,=2F,+7F,
0o -7 -6 -3 |-3 F,=2F, +5F,
0 -5 -15 -11 0
2 2 3 2 | =2
0 2 0 1 0 30
00 -12 1 |-6 F4‘F4_EF3
0 0 =30 -17 0
2 2 3 2 -2
0 2 0 1 0
0 0 -12 1 -6
00 0 -39/2 | 15
3 -1 2 | 12
b) |2 o 1 2| ¢ .
1 2 3|11 37 1
3 0 2 0
1 2 3|11\ F,-F,-2F
2 2 -1 | 2| F,-F,-3F
3 -1 -2 |12/ F,-F,-3F
3 0 2 0
1 2 3 11
06 -7 [ 20| .. . .
0 —7 -11 o1 Sistema incompatible.
06 -7 [ -33

15. a) Sistema incompatible.

b) Sistema compatible determinado:
1 5 1
xy, z)= (—? Py —2—>
c) Sistema compatible indeterminado:
X y,2)=(-4N+2,\,-4\+3), NER
d) Sistema compatible indeterminado:
XY, Z,wW)=(-A=-2pn+5 =3\ +4,N),
NRER
e) Sistema incompatible.
f) Sistema compatible determinado:
x v, z,w)=(1,0,1,1)
g) Sistema compatible determinado:
xy)=(12)
h) Sistema incompatible.



16. a)

b)

2 1 -11|0

1 2 1| 0| FoF

2 -1 3|0

A B B N

A B B < = =

2 -1 3|0 37T

1 2 10 5

0 3 -3|0| F-F,-=F
3

0 5 1|0

1 2 170

0 3 3]0

0O 0 6|0

Solucidn trivial:

x=0;y=0,z=0

1 -1 -110

3 7 3]0 EPEZZiFl

1 4 210 37T s

1 -1-110 1

0 10 6 |0| F,-F,-—=F
2

0 5 3]0

1 -1 -110

0 10 6 |0

0O 0 0]O

X y,z2)=(2\, =3\, 5\, ER

Solucioén distinta de la trivial.

17. No es posible.

1 122
18.12 -1 3 | 2 E *Ezzéi
5 -1 a| 6 s
1 1 2 2
0 -3 -1 |-2| F,-F,—2F,
0 -6 a—10| -4
1 1 2 2
0 3 -1 |-=2
0 0 a-81|0
X+2y+2z2=2
3y-z=-2
(a-8)z=0

2

* Sia # 8: sistema compatible determinado.
e Sia = 8: sistema compatible indeterminado.
Resolucion paraa =0

uma{ééﬂ

o Ejercicios
1.2x+3y-2z=1

. 3 1
Haciendo z = A, y = u, entonces X = A — > w+ Py

(% %.2)= = p* o ) N p E R

Para encontrar tres puntos del plano basta dar
valores a los parametros \ y . Asi:
A=0,n=00 (2/2,0,0)

A=1, =00 (3/2,0,1)

A=0,n=10 (-1,1,0)

Sin embargo, para hallar tres puntos que no perte-
nezcan se deben dar valores a \ y . que no cum-
plan la solucién. Por ejemplo: (3, 0, 0), (2,0, 1) y
0, 1, 0).

2 -1 1 |1
2201 3 -1 |1
5 -7 8 |9

2 -1 1

=

1 3 -1 1) F, . F,—2F,

A N R i
1 3 -1 1 22
0O -7 3 |-1| F,-F _TFZ
0 -22 13 | 4
1 3 -1 1
-7 3 |-
25 | 50
0 R R
7 7
X+3y—-z=1
—7y+3z=-1
25 50 x=0,y=1,z=2
L2, -2
7 7

Sistema compatible determinado.

1 -1 -1 0
by [1 4 2| 1 EZ*EZ:;:
3 7 3|2 3773 1



1 -1 -11]0
0 5 3|1 F, - F,—2F,
0 10 6 1 2
1 -1 -11]0 X=y—-2=0
0 5 3|1 o }
0 0 0 0 Sy+3z=1
2 +1 -3a+1

X,y,z2)= , ALNER
%y, 2) ( : 5 )
Sistema compatible indeterminado.

2 -1 3| 3

|4 -1 5| 5| F «F,

1 0111

1 01 1

s 13| s] BopE

2 -1 3 13 37 73T

1 01 1

0 -1 1 1

1 -1 1 1

+z= . . . .
Xtz _ 1} Sistema compatible indeterminado.
—y+z=1

Y, Z2) =N+, A= N, NER

Xx+2y=1 X+2y=1
'2x—3y:—1} E, - E,—-2E, —7y=—3}
1.3

7777

El sistema dado es compatible determinado.

Si es posible. Basta afiadir una ecuacion que verifi-
que la solucion del sistema propuesto. Por ejemplo:

1 3 _9
3x+2y:3-—7—+2-——:—

7 7
Asi,
3x+2y:%w 21x + 14y =9

X+y=4
"Xx-y=0

Sistema compatible determinado con solucion:
X=2,y=2.
a) Basta con afiadir una ecuacion que no verifique
la solucion anterior. Por ejemplo:
X+ 2y =7
b) No es posible.

6. a)

1 -9 5 33
5
1 3 -11 -9

F, - F,—F,
F, - F,—F,

=
|

=

=

1 -9 5 33 3
8 -4 | 28| F,-F,——F
6 —6 | —42 4

[oNe]

1 9 5,33

0O 8 -4 -28

0O 0 -3 21

X—9y +5z2=33| x=-2
8y —4z=-28 y=0
-3z=-21 z=7

%y, 2)=(=2,0,7)
Sistema compatible determinado.

b) No, porque si se elimina una ecuacion el siste-
ma resultante seria compatible indeterminado.

1 -1 110
781 0 1]0| 2C T

2 3110 37 s 1

1 -1 10

0 1 0| 0| F,-F,

0 5-31]0

1 -1 110

0 5 3|0

0 1 olo

x—y+z:O\

5y-3z=0} (x,y,2)=(0,0,0)

y=0]

Solucidn trivial.
11 -3 10

(10 -1 |0 EZHEZ-;‘:
3 1 -3 |o0] 37T
1 1 310
0 -1 2|0| F,-F,-2F,
0 -2 60
1 1 310 ty—32=1
0 -1 2|0 A
0 0 0 y*ez=

Xy, 2) =\, 2N, N ER

Sistema compatible indeterminado o con solu-
cién distinta de la trivial.



1 2 -1 1|0 3Xx+my=5 3 m| 5 2
8.( 5 ‘ 0) F, -~ F,—3F, 14, } ( ‘8> F, - F- R

3 -5 2x+5y =8 2 5
(1 2 -1 ‘ O) x+2y—z:0} 3 m 5+m
- - = 2 14 2
0 -11 5|0 11y +5z=0 0 5. 2| 4 _2
3 3 3
X y,2)=(\, 5\ 1IN, N ER
Sistema con solucion distinta de la trivial. 3Xx+my=5+m
11 -1 1|0 5 im)y—ﬂ 2
9.(2 5 o _1 ‘ 0) F, - F,—2F, 3 3 3
2
11 -1 11 0 X+y—z+wWw=0 El sistema tiene solucion dnica si: 5 3 m # 0.Es
(o 0 0 -3 ‘ o) 3w = o} decir: 15
Sy

Y, Z,W) ==, 0N LER
) . . . ) L+2kx+5y=7 1+2k 5 7
Sistema compatible indeterminado dependiente 15. @+ Kx+4y =8 54k

de 2 parametros. 418
10. Si, es posible. 4 1+2k 5 7
. . F, - F,——F, 6 — 3k 12
11. Si, por ejemplo: 5 5 _5—
2x+3y+4z+2w=1
2X+3y+4z+2w =2 (A +2k)x+5y=7
(6 — 3K)x = 12

2 3 42 ‘ 1\ £ _F

2 24 2|2 272 El sistema no tiene solucién si: 6 — 3k = 0.

2 3 4 2‘ 1) ox+3y+4z+2w=1 Estoesik =2.

00O00O0I1 0=1 16, @k—Dx+ky=6[ (2k-1 k | 6) _
Sistema incompatible de 2 ecuaciones y 4 incogni- ' 15x +8y =6 15 8| 6 1 2
tas.

. . . 15 8 | 6 2k -1

12. Si, por ejemplo: <2k— 1 K 6) F, - F,- 1= F,
x+y=1

2x + 2y = 0} Sistema compatible indeterminado. 15 8 6
3x+3y=2 0 -k +8 96 — 12k
Eliminando la tercera ecuacion resulta: 15 15

x+y=1 . . . 15x + 8y =6
X +2y = 0} Sistema incompatible. (—k + 8)y =96 — 12k
13. x*+ax?+bx+c=0 El sistema tendra infinitas soluciones si:
X =—40 256 +16a—-4b+c=0 K+8=0
x==-101+a-b+c=0l[ 96—12k20}
Xx =20 16+4a+2b+c=0
16a—4b +c=-256) a=_15 Esto es: si k = 8.
O a-b+c=-1 b=10 Asi, quedaria sélo la ecuaciéon 15x + 8y = 6
da+2b+c=-16 c=24 6 — 8\
. Haciendoy = A, x =
La ecuacion propuesta es: 15
x4 —15x2 + 10x + 24 = 0 (X'y):<ﬂ+_6,)\>'>\eR
Laotraraizesx=3 15




17.

18.

3xX-2y+z=0 3 -2 1 0
X+2y—-3z=0 1 2 -3 0
kx —14y + 152=0 k -14 15 0
1 2 -3 0
F, - F, 3 -2 1 0
k -14 15 0
F, - F,—3F, 1 2 -3 0
0 -8 10 0
Fo - Fa—kF \g _14_2k 15+3k | 0
1 2 -3 0
—14 =2k 0 -8 10 0
F, - Fp+—F, k-5
8 0O 0 —— 0
2
X+2y-3z=0
-8y +10z=0
(k-5z=0

El sistema tendra solucién distinta de la trivial si:

k—-5=0, es decir, k = 5.

x+2y+3z=-1| F, - F,-2F,

a) 2x+5y+4z=-2
X+ 3y +k?z =k Fs - Fs—F
12 3 -1
01 =2 0 F, - F,—F,
0 1 k-3 | k+1
12 3 -1 X+2y+3z=-1
01 -2 0 y—2z=0
0 0 k-1 | k+1 k>-1z=k+1
k?—1=00 k=#1
k+1=00 k=-1
Estudio:

e Sik=-1, queda el sistema:
X+2y+3z=-1
y—2z=0
gue es compatible indeterminado depen-
diente de 1 parametro.
e Sik=1, el sistema
X+2y+3z=-1
y—2z=0
0=2
es incompatible.
b) Sik=-1,
X+2y+3z= —1}
y—2z=0

41

19.

20.

21.

XY, 2)=(=7A=1,2,\), N ER
Sistema compatible indeterminado.

X+3y—-2z=-3 1 3 -2 | -3
X—-y+z=2 3 -1 1 2
ax+2y-z=-1 a 2 -1 -1

3 -1 1| 2\ F,-F,+2F
F,oF, [1 3&]| -3 E b
a 2&D| 3~ 3™ h
3 11 |2
7 10 |1| F,-F,-F
3 3 2
a+3 @o 1
3 -11 2 X-2y+z=2
7 10 |1 x+y=1
a-4 00 |0 (@a-4x=0

El sistema tendra infinitas soluciones si;a—4 =0
0 a=4.

Asi, resulta el sistema:

3X—2y+z=2
x+y =1
Yy, 2)=(\,=IA+1,-17\+4), N ER
X—y+kz=0 1 -1 k| O
4x—-4z=0 4 0 4|0
—X—-ky—-z=0[ -1 -k -1 0
F, - F,—4F, é —i 4k " 8
Fa-Fa*F lo k-1 14k | o0
k+1
F, - Fy+ F,
1 -1 k 0 XxX—-y+kz=0
0 4 -4-4k 0 4y —(4+4k)z=0
0 0 —k?-k 0 —(k?+k)z=0

El sistema tendra infinitas soluciones si: k2+ k =0
O k(k+1)=00 k =00k =-1.

X+2y=3 1 2 3 F, - F,—-F,

x-3y=1 1 -3 1
ox+y=m| |2 1lm/| Fa-Fs—2F
1 2] 3 3
05| 2 | F,oF——F,
5

0 3Im-6
1 2 3
0 -5 2

24
0 0 ad

5



22.

23.

24,

. 24 ) ) .
e Sim=—, el sistema es compatible determina-

11 2
do con soluciéon (x, y) = (—, —
) (5 5)

e Sim# ? el sistema es incompatible.

X+2y—-z=0 1 2 -1 ‘ 0
x+ky+z =0 1 k 1 0

1 2 - 0
Fom P Fy (0 k=2 2 ‘ o)
X+2y—-z=0
(k—=2)y+2z =0
« Sik =2, resulta el sistema: X 2y-z - 0 ,
2z =0
que es compatible indeterminado.
Y, 2)=(F2\ N0, ER
. . ) X+2y—-z=0
Sik # 2, resulta el sistema: (k—2)y + 27 = 0},
que también es compatible indeterminado.
K+2N =2\
Xy, 2)= (k+2) , N|NER
k-2 k-2

En resumen, [k € R el sistema es compatible
indeterminado, o sea, con solucién distinta de la
trivial.

a) Nunca.

b) Si. Por ejemplo: XTy+z= 1}

2X+y—z =2

c) Si. Por ejemplo: XTyrtz= 1}

2Xx+2y+2z =3

X +y +kz=k?

y—z=Kk
x+ky+z=k
1 1 k| k?
aM=(0 1 -1 | k |=M*
1 k 1] k

IM|=1-1-k+k=0

11
01

—1+0 OdrgM)=2,0keR

1 1k2

0 1 k| =k+k-k?2-k=-k?+k=

1 k k| =k(k+1)=00 k=0yk=1

e Sik=0ok=LrgM)=rg(M*)=2<30
O Sistema compatible indeterminado (infini-
tas soluciones).

e Sik#0yk#1l.rg(M)=2yrg(M*) =30
O Sistema incompatible (no tiene solucion).

b) ¢ Sik =0, resulta el siguiente sistema homo-
géneo:

XxX+y=0
y—-z=0
X+z=0

XY,2) =N MA,NER

* Sik =1, queda el siguiente sistema:

x+§i§zi ~ x+y+221}
XxX+y+z=1 y-z=1

Y, Z2)=EFE2MA+ LA, NER

X+3y=2 1 3 2
25. x+7y=10} (1 7 | 10 EZ*EZZE;:
kx + 8y = 4 k 8 4 37~ '3 1
1 3 2
8 — 3k
0 4 8 F, - Fy— F,
0 8-3k | 4-2k 4
1 3 2
0 4 8
0 0 | —-12+4k

Si— 12 + 4k = 0, es decir, k = 3 el sistema es
compatible determinado con solucién (x, y) =
= (-4, 2).

X—y+z=a 1 -1 1 a
X+ty—z=Db 1 1 -1 b
—X+y+z=cC -1 1 1 c
F, - F,—F,

F, - F,+F)

1 -1 1 a X-y+z=a
0o 2 =2 b-a 2y—2z=b-a
0 0 2| a+c 2z=a+c




x =100, y =210, z=190

2 y 2 2 Se vendieron, pues, 100 butacas de patio, 210 de
entresuelo y 190 de palco.

a+b  b+c Z_a+c

Sistema compatible determinado [a, b, c € R.
3. x = litros de la solucién que contienen el 15% de

acido sulfdrico.

* Problemas y = litros de la solucién que contienen el 25% de
1. Se designa por x, y, z los nimeros mayor, media- acido sulfdrico.
no y menor, respectivamente. Entonces: z = litros de la solucién que contienen el 50% de
acido sulftrico.
X+y+z=40 X+y+z=40 ) .
X+y=3z} « x+y—-3z=0 Asi, se tiene:

x=y+z-8 X-y-z=-8 x+y+z:100}

0,15x + 0,25y + 0,50z = 0,40 (x +y + 2)

s 139 Boen
F, - F,—F x+y+2z=100
1 -1 -1] -8 3 s 1 - _
-5x—-3y+2z=0
1 1 1 40
1 1 1 | 100
0O 0 4 ‘ -40 (_5 3 2 0 ) F, - F, +5F
0 -2 -2 | -48
(1 1 1| 100 )
X+y+z=40 X =16 027 500
—4z =-40 y=14 X +y+z=100
—2y — 2z =-48 z=10 2y + 7z = 500
Los numeros pedidos son 16, 14 y 10. Sistema compatible indeterminado
= N [ i 5 -7
2.x = Numero de localidades del patio de butacas (. y, 2) = [N — 150, =\ + 250,
vendidas. 2 2
y = Numero de localidades de entresuelo vendi- Como el numero de libros ha de ser mayor o igual
das. gue cero, se debe exigir que:
NG . . 5
z = Numero de localidades de palco vendidas. ?/\ _150=00 A= 60 -
Ast: ~ cop [ B0=A="—
X +Yy+z =500 7/\+250>0D )\sT 7

50x + 35y + 252 = 17100

= =
50-%+35y+252:14600 r=0

4. x = euros invertidos en Letras del Tesoro.

X +y+z =500 y = euros invertidos en Bonos.
< 10x + 7y + 5z = 3420 z = euros invertidos en Obligaciones.
5x + 7y + 52 = 2920
Entonces:

111 500 F, - F,— 10F, X +y+z=10000
10 7 5 | 3420 | 2 .2 o 0,03x + 0,05y + 0,04z = 425! -

5 7 5 2920 3 8 L X+y=23z
1 1 1 500 X+y+z=500 X +y+2z=10000
0 -3 -5 -1580 -3y —5z=-1580 = 3x+ by + 4z = 42500
0O 2 O 420 2y =420 X+y—-3z=0




1 1 1 | 10000

3 5 4 | 42500 Ez - E? ~ iFl

11 -3 0 3T 3

11 1 10000 X+y+z=10000
0 2 1| 12500 2y +z=12500
0 0 -4 | -10000 —4z =-10000

X =2500,y=5000, z=2500

Debera invertir 2500 € en letras del Tesoro, 5000 €
en Bonos y 2500 € en Obligaciones.

5. x = plantas compradas a 7 €.

y = plantas compradas a 10 €.
z = plantas compradas a 13 €.
De esta manera se tiene el siguiente sistema:
X+y+z= 15}
7x + 10y + 13z =150

1 1 1| 15
(7 10 13 150) Fo - P 7R

111 15
0 3 6 45
Xx+y+z=15
3y+6z =45
Sistema compatible indeterminado.

(X, ¥, z) =(\, 15 — 2\, \) donde \ ha de ser natu-
ral y, ademas, 15 — 2\ = 0; A < 7,5. Es decir:

AN=0,1,2,3,4,56,7

Todas las posibles combinaciones de macetas que
pueden comprar Azucena y Jacinto se dan en la
siguiente tabla:

A X y z
0 0 15 0
1 1 13 1
2 2 11 2
3 3 9 3
4 4 7 4
5 5 5 5
6 6 3 6
7 7 1 7

6. x = gramos del producto A incluidos en la mezcla.

y = gramos del producto B incluidos en la mezcla.
z = gramos del producto C incluidos en la mezcla.

50

Entonces:

20x + 10y + 15z = 2300 (proteinas)
2x + 6y + 52 = 620 (grasas)
15x + 10y + 52 =1600 (humedad)

4x + 2y + 3z = 460 X = 60
2x + 6y + 52 = 620 y =50
3x+2y+z=320 z=40

Se deberan utilizar 60 g del producto A, 50 g del
producto B y 40 g del producto C.

. Sea el polinomio de tercer grado siguiente:

p(x)=x3+ax2+bx+c

Imponiéndole que pase por cada uno de los pun-
tos resulta el siguiente sistema de 3 ecuaciones
con 3 incAgnitas:

(2,5) - 5=8+4a+2b+c
(3,10) - 10=27+9a+3b+c -
(4,-3) > -3=64+16a+4b+c

c+2b+4a=-3
- Cc+3b+9a=-17
c + 4b + 16a = -67

c b a
12 4 -3
13 9| -17 EPEZZE
1 4 16 | -67 37T s
12 4 -3
01 5| -14
0 2 12 | -64
12 4 -3
F,-F,-2F, |0 1 5 | -14
0 02| -36
c+2b+4a=-3 a=-18
b + 5a=-14 b=76
2a=-36 c=-83

Luego p(x) = x3 —18x? + 76x — 83

. X = kg de café de Colombia en la mezcla

y = kg de café de Brasil en la mezcla
z = kg de café de Kenia en la mezcla
Asi:

X+y+z=1 X+y+z=1
10x + 6y + 8z =8,50} = bx+ 3y +4z=4,25
X =3y x—3y=0



10.

1 11 1
5 3 4 | 425 E *E{I‘Z’F
1 -3 0 0 -l
1 1 1 1
0 2 -1 | 0,75
0 4 -1 -1
1 1 1 1
F, - F,—2F, [0 -2 -1 | -0,75
0 0 1 0,5
x+y+z=1\ x = 0,375
-2y —z =-0,75 y =0,125
z=05 z = 0,500

Se deberan mezclar 375 g de café de Colombia,

125 g de Brasil y 500 g de Kenia.

. X = nimero de respuestas correctas.

y = namero de respuestas incorrectas.
X = nimero de respuestas no contestadas.
De esta manera se tiene:

Xx+y+z=30| (Total de respuestas)
x—0,5y=17,5} (Puntuacion de un alumno)
y=2z| (lgualdad de respuestas in-
correctas y no contestadas)
X+ 2z=30
x—05z = 17,5} E, - E-F
X +27 =30 )Z‘ - éo
-2,5z =-125 _
y=5

Respondié correctamente 20 preguntas, se equi-
vocoé en 5y no respondio a otras 5.

x?+y2+ax+by+c=0
(-1,-4) - 1+16-a—-4b+c=0

(2,1) -4+1+2a+b+c=0 |«
(3,00 -9+0+3a+0+c=0
c—4b-a=-17
= Cc+b+2a=-5
c+3a=-9
1 -4 -1 | -17
1 1 2 -5 EZ*E{E
1 0 3| -9/ #7731
1 -4 -1 | -17 4
0 5 3| 12| F,-F,—-—F,
5
0 4 4 8

1 4 -1 -17
0O 5 3 12
0O 0 85 —-8/5

c—4b—-a=-17 c=-6
5b+3a=12! b=3
=-1| a=-1

La circunferencia que pasa por esos tres puntos
es:
x2+y2—-x+3y -6=0
11. x = edad del abuelo.
y = edad del padre.

z = edad del hijo.

Asi:
X =2y x—2y=0
y=3z} < y—-3z=0
X+y+z=120 X+y+z=120
1 -2 O 0
0O 1 -3 0 F,
1 1 1 120
1 -2 O 0
0O 1 -3 0 F, - F;—3F,
0O 3 1 120
1 -2 O 0
0O 1 -3 0
0O 0 10 I 120
X—=2y=0| x=72
y—-3z=0} y=36
10z =120| z=12

El abuelo tiene 72 afios, el padre 36 y el hijo 12.

12. x = km recorridos por la corredora mas en forma.
y = km recorridos por la corredora mediana.
z = km recorridos por la corredora méas fondona.

Por tanto:
X+y+z=41
y+z X+y+z=41
Y > =17} = 3x+2y+2z=102
—X -y +2z=-20
2z=x+y-20
1 11 41
3 22| 102 EZ*EZIiFl
-1 -1 2| =20 37 T



13.

14.

15.

1 1 1 41
21
0 0 3 21

X+y+z=41| x=20
y+z=21, y=14
3z=21| z=7

La corredora mas en forma recorrio ese dia 20 km,
la mediana 14 km y la més fondona 7 km.

Sean X, Y, z las edades respectivas del hermano
mayor, mediano y pequefio. Entonces:

5x + 4y + 32 = 60
4x + 3y + 52 = 50
3x + 5y + 4z = 46

x=9,y=3,z=1

El mayor tiene 9 afios, el mediano 3 y el peque-
fio 1.

Sean x e y el porcentaje de alcohol que contiene
el vino blanco y el vino tinto, respectivamente.
Asi:

60x + 20y =10

20x + 60y = 11

X = 19 =0,11875
160

2
y =23 - 014375
160

De esta manera se tiene que:
19 23
40x + 40y =40 - —— + 40 - ——
160 160
10,5 es la graduacion de esta mezcla de vino tinto

y blanco.

=105

Designemos por X, y, z el nUmero de camisetas
vendidas de los modelos A, B y C, respectiva-
mente. Por tanto:

X+y+2z=200
10x + 20y + 30z = 4250
20x + 10y + 30z = 4000

(N.° total de camisetas)
(Ingresos por venta 1)
(Ingresos por venta 2)

1.1 1] 200\ .
1.2 3| 425 27

2 1
2 1 3| 400 F o F, - 2F,
1 1 1 |200
0 1 2 |225| F,-F,+F,
0 -111]0

16.

17.

111 200 X+y+2z=200
01 2 225 y + 2z =225
0 0 3 225 3z =225

x=50,y=75,z=75
Vendi6 50 camisetas del modelo Ay 75 de cada
uno de los modelos By C.
X = cajas de 250 g.
y = cajas de 500 g.
z = cajas de 1 kg.
Asi:

X+y+z=60

X:y+5 =
10x + 20y + 40z = 1250

X+y+z=60
X—y=5
X+2y+4z =125

=

60

11
1 -1 0 5 EZHEZ:E
1 2 4| 125 37 31
1 1 1 60
0 -2 -1 |-55 F, o F,
0 1 3 65

1 1 1 60
0O 1 3 65 F, - F;+2F,
0 -2 -1 | -55
111 60
01 3 65
0 05 75
X+y+z=60] x=25
y+3z=65} y=20
52=75| z=15

Se envasaron 25 cajas de 250 g, 20 cajas de
500 gy 15 de 1 kg.

x = dias de estancia en Francia.
y = dias de estancia en Italia.

z = dias de estancia en Suiza.

80x + 60y + 70z = 700
50x + 40y + 40z = 440} -

z=2

80x + 60y = 560
50x + 40y = 360

4x+3y:28} X =4
=4

5x+4y =36 vy

Pasaron, por tanto, 4 dias en Francia y otros tan-
tos en ltalia.



18.

x = precio del articulo A en la 1.2 tienda.
y = precio del articulo B en la 2.2 tienda.

z = precio del articulo C en la 3.2 tienda.

X+y+z=10
1,1x+1,1y + 0,92 =10

1 1 110
(1,1 1,1 09 ‘ 10) F - F = LIF,

11 1 10
0 0 -02| -1

a) Elprecio del articulo Cenlal.2tiendaesde5<€.

X+y+z=10 _
—O,22=—1} 2=5

b) 1,1x + 1,1y + 0,9 -5=100 1,1x + 1,1y =5,5

Luego, entre los articulos A y B en la segunda
tienda cuestan 5,5 €.

* Margenes

Pagina 13.
Una posible solucién es:

2x—-y+z=0
y+z:—2
z=-2

Pagina 17.

2X -y = O}
3x+5y=-6
Pagina 18.
Respuesta abierta.
Pagina 19.

2x—-y+z=3
-2X+y—-z=-1

No es posible porque el sistema propuesto es
incompatible.

Pagina 20.
Si es posible. Por ejemplo:
2x+y—-z=1
X—y+z=2
3x=5

— Pagina 21.

XxX+y+z=1
2X+2y +2z2=2

Y, )=\ 1=N—p)

X+y+z=1 X+y+z=1
2x+2y+2z2=0 0=-2
E, » E,— 2E,

Resulta un sistema incompatible.
Pagina 22.
No es posible.
Pagina 27.

32 3
XY, Z)=({—N—"MAN|,ANER
.y, 2) ( 11 11 )

* Cajon de sastre

Sean las siguientes variables:

X = nimero de conejos.
y = nimero de pavos.
z = gramos que come un pavo diariamente.

t = nimero de conejos que se comieron en la
celebracion.

4x + 2y = 32 (patas)
200x + zy = 2400 (consumo en g)
(X—t) +(y—1) = Xty (despues,
2 celebracion)
200(x —t) +z(y —1) =1300 (consumo
después
de la celebracion
en g)
2x +y =16
200x + zy = 2400
X+y—-2t=2

200x + zy — 200t —z = 1300

Sistema que no tiene solucion entera positiva.
Por tanto, los datos facilitados no son correc-
tos.



| Unidad |
2 Matrices

¢ Actividades
~ 40 -1\ _(-12 0o 3
7.2) _3A‘_3'<—1 5 2)‘( 3 -15 —6)

a=3 _ _
1'a)b:2+a}D a=3, b=5
_(0 2 -1 4 0 -1\ _
3=a b)B‘SA‘<3 1 5)‘3'(—1 5 2)‘
b) a=3!0 a=3, b=2
2=Db _(-12 2 2
“\6 -14 -1
2'M3><2 P2><3 Q3><1 R1><2 40 1 0 2 1
c) A+B= B =
3. A: cuadrada E: cuadrada ) <—1 S 2) (3 15 )
B: triangular inferior F: rectangular 4 2 o
C: fila G: columna = (2 6 7 )
D: rectangular H: diagonal
_ 20 1\_(6 0 1
4.8) (O |+| 4 |=|4
3 -3 0 No es posible efectuar esta operacion de matri-
ces, ya que no tienen la misma dimension.
b)2—1_37_—1—8
3 2 8 13/ |5 -11
8.« M=

2 0\ _ ., e
(O 2>—M 0 M es simétrica

2 4 12\ (U3 0 41
(1)3 2 |+|4 5 312|= . N (o 3)yNt:(o —3>D

|
of

6 3/2 0 -2 3 -3 0 3 0
713 4 -1/2 O N =-Nty, por tanto, N es antisimétrica.
=4 8 -1/2
1 4 92 3 1 4 31 4
e P=|1 2 3|yPt=|1 2 3|0
d 2 -05)-(0,3 1,6)=(17 -2,1) 4 -3 0 4 3 0
_ 2 X 1 0\_(y 1
5. A+1=B0 (1 1>+<0 1>_<x 2) 0 P no es ni simétrica ni antisimétrica.
_ _(0 1)\ _ o
3=y e Q= 10 = Q'O Q es simétrica.
Xx=1 _ _
a 1=x 0x=1 y=3
2=2 1 2 5 1 2 5
e R=(2 0 3 |yR'=|2 0 3 |O
_ -2 3 a b\_(60 5 3 4 5 3 4
6.M+X—ND<1 O>+<c d>_(—2 l)D
0 R =Rty, por tanto, R es simétrica.
0 (@ b\_( 6 0} (-2 3 0
c d/ (-2 1 1 0

0 S no es ni simétrica ni antisimétrica.

(ab 8—3) (—15> ( )

54




Y

Para que se pueda efectuar el producto A - B, la

matriz B ha de tener el mismo nimero de filas que
de columnas tiene A, es decir, m = 5. Por otra parte,
como el resultado AB tiene 7 columnas, entonces
B debe de tener 7 columnas, es decir, n = 7.

En resumen:

10. B

Con estos datos, la matriz B debe de tener 2 filas
que concuerda con el resultado. Sin embargo, B
puede tener cualquier nimero de columnas.

11. A, ., B,y ° Cs.,=ABC,,,
TA A AA T
LuegoBMSyABC5x7
13 20 5 5
12.A-B=(5 7 (g f3 ‘21>: 52 -1 9
8 2 28 26 -4
13
2 4 - 14 32
B-A:< ) 5 7 :( )
6 -3 2 5 2) 7 1
134\ /101 1 7 5
C-D=(2 5 6|-[0 1 0|=(2 11 8
7 89/ 1l011 7 17 16
101\ /1 3 4 8 11 13
D-C=|0 1 0|-|/2 5 6|=(2 5 6
01 1/ \7 8 9 9 13 15
_[3 -4 7 4\ _ [ 1 12-4k
13'A'B‘<—5 1)'(5 k)_<—30 —20+k)
(7 4 3 -4\ _ 1 —24
B'A‘<5 k)'(—5 l>_<15—5k —20+k)

1=1

12 -4k=-24 O k=9
A-B=B -AlO |_30:15_5k Ok=9;k=9

-20+k=-20 +k

14.At=(2 4 1)0 A=

AN

Entonces:
2 4 8 2
A-At=(4 ‘(2 4 1),,,=|8 16 4
1/3x1 2 4 1)3x3
2
AtA=(2 4 1),,, |4 =(21),,,
1 3x1
clase tutorias guardias
1.0 /16 4 4
15.a) A=20°|14 3 4
30112 3 4
30\ clase
B =25 tutoria
20/ guardia
1.0 20 3°
C=6 5 4
16 4 4
by C-A=(©6 5 4),,,-(14 3 4 =
12 3 43«3
=(214 51 60),,,
El nimero total de horas de clase, tutorias
y gardias en esta academia son, respecti-
vamente, 214, 51 y 60.
16 4 4 30 660
e A-B=(14 3 4 -[25 =575
12 3 4 3x3 20 3x1 515 3x1

A los profesores de primer curso se les paga
660 €, a los de segundo curso 575 €, sien-
do 515 € lo pagado a los de tercer curso.

30
C-A-B=(214 51 60),,,-(25| =
3x1

= (8895), .,

La cantidad pagada al conjunto de profeso-
res en esta academia es de 8895 €.

16. Las matrices P y Q seran inversas si su producto
es la matriz identidad. Esto es:

(2 1 2 -1\ _(1 0)_
P'Q‘<3 2)'(—3 2)‘(0 1)"
Entonces:

PQ+X=00 X=0-PQ=0-1l=-I=

(@3




17.

18.

19.

20.

o-sva1s 2 8] 2 8)<(¢ 9]

3a+4c 3b+4d)\_(1 O
5a+6¢c 5b+6d/ |0 1
3at+4c=1 3a+4c=1]| a=-3
3b+4d=0\ _ba+6c=0| c=5/2
5a+6¢c=0| 3b+4d=0 | b=2
5b+6d=1 5b+6d=10 | d=-3/2

-3 2
1 —
B ‘(5/2 —3/2>
1 00 1 00
M[=(o 1 0 010
4 0 1 0 01
1 00 1 00
F, - F,—4F, |0 1 0 0 1 0]|=(MY
0 01 -4 0 1
Luego:
1 00
M-1= 010
-4 0 1
_ (1 4 10
(P“)‘(z 8 | 0 1)

14110
F, - F,—2F, (0@ i 1)

Debido al «cero recuadrado» no es posible conti-
nuar el algoritmo y, en consecuencia, no existe la
matriz inversa P2,

111 1 00
(AlD=(0 1 O 010
0 01 0 01
1 01 1 -1 0
F,-F-F, (010 0 1 O
0 01 0O 0 1
1 00 1 -1 -1
F,-F-F (010 0 1 0|=(@A"Y
0 01 0O 0 1
Asi:
1 -1 -1 0
X=A1-B-C=(0 1 O0|-|1|-1 1 2=
0O 0 1 -1

56

1 -1 -1 0 O 0 0 0 0
=(0 1 0 1 1 2 1=(1 1 2
0 0 1 -1 -1 -2 -1 -1 -2
4 -3 0
21.a) Al=|4 -3 1
1 -1 -1
3 2 -1 1 00
b) BID=[(1 1 1] 010
10 -3/001
2 -1 1
1 — — — 0 O
1 3 3
F,-—F (1 1 1] 010
3 1 0 -3 00 1
1 3 __1 i 0 0
e . 3 3 3
2z 1o = — | —/ 10
s~ Fs—F, 32 38 31
0 < _ 0 1
3 3 3
2 -1 1
1 — — — 0 0
3 3 3
1 4 -1
Fo - Fy+2F, |05 5| 5 10
0 0 0 -1 2 1

Al tener todos los elementos cero en la Gltima fila,
no existe B1,
c) X-A=B+2-1I
X-A-Al=B+2-1)-At
X=B+2-1)-A1

3 2 -1 100
x=[[1 1 1]l+2-]0 1 0
10 -3 001
4 -3 0
|4 -3 1
1 -1 -1
27 -20 3
X=[17 -13 2
3 21

22. (T|I)=(g _12‘ o 2)




23.

1 a 0] 1 12
F- Pt F ( ‘ )

0210 1
E —iF a 0| 1 1/2 = (1T
27 o272 011 0 <12]"

Sia =0, no es posible obtener la matriz identidad
y, en consecuencia, no existira la matriz inversa
T-1. Para cualquier a # 1, existiria la matriz in-
versa:

T-1= l/a 1/2a
“\0  -12

Se calculara en primer lugar la matriz inversa
M-L. Asi:

111|100
M=o -1 0 |0 1 0
00 1/001
1 0 1]100
F,-F,+F, [0 -1 0] 010
00 11001
100|110
F,-F,-F, [0 -1 0|0 10
0 0 110001
1001 1 0
F, - F,/(-1) [0 1 0| 0 -1 0|=([M™)
00110 0 0
Asi
1 1 0
M1=(0 -1 0
0 00

Por otra parte,

1 1 1 1 1 1
M2=M-M=(0 -1 O 0 -1 0=
0 0 1 0 0 1
1 0 2
=0 1 0
0 01
1 1 1 1 0 2
M3=M -M2=(0 -1 0|-[0 1 0O]=
0 0 1 001
1 1 3
=10 -1 0
0 0 1

24,

11 1\ {1 1 3
M4=M -M3=(0 -1 0|-|0 -1 0=
0 0 1) \0 0 1
1 0 4
=0 1 0
0 01
({1 1 n
0 -1 0 |, sinesimpar
0 0 1
n—
|v|_<10n
0 1 O], sinespar
0 01
\
Ademas,
1 1 0 1 1 0
M2=M1.-M1=|0 -1 O 0 -1 0
0 0 O 0 0 O
100
=|0 1 0
0 0O
1 1 0 100
M23=M1-M2=(0 -1 0|-/|0 1 O
0 0 O 000
1 1 0
=|0 -1 0
0 0 O
100 100 100
M#=|0 1 0|-[0 1 0|=|0 1 O
00O 0 0O 00O
(1 1 O
0 -1 O |, sinesimpar
0 0 O
Mn =
1 00
0 1 0|, sinespar
\001

[ Y9
e 8-



3
3

2

lyk

-1
-k +4
3:rg (M)

01
=00 k
=lok=

Sik#1yk#3:rg (M)

k2 -4k + 3
Por tanto:
Si k

1 5 0
0 -1 5
0 0 31
0 0 -93

F, + 5F,
F, — 18F,

0
5
6

5

-1

5
-18 -3

1

0

F, - F, |0
2 40

50
66

3
2

AB,,,
» x » NO €S posible

:rg (A)

=0

a+
Sia#0:rg (A)

Sia

En consecuencia:
jercicios
b) I -

2 0 6

0 5 14

F,+2F; 0 5 14
0 1 k+14

PE— .

2 0 6
u=(-4 5 2
0 5 14
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A-Bt=(1 -1 1)-(3 8|=( 0)

H o0~

1
B.At:@ : i)- il=0, o
1

.(A+B)(A-B)=A-A-A-B+B-A-B-B=
=A2-AB+BA-B?2=A?-B? =
= —-AB+BA=0 - AB=BA
Esto es: se verifica que (A+B) (A—B)=A?-B?
si, y sélo si, se emplea la propiedad conmutativa
del producto de matrices.

Ejemplo:

210 0 0 -1

A=|0 0 1|,B={0 1 O

0 20 21 o0
210 0 0 -1 01 -2

A-B=(0 0 1|-|10 2 O0|=|(2 1 O
0 20 21 0 02 O
0 0 -1 210 0 -2 0

B-A=|01 0|0 O 1|=|0 0 1
21 0/ 10 20 4 2 1

AB # BA, y, en consecuencia,
(A+B) - (A-B)+# A2-B?2

. Para que se puedan efectuar los productos A - B
y B - A, la matriz B debe tener dimension 2 x 2.

_(a b
SeaB-(C d

_(0 1 a b\_(c d
A'B‘(o 2>'<c d>_(2c 2d>

_[(a b 0 1\ _(0 a+2b
B'A‘(c d)'(o 2)‘(0 c+2d)

) la matriz buscada. Entonces:

c=0 c=0
AN a=do2p
2d=c+2d) >IER
Asi:

_(d-2b b

(1 1) L_[-20
a3 (32

1
a) (A+B)2= (‘é _%3) -(‘

b) A2+2AB+BZ:(

)

2 3)=(3 %)
)2 )
o D222 )2 -
(279

c) (A+B)?># A%+ 2AB+B?porque A-B#B-A.

. Si A es una matriz cualquiera de orden m x n

entonces Al tendra orden n x m. De tal forma que,
AL LA = ALA

nxm m Xxn nxn

y
A <A =A A

m xn nxm mxm

Luego siempre existen los productos A - Aty At - A,

_(a 0
'P_(c 1—a>

P2—<a 0 )_(a 0 >_<a2 0 )
“lc 1-a) \c 1-a/ \c @-ay2

Luego:

al=a ~a?2-a=0-
(1-ay=1-a

l —>a(a—1)=0—>{ -1

1-a’-(1-a)=0 -

ﬁ(l—a)[l—a—l]:oﬁ{ fg

En consecuencia:
ceRya=00a=1

Existen matrices P tales que:

e



onfs Bpocft

SiIAC=BD=10 C=A'lyD=B"!

Luego:

(2 3| 10 L _ (=17 37
Al =13 1‘ 0 1)*"'A ‘(3/7 —2/7>
{1 o] 10 L1 0
(B“)‘<1 - ‘ 0 1)*“'5 ‘(1/5 —1/5)
1 a -1 1
g=| 2 b > 2D >

-1 1]F,oF | 1 a|F,+2F
-3 C -3 ¢/ F+F
F,—3F,
-1 1
0 b+2
0 a+1
0 c-3

rg (B) = 2 si hay 2 filas no nulas. Esto es:
Sib=-2,a=-1yc#30a=-1,c=3yb+#-2
ob=-2,c=3ya#-1

11 m m
M=m m 1 1| _——>
1 m 1 m)|FR-mF
F,—-F,
1 1 m m
0 O 1-m2 1-m?2
0m-1 1-m 0
1 1 m m
—>» |0 mMm—-1 1-m 0
F,Fslo 0 1-m2 1-m?

1-m2=00 m=+1

Entonces:
1111
e Sim=1,{0 0 0 O|,rg(M)=1
0 00O
1 1 -1 1
e Sim=-1,{0 =2 -2 O |rgM)=2
O 0 0 O

e Sim#1lym#-1,rg(M)=3

. a) Elrango sera 2, ya que si el rango de la matriz
inicial es 3 es porque existen 3 filas no nulas,
pero al suprimir una columna la matriz resul-

12.

13.

tante es de orden 2 x 3y, por tanto, el maximo
rango sera 2, y Unicamente 2 por ser la inicial
de rango 3.

b) No. Puede tener rango 2 o rango 1. Por ejemplo:

2 35 2 3
0 3 5 |tienerango 2,0 3 |tiene rango 2

0 0O 00
35 3 5
y, sin embargo, (3 5| - |0 0 |esderango 1
00 00
-1 0 O
A= 01 O
0 0 -1
-1 0 O -1 0 O 100
A2=( 0 1 O 01 o0o|=(0 10
0 0 -1 0 0 -1 0 01
-1 0 0\/1 00\ <2 0 O
A3=A-A2l 0 1 0|0 1 0|]={0 1 O
0 0 -1/10 0 1 0 0 -1

AN = A, sinesimpar
I, sines par

Sean Ay B dos matrices diagonales de orden 3.

a, 0 0 b, 0 0
A= 0 a22 0 ,B= 0 b22 0
0 0 a, 0 0 by
a, 0 0\ (b, O O
a) A-B= 0 a22 0 0 b22 0 =
0 0 ay| |0 0 by
a;gb, 0 0
= 0 a22b22 0
0 0 ag,b,,

Efectivamente el producto de dos matrices
diagonales es una matriz diagonal.

b) Depende de los elementos de la diagonal.
Tendra inversa A~! si, y sélo si, el producto de
los elementos de la diagonal principal es dis-
tinto de cero.

-1 . .
LA™ < a,-a, a,,#0

(10
14.P—(_2 4>

* Q.x, P,.,=QP, ., sies posible cuando
m = 1, es decir, si Q tiene una filay 2 columnas

Q1><2



P,yoQ,y,=PQ,, ., N0 es posible porque el 0 2 -1
producto PQ siempre tendra 2 filas. 18.A=|0 0 1
15. A es ortogonal < A~ = Al 00 0
Por tanto, si DA~ entonces A - A =1 [J 0 2 -1\ /0 2 -1 0 0 2
OA-A=| A2=A-A=|0 0O 1|-|0 O 1|=|0 0 O
Asi: 00 0/ {00 O 00O
35 x 0) (35 y 0 02 -1\ {002\ 000
A-Al= Yy -3/5 0 |-|x =35 0 |= AS=A-A2=(0 0O 11-10 0 0|/=(0 O O
o o0 1j10 0 1 00 0/ l000/ \000
9/25+x2 3/5y—3/5x 0 100 Luego A% = 0, es decir, es igual a la matriz nula.
=|3/By-3/5x y2+9/25 0|=|0 1 0|0 Por otra parte:
0 0 1 0 01 121 1 2 1
2 — —
o5 +x2=1  [x=+4l5 +AvAT=[0 1 1h1-A=[0 1 -1
0335 (y—-x)=00y=Xx
y2+9\25=1 |y==4/5 121\ /1 2 1
Luego:x =y =4/50x =y = —4/5 (+A+A?)-(1-A)=10 1 1}-10 1 -1)=
001/ 0 0 1

(1 4
16.2A+B—<2 0)

A_B= 1 -1
10 Luego

Sumando las dos ecuaciones resulta: 19. Sean M = 2 -6 yP= a
-1 3 c

a

c

2 3 1(2 3\_(213 1
3A:( )DA: ( >:< )
30 30/7\1 o0 -
3 M-P=OD<2 6)-( 3

1l
[eNal™
n OrOo
S R,rOO

on inversas.

Despejando B de la segunda ecuacion: 13
_ 2/3 1 1 -1\ _ -1/3 2 0 2a—-6¢c 2b-6d - 00 0
B= 1 o/ \1 of~ 0 0 —-a+3c —-b+3d 00
() (3 )% %) moer=o 8ok
U _a+3c=0 -
B2 = -1/3 2 _ -1/3 2\ _(1/9 -2/3 -b+3d=0
- 0 O 0 o/ \o 0
LuegoP:<3C 3(?) c,de R
pzygzo (1409 0 c
23 0 1/3 2/3
17. Por ejemplo: 20.D= (Y3 23 28} i | 53 o3|=Dt
213 213 1/3
00 11 23 1/3
B= yC=
00 -1 -1
13 23 23\ [ 13 28
Aot 1) (0 0\_(0 0O a)D-M=(2/3 P 1/3>-—2/3 213 | =
11 o0 o/ (oo 2/13 1/3
30
(11 1 1\_(o o =
A'C‘(l 1)'(—1 —1>‘<o 0) (0 3)

UA-B=A-C 30|10 10113 O
. b) (DM]l) = ‘ .
Sin embargo, B # C ) (OMI]) (O 310 1) (O 1 0 1/3)




21.

22.

(BM) :( 0 13

0 0O
A=(1 0 O
010
0 0O
A2=(1 0 O
010 010 1 00

>
w
1
= O
[eNe)
o o
[eNe)
[eoNe)
o o
1
o
o
o
1
O

o

=

o

[ = O

o oo

o oo
1l

oo roo
oo
oo

Por consiguiente:
A"=0,n=3

a) SiA ,,vYB,,,entonces A yB'
Asi:
Amxn ' Btn><m:ABtm><m

Al B =AB

nxm mXxn nxn

1

11

Verdadera, estan definidas AB'y AB.
b) Falso. Por ejemplo, si A = 5

(1 1
yB= (_1 _1>, entonces

wos(t 1) (2 )9

y, sin embargo A # Oy B # O.
c) Falso en general. Sélo es cierto si AB = BA.
(A+B)-(A-B)=A?-AB+BA-B?+# A?-B?

d) Hipétesis Tesis
AB = BA A-'B =BA™!
y

A tiene inversa.
Si AB = BA multiplicar a la izquierda por At

AY(AB) = A"1(BA) aplicamos la propie-

dad asociativa
(A1-A)B=(A1B)-A Atieneinversa
|-B=(AB)-A
B=(AB) - A

Elemento neutro

Multiplicamos a la
derecha por A
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23.

24,

BA1=(A"1-B) (A - A™) inversa y neutro
BA-1=A-1B

Por tanto, es verdadera.

(o 1
B_<10

-

a) (All) = <5

1

9

3

1 4/3
5 7

F, - F,— 5F1(

(1 4/3

0

10
01

luego A1 = (_7
1
0
1

b) (BII) =

o

[eoNeN

o o

=

!

NN W AN orR O

N W

7

1/3 0
0 1

1/3 0
-5 3

7

AwnNn 9

O O
[oNeN

4‘1

|

= OO

|

1 4/3
0 1/3

|

s ‘Q‘) = (11A")

-4
3
1
0
0

ol o]

1/3 0
_5/3 1) F, - 3F,

= O O

4

F, - F,——F
1 1 32

) F, ~ F,—F,



1 00 3/2 1 -3/2
010 2 0 -1 |=(B™
0 0 1 -1/2 0 1/2
3/2 1 -=-3/2
LuegoB'=( 2 0 -1
-1/2 0 1/2
ab .
25. Sea A = c d la matriz buscada.
Entonces:

A-B+C=2A0

o fa b (1 1), (1 0)_(2a 20)_
c d)lo1 0 2] \2c 2d
a a+b -1 0)\_(2a 2b

D(c c+d>+<0 2>_(2c 2d>D

a—-1=2a

a+b=2b
Uec=2¢c

c+d+2=2d

[
00T
oo
|
(SN

N O |

En consecuencia:

%

26. a) Por ejemplo, A = (1 0

1 0) €s una matriz idem-

potente ya que A? = A. En efecto:

)0

-1 1 1\ (-1 11 -1 11
b) (-2 1 1f-(-1 1 1|=|-1 1 1
-1 1 1) {-1 1 1 -1 11

27 A2=A+I10 A-A=A+I0A-A-A=10
OAA-I1)=I
Asi, Al = A — vy, por tanto, admite inversa.

* Problemas
60 0 O
1.a) Matrizde costes:M=({ 0 92 0
0 0 143
180 O 0
Matriz de ingresos: P = 0 280 O
0 0 400

63

Matriz de ventas: V = (2400 1625 842)
b) Ingresos anuales
V-P=(2400 1625 842)-

180 O 0
0 280 0 |=
0 0 400
A B Cc

= (432000 455000 336800)

Gastos anuales

V- M= (144000 149500 120406)

Beneficios

VP — VM = (288000 305500 216394)
10 8 25
15 9 20

2.a) (6 50 10 20)-{18 10 23 |=

23 12 30

= (1440 830 1955)

Los costes en Almeria, Murcia y Barcelona
son, respectivamente 14400, 8300 y 19550

euros.
10 8 25
15 9 20
b) 2 55 2)-{18 10 23|=(231 135 325)
23 12 30

Los costes se incrementan en 2310, 1350 y
3250 euros en cada una de las fabricas.

3. (500000 125000) - (0196 0,04>

0,03 0,97

= (483750 141250)

En el afio 2001 habia 483750 habitantes en el
centro y 141 250 en el extrarradio.

0,10 0,20 0,40 0,20 0,10
0,05 0,10 0,40 0,25 0,20
0,25 0,30 0,35 0,10 0,00

4. a)

O ~NOo o h
1

6,10
=16,65
5,30

La nota media del profesor A es de 6,10, la del B
de 6,65 y 5,30 la del profesor C.



0,10 0,10
b) (24 32 30)-(0,05 0,20
0,25 0,00

= (11,50 8,80)

12 insuficientes y 9 sobresalientes.

10 20 15

5.a) A-C=(700 180 400) -

= (10440 19080 14120)

Coste de noviembre

8 6 9|=
5 10 5

15 25 20

A-D=(700 180 400) |10

= (13900 23200 19000)

Coste de diciembre

b) B-C=(1200 300 650) -

= (17650 32300 23950)

Venta de noviembre

B-D=(1200 300 650)-

=(23600 39300 32200)
Venta de diciembre
c) B—A=(500 120 250)

B-A=(500 120 250) -

= (7210 13220 9830)

Beneficio de noviembre

510 | =
4 12 8

10 20 15
8 6 9|=
5 10 5

15 25 20
10 5 10
4 12 8

Beneficio

10 20 15
8 6 9]|=
5 10 5

(B—-A)-D Beneficio de diciembre

25 45 35
d cC+D=[18 11 19
9 22 13

Ventas de noviembre y diciembre
(B+A) (C+D)=(1900 480 1050) -

25 45 35

18 11 19 |= (65590 113880 89270)

9 22 13

Beneficio de los dos meses.

a b cde
a/01111
b1 0100
A=c |1 1 0 0O
d{1 0 0 0 1
el\l1 0010
Xy zZ W
x [0 0 1 O
g=Y 1 0 0 1
z|{0 1 0 O
wi\l 0 1 O

\O Digrafo o grafo dirigido.

c

eo Od
b) x y
Grafo no dirigido.
t w

.Si A es la matriz de adyacencia de un grafo,

entonces A?® indica el nimero de caminos de
longitud 3 entre cada par de vértices y, en parti-
cular, la diagonal indica el nimero de circuitos.
Por tanto, la traza de la matriz de A3 representa
el ndmero total de circuitos de longitud 3 del
grafo.

a b cde
a/01 010
b1 0100
M=c |0 1 0 1 O
d{1 01 0 1
e\00O0O1O0
01 010 01010
1 0100 1 0100
M2=|10 1 0 1 O 01 010]|=
10101 1 0101
00010 00010
2 0201
02020
=2 0 2 0 1
02030
10101



10.

11. A2 =

U1 O OO VY
O 00O oo T
01O WO wo
O WoOoOowo
wouo o @
=P OO
O, ON
[cNeoN T Ne
[eoNeN e
== OO
[cNeNeN
OrFrr O

1
— - 2 2 2 21 =
Cl - all + a'12 + a13 + a14 + 2 [a'll + a'12 + a'l3 + a‘l4:| -

Por ejemplo, entre a y ¢ hay 9 caminos de longi-

tud 4; mientras no hay ningin camino con esa =2+ 3 = i: 2,5
longitud entre a y d; siendo 5 el nimero de cami- 2 2
nos entre ay e. c,=1+1=2
Entre a y e los caminos son: c,=2+1=3

a-b-c-d-e;a-d-e-d-e;a-d-c-d-e€;
a-b-a-d-e;a-d-a-d-e

. . Por tanto, la clasificacion es la siguiente:
La matriz de un giro de 30° es:

(cos 30° —sen 30°> _ (\@/2 -1/2 )

1.*" clasificado, c,, con 3 puntos

sen 30° cos 30° 12 32 2.° clasificado, c,, con 2,5 puntos

3.¢" clasificado, c,, con 2 puntos

Entonces: 4.° clasificado, c,, con 1,5 puntos
Va2 -1/2
A:(1 1)- = ,
( ZEE: * Margenes
V3+1 -1+V3 — Péagina 48.
- 2 2 Una matriz triangular y simétrica es, por ejemplo,
10
) V3 -12 )\ 0 3
B22 3| 12 V3]~ S . N .
alvo la matriz nula, no existe ninguna matriz
triangular y antisimétrica.
_ 2V3+3 -—2+3\3 i -g g
= > > — Pagina 52.
(A-B)t=A!-B!(Falsa)
Va2 12 (A - B) = B! Al (Cierta)
c:@ 4)'(1/2 \Elz)z o
— Pagina 54.
_[V3+4 -1+4V3 Porejemplo,A:(1 O)yB:<1 1)
= 01 01
2 2
10 1 -
-1 = -1 —
Asi: A ‘(0 1>VB ‘(o 1)
V3a+1l -1+V3 ma_(2 -1 (12 -14
A’( - ; ) A+B-O 2y(A+B)—0 1/2

Luego, A+B)t#A1t+B

— Pagina 58.

5 2V3+3 —2+3V3
2 ' 2
Si, es cierto. Basta aplicar la propiedad asociati-
c ( V3+4 -1+4V3 ) va del producto de matrices.

2 2 A2 A=(A-A)-A=A-(A-A)=A-A2

65




— Péagina 59. * Cajon de sastre

100 10 O No es posible. Habria que suprimir al menos dos
A=|0 2 0| A*'=]|0 12 O puentes. Por ejemplo:
0 0 3 0O 0 1/3
1 0 0 1 0 0
(A2=(0 172 0 |-[0 12 0 |=
0O 0 1/3 0O 0 1/3
1 0 0
=|0 1/4 O
0O 0 19

1 0 O
(A =0 1716 0
0 0 1/81 ats?p3c?sa

| Unidad
3 Determinantes

e Actividades

01 2
cCosS o Sen o d)|2 4 6/=18+24-24-18=0
1. =cos?2a+senfa=1 3 6 9
—Sena COS o«
x 2 | B 00 1
2.5 x+3|=0Ux(x+3)-10=00 4.8) 2 x 3|=00 —x2=00 x=0
x 0 2
O x2+3x—-10=00
_asioran  _ -5 x 0 2
g SxV9+40 3i7:< b) |2 1 x|=00 4x+2-x2=00
2 2 2 01 4
2 30 O x2—-4x-2=0
3.a) [0 -1 5|=-6+90-20-=64
6 2 3 4+\V16+8 4+\24
X = = =2+16
2 2
30 3
by | 2 2 0/=-24+30=6 ab 1
1 5 4 5.-1 2 0/=002a-3+b=002a+b=3
03 1
1 2 3
c) |4 5 6|=45+84+96—105-54—48=18 6. a_[0 2 A,=-5 A,=-6
7 8 9 -t “\6 -5 Ay=-2 Ap=0




2 -3 1
e« B=|0O 0 5
1 2 2
3 0 5 B _ _ 0 5
Bll 2 2 __10'812__1 2
-10 5 0
Adj (B) = 5 3 7
-15 -10 O
0O 2 5 -14
e C=(-1 -2 3 Adj(C)=( 18
6 4 1 16
-1 0 0 -1
e D= 0 -1 O Adj(D)=| 0 -
0O 0 1 0
-1 0 1 -1 0 2
7.P=| 0 1 3| Pt={ 0 1 2
2 21 1 31

5 6 -2
Adj(P)=| 2 -3 2
-1 3 -1
5 2 -1

(Adj P))t=( 6 -3 3
-2 2 -1
-5 2 -1
Adj(PY)=| 6 -3 3
-2 2 -1
8.Sea M = a b , entonces Mt = a
c d b
MH =d
2= ¢ . d —c
M,, =-b Adj (M) = (—b a )
M,, =a
. d —b
)y =
Adj (MY) (—c a )

Adj (M) = Adj (MY) O (_

O b=c

T o

19

-30 12

-5

or o

= O O

8

2
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10.

11.

12.

13.

14.

En consecuencia, las matrices cuadradas de or-

b\ .
b d siendo a, b, d € R,

cumplen que Adj (M) = Adj (M1).

den 2 de laforma M = a

. En ambos casos de trata de determinantes de

matrices triangulares y, por consiguiente, el valor
de su determinante es igual al producto de los
elementos de la diagonal principal.

2 0 2

a) 0 1 3=2-1.5=10
005
10 0

b)| 6 8 0/=(1)-8-12=-96
17 12

IAl=3 [|B]=2

A -B|=|A|-B|]=3-2=6
|AS| = |A] - |A] - |A] =32 =27

u=(5 5)o=(2 5)=(2 %)

IM| =2-20=-18, |3M| = 18 — 180 = -162
luego:
[3M| = -162 # 3|M| = -54
|A-B'[=|A]-|Bf|=|A| -|B], ya que
IAl=|A'ly B =B]

1 0 2

32 1| IC|=—4+24-20-4=-4

5 4 -2

ICI=IC|=-4

« |3C|=3%-|C|=27-(-4)=-108

« |aC -CY=4C]|-|CY =4]C]|-|C|=4¥(C|)?*=
= 64 . (—4)2 = 1024

C

a b c
c de|=7
f g h
a b c a b c

a) | ¢ d e |=-3|c d e|=-3-7=-21

-3f -3g -3h f g h

c d e a b c
by la b c|=—c d e|=-7

f g h T f g h

F, « F



a d a+pd a a
15. b e b+pe|= = 0, porque
c f c+pf ¢

C;—pc,
c,=c',
5 010
16. a) =- -2 6 4=
-2 6 7 4 3 0 2
3 0121

Desarrollando por la 2.2 fila
—[12-24-36-8] =

2 -1 3 4 |2 -1 5 4
b) 0 1 20_10 1 0 0]_
0 3 -2 2/,/0 3 -8 2
5 0 7 2 TS 0 7 2
c';=Ccy,—2c, Desarrollando
por la 2.2 fila

2
=0 -8 2|=-32+50+ 160 + 28 = 206
5

~
N

X X X X X X X X
x 1 0 x|_ 0 1-x =X 0 _
1. x 0 x 1 =00 0 —x 0 1-x|~
X x 1 0 0 0 1-x —X
F,=F,—-F,
F,=F,-F
F,=F,—F
1-x =X 0
=X | =X 0 1-x|=

L 0 1-x —X
Desarrollando por la 1.2 columna

=x(—1(1—x)3+x3)=x(2x3—3x2+3x—1)=0

1 1-V3i 1+V3i

2_?’)(3_ 5 Xz 2

11
18.SiM|=-50 [M-Y| = —
M| 5

(13 _ o
19. B_<0 5) IB|=5+00 B

-1 -3/5
-1 —
B~ = ( 0 1/5)

02 -3
. c=(1 0 5| |c|=0om/c?
12 2
1 0 2
20.+ |Al=|3 —2 4|=4-36-16-24=
4 6 -2

=-72#00 rg(A)=3

0 2

1 4
b |—1|7&0, 0 3 =-3#0

-1 4 -5 -1 4 3
0 3 6/=0y|0 3 1|=0
2 -8 10 2 -8 -6

Luegorg (C) =2

-2 1
b |—2|7&0, 3 2 =—7+#0

-2 10
3 2 0|=-21#¥00rg(D)=3
0 0 3
1 al
21.,A=la -a 1| aeR
a 11

a) rg (A)=2 < |A|=

[A]=a2-1=0 - a=+%1

Por tanto, rg (A) = 2 si, y s6lo si, a = 1.
b) (At - |[A|#0 « a#-1lya#1.

De esta manera, rg (A) =3

* Ejercicios

a b c -a -b - -a -b —
l1.d e f|=—|d e f|=|-d -e —f|=
g h i * g h i g h i

Fi=(1F, = (-1)F
-a -b —c



3a+1 a a 3a+1 a a
2.16a+2 2a+1 2a = 0 10
3a+1 a a+1f 0 01
F,=F,-2F,
F,=F,—-F,
=3a+1

Entonces, 3a+ 1=0 =« a=-1/3

3+x 8+y 4+z

3+x 8+y 4+z

3. 2 0 4 |=2| 1 0 2
1 8/3 4/3 1 8/3 413
2 3+x 8+y 4+z o XY Z
=— 1 0 2 |=—1|1 0 2|=
313 8 4 T3 38 4
) ) Fi=F —-F
=—.1=—
3 3
x-3 5 -1
4.1 0 x+2 2 |=x=-3)x+2)(x-1)=0
0 0 x-1
Ox,=1,x,=2,%X=3

5. SiIA2=A0A -A=AT

|A-Al=|AlD

O |A|-|Al =|A| O |A| =1, puesto que |A| # 0

a b c a b c
6.a) |c d e |=-3|c d e|=
-3f -3g -3h f g h
=(-3)-7=-21
c d e a b c
b)yla b c|=—|c d e|=-7
f g h f f g h
F, o F,
a b C a b c
c) |c d e =|c d e|=7
f+2a g+2b h+2c *f g h
F,=F,—-2F

7.0A1 o |A] #0

IAl=

B>
> R

=

A-=1

- |

=N +2M2+N-2=0

-1 2 1 -2
-1 1 2

1 2 [0

N, =1
—x2+>\+2:o<
N, =2

Portanto, (A « N# 1L, N #-1y\#2

1

-1

Para A = 0 si existe la matriz inversa A1,

11 1
Al=-1 A=[0 1 -1
10 1
-1 1 2
Al=[1 0 -1
1 -1 -1

8. A = |A]| #0

m 1 2m
[A]=m 1 2
01 1

Luego, A7t = m#0ym#1

Para m = -1 si existe A1,

-1 1 -2
Al = 4 =-1 1 2
01 1
~1/4 -3/4 1
Al=| 14 -1/4 1
-1/4 1/4 0
9. A1« |A|=0
1 1 K 1 1 K
Al=12 1 k+1|=]1 0 1|=
3 =2 k—4¢2 -3 -4
Fi=F,—F,
Fi=F,—F,

=-3k+9=00 k=3

Entonces, no existe la matriz inversa A~* si, y s6lo

si, k = 3.
-1 X X X
X -1 X X
10. a) « x -1 x|T
X X X —1T
Cc,=C,-C,
C;=C;-C,

c,=C,-C,

=2m2-2m#00 m#0ym#1



-1 x+1 x+1 X+1
' x -1-x 0 0 _
T X 0 -1-x 0 N

X 0 0 —1—XT

F.=F,+F

-1 Xx+1 XxX+1 x+1
_ =% =1-x 0 0 _
Y 0 -1-x 0 |2
x-1 x+1 x+1 0 1

Desarrollando por la 4.2 columna
X -1-X 0

=—(x+1)-| X 0 -1-x|=
x—-1 x+1 x+1 ¢
Fi=F +F,

0 0 -1-x
—-(x+1)-| x 1+x -1-x|=
x—1 0 x+1T

Desarrollando por la 1.2 fila

X 1+x
Xx—1 0

(x+1)?-

-(x+1)2 (x-1)=00 x, = -1 (triple) y
X, =1

1+ X 1 1 1
1 1+x 1 1|_
b) 1 1 1+x 1|4
1 1 1 —lT
ci=c,+C,
C,=C,+C,
C;=C,+C,
2+X 2 2 1
2 2+x 2 1|
B 2 2 2+X 1|3
0 0 0 -1

C;=C;-C;
C;=C;-Cs
x 0 2 x 0 2
=—|0 X 2 =10 X 2 | =
X =X 2+X ¢ 0 x x+4
F,=F,+F

10

11.

12.

X

T XX x+4

1

Desarrollando por la 4.2 columna
0 x, =0 (doble), x, = —6.

(5AH)1 = (‘2 ‘é) SeaM = (‘2 ‘12)

(5AY) - (5AYYt = (5AY) -M O I =(5AY) -M O
O (BAY) =Mt
Entonces,

M,=2M,=-5 M, =1;M

Adj(M)z(i :g) M—l:(j 2) M| = -1

Por tanto,
-2 5 -2/5 1
ty — t —
(5A)‘<—1 3) 0 A ‘(—1/5 3/5) .

(215 15
. A‘( 1 3/5)

(1 + 2A)" = (‘i é) SeaP = (‘i g)

Entonces:
(I1+2A)t=P0O (1+2A) - (I1+2A)1=

‘:—x2(6+x):0D

=(1+2A)-PO 1=(1+2A)-PO (1+2A)=P1

PL=95P,p,=-4P, =-2P,=-1

(5 -4\ ., [-513 413
Adj (P)‘<—2 —1)’P ‘( 2013 1/13)’

IP|=-13
Luego,

(5113 413
(I1+2A)= ( 213 1/13) .

(513 413\ (1 0
D ZA‘( 213 1/13)‘(0 1) .

_[-18/13  4/13
H2A= ( 2/13 —12/13> H
_(-9113 2113
D A‘( 1/13 —6/13)



13.

14.

15.

16.

_(2 3 _(1 0
SeanA-(1 0>yB—<4 1)

IAl=-3,|B|=1

_(3 3 _ _
A+B—(5 l>,|A+B|—3—15— 12

|A+B|#|A|l+[B]
-12#-3+1

XA—2B+3C=D
2 3\, (2 0\ ._ (03
5 4
-3 6

XA=D+2B-3C0 XA=TO

Il
T

OX-A)-A1=T-A10X-I=T-A10
0 X=TA?

A

D

Por tanto,

X = 9 -5 _ -1/6
“\=7 14 -1/6
|Al=2,B[=6

a) |A-B|=|A|-|B|=2-6=12

b) |2B|=23-|B|=8-6=48
c) I3AB|=3% |A|-|B|=27-2-6=324

12\ _ (<713 2
~1/2 | ~\=72 2172

1
Bl=—-6=3

d) [A1-B|=|AY - [B]=—-
) | | =AY - |B] Al >

_(2 1 _
. M—(O 3>,|M|—6
12 -1/6
1 —
M ‘(o 1/3)

(5 2 _
(5, 2) i

N2
13 1
P=| 21 1| |P|=3
2 2 -1

17. a)

18. a)

b)

d)

~1 5/3 23
Pi=[ 0 13 13
2 -8/3 -5/3
111
=(0o 1 1| 1Q|=1
001
1 -1 0
Qt=0 1 -1
0 0 1

12 5 |1 0 5
30 -4/=[3 -6 -4
-4 1 1| |4 9 -1

A la 2.2 columna se le ha restado dos veces la
1.2 columna:

C,=C,-2C,
12 3 |12 3
05 —4/=0 9 —4
37 4 |25 1

A la 3.2 fila se le ha restado la 1.2 fila:
F,=F,—-F,

ab_
ka kb| =90

Verdadera, porque las dos filas son proporcio-
nales.

a b

c d

Falsa, porque al intercambiar las dos colum-
nas cambia el signo del valor del determinan-
te. Es decir:

b a
d c

ab_ b a
c d|~7|d c
ab_ a c
cd| =" |b d

Falsa. (Basta resolverlo.)

ka kb‘ a b
=k

c d c d
Verdadera, porque al multiplicar una fila por un
namero real el valor del determinante queda
multiplicado por dicho namero.




19.

20. a)

b)

41 3 47 3 47
21 0/=21 0/=(1)-|p 1[=10
02 -1 ¢ 00 -1
C,=C,+2C, Desarrollando por
la 3.2 fila
305 |-2-55 |, 5
-2 2 4|=|-6 2 4|=| g5 _,|=-26
11 1¢ 0 0 1¢
C;=C,-C, Desarrollando por
C,=C,-C, la3.z2fila
3 23 1 3 2 31
3 28 5|_|-12 8 7 0|_
2 13 1|;3|-1 -1 00|,
454—3113111301
F,=F,-5F, Desarrollando
F,=F,-F, por la 4.2
F,=F,+3F columna
-12 8 7 =19 27 7
=|-1 -1 0l=|-1 0 O0]=
131113T 011131
c;=C,-C, C,=C,-C,
=19 27 7 27 7
= -1 O 0:1113:274
} 0 11 13
Desarrollando por la 2.2 fila
-1 4 21 -1 5 2 2
2 -1 =2 3| _ |2 -3 -2 1|_
1 -3 03|14 0 2|;
3 3 0 ST 3 0 O OT
C,=C,-C, Desarrollando
.=C,-C, por la 4.2 fila
5 2 2 9 2 2
=3|-3 -2 1/=-3|-1 -2 1|=96
-4 0 2T 0 0 2
C;=C, +2C,
a b ¢ a b c
d e f|=2|d e f|=2-4=8
29 2h 2i g h i
g h i a b c a b c
a b c|l=-|g hi|=|d e f|=4
d e f } d e f ﬁ g h i
F,-F, F,oF

1

-a b c

c) |—(a+d) e+b f+c|=
—-g h i

a b c a b c
=—|la+d e+b f+c|=-|d e f
g h i|A jghi
F,=F,—-F,

-g —-h —i g h i

dla b c|=-3la b c|=0
3g 3h 3i g h i

mnm—>Ill

21.|A|=2y|B|=-4
a) |A-B|=|A[-|B[=2-(-4)=-8
b) 3A]| =33 |A|=27-2=54
c) B =|B|=-4

11

Al 2

d) |ATY =

e) |28 = (-2 - B] = (-8) - (-4) = 32

f) 1A =|A -Al=|A]-|A| =4
22.X|=1y |[Y|=5
a) X -Y|=|X|-|Y|=1-5=5
b) |5X|=5*- |[X]| =625 -1 =625
c) XU X[ =X [X]=[X]-[X]=1
1

Y| 5
e) Y4 =|Y|*=5%=625
) Y XY= Y X ]Y] =

= KL= =1

d) [y =

23. A es una matriz de orden 3.

a) Verdadero. Es una propiedad de los determi-
nantes.

b) Falso.|3A|=3%-|A|#3:|A]

c) Verdadero. Si |[A| = 3 entonces |A%] = |A?
=33=27

d) Falso. |At| = |A]

e) Verdadero. [-A| = (=1)% - [A] = —|A|

f) Verdadero. |A - At| = |A] - |AY] = |A] - |A]

=(AD?=0




1
g) Falso. |A7Y = —
Al

h) Verdadero. Si A - A=t =1, entonces |A - A7Y| =
=[O JA]- AT =1

* Problemas
1 1 1 0 0 1
l.la b c|=]a-c b-c ¢ |=
aZ b2 CZ * aZ_CZ bZ_CZ CZ *
C;=C,-C, Desarrollando
C,=C,-C, la 1.2 fila

a-c b-c
al_c?2 p2_c2|=(@-c)(b-c)

1
a+c b+c

=(@-c)(b-c)(b+c-a-c)=

=(@-c)(b-c)(b-a)=(b-a)(c-a)(c-b)

2.SiA-B=A- Cy]|A|+#0, entonces existe AL,
Multiplicando a la izquierda por A1, se tiene:

Al.(A-B)=Al.-(A-C)O
O (A1 -A)-B=(A1-A).CO
O1.-B=1-COB=C

3. M = [M|#0

10 -1
IM|=10 @« 3|=—0a?*+4a-3#00
4 1 -«

Oa#lya+#3.
La matriz M no tiene inversasia =10 a = 3.

Paraa =2
1 0 -1
M=(0 2 3| [M|=1
4 1 -2
-7 -1 2
M1=(12 2 -3
-8 -1 2
01 1
4M=|10 0 1 N=M+I
0 0O
111
N=|0 1 1
0 0 1
111 1 11 1 2 3
N2=(0 1 1|-{0 1 1|=(0 1 2
0 0 1 0 0 1 0 0 1

<
N
1l
oo
oOoR
oOR Rk
oo
ooR
(@ RSN
1l
ooo
ooo
oor

011 0 01 0 0O
M3=(0 0 1 0 0 0|=|0 O Of|=0
0 0O 0 0O 0 0O

Por otra parte:
IM| =0 IJ/M-L. Luego M no es invertible.
IN| =103 N-L Luego N si es invertible.

[T|=6+a-3+2-3a-3=-2a+2=00 a=1
Discusion:
e Sia#10rg(T)=3

31
 Sia=1,como|g 5| #00rg(T)=2
Fl
F2
6.P=|F; Pixs [PI=3
F4
1
a) [P ==
Pl 3

2F, - F,
F3
C) T= 7F2
4
2F, - F, 2F, - F, 2F,
F3 FZ FZ
IT[=7 F 7 Fy =7|F|=

F, ; F, % F,

f/=f +f,

s| =-14|P|=-14 - 3=—-42



(X y\_(2x+az 2y+ax
z x| \=x+az —-y+ax
A-Xt:<2 —1)_<x z>:<2x—y 22—x>

a a y X ax +ay az+ax

2x+az=2x-y
2y +ax =2z -X
—X +az = ax + ay
-y + ax = az + ax

SiAt-X=A-X'0O U

az=-y

13
11.A:(1 _f _Xl),B: x 0
0 2
A.B= 1 2 X )1(3 _(2x+1 2x+3
BT Y R A S B

A -Bl=(2x+1)— (—x+1)(2x+3)=2x?+3x -2

Entonces (A -B)™* = |A -B|#0
2X2+3x—2#0 o X# -2y x# 1\2.

0 {2y +ax =2z —Xx 141-a 11 i i
—Xx+az=ax+ay - x—-y=a(x+y)O = -a =
y y=a(x+y) 12. |A| 1 1 1+b 1
Oa=-1-2y—-Xx=2Z—-X >Yy=2 1 1 1 1-b T
Luego: F:!=F,-F
F,=F,—F
=(* Y] s - Fl=F,—F
X= ,SIX#F-y ya=-1 3 3
(y X) a 0 0 b
X —x _ |0 —a O b _
X:<_x X),siaa&—l 10 0 b b |}
1 1 1 1-b T
|Al=2yI[B|=3 Fi=F,-aF,
_1. . = _1 . . = =
B A-B|=[BJ|A|-JB|=|A|=2 0 —a —a b_a+ab
_|0 -a O b _
I "o 0 b b N
1 1 1 1 1-b
1 0-11 1 0-11 Desarrollando por la 1.2 columna
2 2 1 7/_l0 =2 3 5]|_
-1 -1 3 2[xl0 -1 2 3|} -a -a b-a+ab
0 -1 12¢0—1 12T =-a 0 b=
0 b b
F,=F,-2F Desarrollando por y s -
Fi=F,+F la 1.2 columna =-{(b-a+ab) (-ab) +ab® —a*b] = a’b
Por otro lado,
=2 35 1+a 1 11
=-1 2 3|=0 1 1-a =—a2, 1 1 =0
-1 1 2
. 1 0 1+b 1 e
Por ejemplo: |, _5|=-2#0 1 1-b
Luego:
1 0 -1 )
—-a 0
yl2 -2 1/=-2#0 Bl=| o _p2|=a%?
-1 -1 3
En efecto, pues |A| = |B]|
Por tanto: rg (A) = 3.
1 a 0
L2A%2=A0 |2A2=|A| 0 22 |A2| = |A| O 13.M=|a a2+2 2b
0 2b 2b%2+1

O 4lAl-1Al=]A1 O 4|A] - |A[-|A] =00

O JA| (4A]-1)=00 |A|=00|A|=1/4 IM|=2+#0,0a,b€ER

14




Por tanto,rg M)=3,0a,beR

111 0
14.A=(0 1 0|,B=[1|N=(1 1 2
001 -1
111\ 111\ /122
a) A2=|0 1 0|-[0 1 o|=|0 1 O
o001/ o0 o1/ (oo 1
111\ (122, /133
As=|0 1 0|-|0 1 0|=[0 1 0
00 1/ {00 1/ \o 01
1 k Kk
Ak={0 1 0| keN
001

b) Ak-X=B-C
JAK|=1# 00 (AK)yl=Ax
De tal forma que:
A~ . (Ak . X)=AXB-C) O
O1-X=AX%.B-CO X=A*.B-C

Se comprueba que:

1 -k —k
AX*=|0 1 O
O 0 1
Por tanto:
1 -k —k 0
X=(0 1 O 11-1 1 2=
0O 0 1 -1
O O O
=11 1 2
-1 -1 -2
15.M=(C;, C, C)) M, [M[=2

a) JA|=]-C, C,+C, 3C,=
=-3|C, C,+C, C|=-3[C, C, C,|=
=3|C, C, C|=-3|C, C, C,l=
= _3M|=-3-2=-6

Entonces:
1 1 1
A-ll= —=——=_" puesto que (A1
|A Al =6 5 P q
al ser |A| # 0.

b) B]=|C,+C, C,+C,

=|C, C, CJ=[M|=2

Como |B| # 0 entonces existe B

0010

16.|B|:8 00 11 __

100
1 000 T
Desarrollando por
la 1.2 columna

= O O

[eoNeN

o O

C3 - C1|

Ci
C,
Cs

T

=C,+C
=C,-C

10|
o 1|1

Desarrollando por
la 1.2 columna

Fy

Al=2 A=|_2

w

F
F
F4

A4><4

a) |A-B[=|A]-[B]=2-(-1)=-2
b) |3A| =34.]A|=81-2=162

N

2F +F, 2F +F,
—+, F,
OIm=1 s |=3| F |7
F,+F, F,+F, T
fr=f -1,
2F,; F, F,
F F F
=-3 2 =-6 2 = -6 2| =
F F, F,
Fa+Fy T Fa+ Fy Fs
ff=1f-1f
F
F,
=6| 2 |=6JA|=6.2=12
I

—h

(—)f

3 4

17. SeaA:<a b
c d

At a b)_f[a c -
a)S|A—AD(C d)-(b d)D b=c

55

) la matriz buscada.

Luego, A =

15




b) (Al « [A]|#0 = 4a*#0 = a+#0
a+b -a+d)_[-3 -3 L. .
O =l 3 3 0 Para a = 1 si existe la matriz inversa A-1 y se

-a—-b a-d
comprueba que es:
a+b=-3
—a+d=-3 b=-3-a 4/5 -1/5 -1/5 -1/5
0 A b=3 Old=-3+a Al = -1/5 4/5 -1/5 -1/5
a—d=3" “\-u5 -1/5 455 -1/5
-1/5 -1/5 -1/5 4/5
. a -3-a
c) Si|JA|=90 3_-a -3+a =90 2 1 1 1
. 1 2 11 _
[ 9-6a=90 a=-2 siendo A = 11 2 1 y |Al=4
Por tanto, b =-1y d = -5, y la matriz pedida es: 1112
-2 -1
A = _[a b
(—1 —5) 20. SeaA—(C d)
10 -1 . A2:|D<§ 3)(? 3>:<(1) g)m
18.A=|0 b 3
4 1 —b 0 az+bc ab+bd)_(1 O 0
+cd bc+d?2/ \0 1
a) |JA|=-b2+4b-3=00 b=1yb=3 ac
Al <« |JAl|#0 - b#1yb+#3 a?+bc=1 4b=0
10 -1 ab+bd=0 - b(@a+d)=09-a+d =0
b) Sib=2,entoncesA=|0 2 3 aC+C2fO »c@+d)=0 ig_o
4 1 -2 bc+d?=1 =
ab
-7 -1 2 « |Al=10 c d‘:ad—bczl
Se comprueba que At =12 2 -3
-8 -1 2 Entonces:
a=1,d=1
—Sic:O,b:O,<
22 a a a a a a 2a a=-1d=-1
_|la 2a a a|_|a 2a a a|_ ’
B-a) A=, 4 22 aljla a 2a al|” 1 0)(-1 O
aaaZaTZaaaZa 0 1/({0 -1
F1<—>F4 a:+1,d:+1
—Sic:O,b¢0,<
a a a Z2a a 0 -a a=-1,d=-1
0 a 0 -a
= - =-a| 0 a -a|= 1 b -1 b
0 0 a -a -a -a -2a (0 1)’(0 —1)’b¢0'
0 -a —a —2a
F,=F,—-F, Desarrollando por a=1,d=1
F,=F,-F, la 1.2 columna —Sic#O,b:O,<
F,=F,—-2F, =-1,d=-1
a 0 -a _a ((1: 2)((1; g),Ca&O
=-al0 a -a |=-a? —a -3a =434
T 0 —-a -3a En resumen:
Fy=F,+F; Desarrollando por A:(é ?),A:<_01 b1>,A:(1 g)
la 1.2 columna - ¢
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A:<_1 0),beR cER
c -1
21 31
21.C=|1 0 1 O
3 a0wb
2 1] 213_
1 0/=-1#0,]1 0 1|=a+3
3 a o
2 11
1 10/=-b-3
300D
Estudio:

e Sia#-3ybeROrg(C)=3
e Sib#-3yaeROrg((C)=3
e Sia=-3yb=-30rg(C)=2

<

=00 —2x+3y+6-5x=00

N
N
W o X

o
N
[

O-7x+3y+6=00 7x-3y-6=0
P,(0,-2) ~0+6-6=0
P,3,5) - 21-15-6=0

Luego, efectivamente, se trata de una recta que
pasa por los puntos (0, —=2) y (3, 5).

En general,

x y 1

Xy, 1=

X, Y, 1
SYXFEXY XY, =Xy, =Xy -Yy,x=00

O (yl - yz)x + (X2 - X]_)y + (lez - Xzyl) =0

10 2 a
l20b ol 9228
23.a)|P|—3 c 4 5 =—d|0 b 0=
d 00 0 T c 45
Desarrollando por
por la 4.2 fila
2 a
;—cd‘b 0‘:abcd

Desarrollando por la 1.2 columna

11

b) (P! < |P|# 00 abcd # 0.

Es decir, existira la matriz inversa P! si, y sélo
si, a, b, c y d son no nulos.

a, b,cdeR*
5 a+4 -4 -3
24, A= |2 0 a 2
-1 o -1 3
-4 -3
1 3|=-15# 0
5 4 -3 a+4 -4 -3
-2 a 2|=12a;| O a 2|=
-1 -1 3 0 -1 3

=(a+4)(3a+2)

Entonces: rg (A) =3, 0 a € R, ya que los dos
determinantes hallados no se anulan para ningun

valor comdun.
k-1 1 -1
25.M=| k 0 2
0 k-2 1

IM| = —(k(k =2) —2(k = 1)(k — 2) —k =
=—k2+2k—-2k?2+6k—-4—-k=
=-3k?+7k —4=00 3k?2-7k +4=0

1
k_71V49—48_7J_r1_
= 5 =T -
8 _4
6 3
4
w_lak?ﬁlyk#?
11 -1
Parak=2, M=|2 0 2
0 0 1
0 12 -1
M1=|1 -1/2 2
0 0o -1

* Margenes
— Pagina 74.

Ninguno, porque las matrices no son cuadradas.




— Pagina 76. Una posible expresion con todos los elementos
positivos puede ser:

x 0 0
e |01 0l=3203x=320x=_2 P:(11/6 f)
00 3 3

. oy
e El determinante de una matriz diagonal es Cajon de sastre

igual al producto de los elementos de la dia- 1 1 1 1

gonal principal. v = |2 b ¢ d

L 47 la? b? c? d?

— Pagina 79. 23 b? o g3

* |A+B|#|A|+|B]. Por ejemplo:
A cada columna se le resta la 1.2

(1 0\, (13 (2 3
A‘(o 1)’B‘<o 1>’A+B‘<o 2) 1 0 0 0
_la b-a c—-a d-a |_
_ _ _ " la?z b2-a? c?-a? d?-a?
|A+B[=4,]A|=1,[B|=1 a3 b3—a® c®—ad d3—ad
4#1+1
b-a c—a d-a
2 b a+4 2 b a =|b2—a? c?2-a? d?-a?|=
« 3 d c+6|=|3 d c|= b3—-2a3 c3—a3 d%—a3
2 2f 2e+4 }2 2f 2e
C,=C,-2C, =(b-2a)c-a)d-a)-
2 b a 2 ab 1 1 1 B
=213 dc|l=-2-[3¢c d[=-2-6=-12 | bra c+a dta |=
1 f e% 1 e f b?2+a?+ab c?2+a?+ac d?+a?+ad T
C, - Cy A cada columna se le resta la 1.2
— Pagina 81. —(b-a)(c—a) (d-a)-
a b c a b c
a)|d e f|O [2d+3a 2e+3b 2f+3c |= 1 0 0
g h i f g h i | b+a c-b d-b =
e 4 e b2+a2+ab (c—b)a+b+c) (d-b)@a+b+d)
27 2 1
=2-4=8 =(b-a)(c-a)d-a)-
a b c a b c c—b d—b .
b ld e flOld+>a erob froc = |c-ba+b+c) @-b)a+b+d)|”
o 2 2 2
g I h ;
i
T g =(b-a(c—-a(d-a)(c—b)(d->b)-
, 3
F2:F2+?Fl 1 1 i
=4 “la+b+c a+b+d|~
— Pagina 84.
1
Si |P-!| = 6. Entonces |P| = T =(b-a)(c-a)(d-a)(c-b)(d-b)(d-c)

18




| Unidad |
Sistemas de ecuaciones

o Actividades AX=B0O AITAX=A"BO X=A"1B
—
I
2x—-y=1 2 -1\ (x 1
1l.a 0 =
) X:Z} (1 0><y> (2) Luedo x = [-13 23\ (0 3\_( 2 1
992=\ 23 —u3fls 0)7\-1 2
X+2y=0 1 2 0} (x 0
b) 2x+z=3{0 (12 0 1|(y|[=] 3
Xx+z=-1 10 1/\z -1 X+y+z=0 1 1 1
4.a) x+3y-z=-8} |M|=|-1 3 -1|=-4
c) X+z=1}D (l 0 1) ; :(1) 2x—y+z=-1 2 -1 1
X—-y=3 1 -10 7 3 o 1 1
-8 3 -1
X—-y+z=3 1 -1 1\/x 3 -1 -1
d y-z=1lO(|0o 1 -1|ly]|=]1 « = -2 _ ¢
XxX+z=0 1 0 1/\z 0 -4 -4
3x+4y=3 3 4\(x)_{(3 1 0 1
2-2) 5x+6y:7}D (5 6><y)_<7> -1 8 -1
2 -1 1
A = =— =2
Y -4 -4
Al = -3 2 . . _
|52 _3/2 De la primera ecuacion, z = 7
Luego x\- (3 20 (3)-(° O e by ) 28 A D
y) \52 =82) \7) \-3 ox-3y+z=1 2 3 1
<=5 b) x+4y-z=0} M|=|11 4 -1|=16
- 3X-y+2z=0 3 -1 2
D{y:—s X—y+2z
1 -3 1
1 1)\y 8 0 -1 2
—
B X=—mmmmmmmmm= ——
16 16
Bl = 1/5 3/5 2 1 1
-1/5 2/5 1 0 -1
15 3/5\(1)\_(5 202 S
X = = = —
Luego, <y>_(—1/5 2/5) (8)_<3>D Y="6 16
0 Xx=5 2 -3 1
y=3 1 40
3 -10 13
_(1 2 _({0 3 _ 7= -_ =
n=(3 2)o=(2 mi=avo .
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5. Un sistema, que tiene el mismo ndmero de ecua-
ciones que de incognitas, no es de Cramer si el
determinante de la matriz de coeficientes es nulo.
Asi,

5x —2y = 3 15 2] :
ax+y=1} IM|=|, 1|=5+2a=00

0 a=-5/2

En consecuencia, para a = -1 el sistema es de
Cramer:

5x -2y =3
—XxX+y=1
‘3 —2‘ ‘ 5 3‘
- 1 1 5 ) -1 1 8
3 3 7 3 3
8
X! = l—
xy) ( 3
5 1)\/(x 0 5x+y=0
“\1 5/\y 2 X+5y=2
51
|M|: 15 =24
01
2 5 5 1
X = = —_—
24 24 12
50
210 s
Y 24 24 12
1 5
X! =\
.y) 12 12
1 1 -1\ /x 1
3 -1 -1||ly|=(1]|0O
2 0 -1/\z 1
XxX+y—-z=1 1 1 -1
0 3x-y-z=1! |A]|=|3 -1 -1|=0
2x—-z=1 2 0 -1

rg (A) = 2, ya que =—4+0

1 1
3 -1

= 0. Por tanto, rg (A*) =2

N W
|
oOr
PR

Comorg (A) =rg (A*) =2 < 3. el sistema es com-
patible indeterminado.

Eliminando la tercera ecuacion que no interviene
en el determinante de orden 2 no nulo, resulta el
sistema:

+y—z= .
X+ty-z 1} Haciendo z = A

X-y—-z=1
X+y=1+N\
X—-y=1+N\
1+N 1
AT A R G B G R
X = = =— 4+ —\
-4 -4 2 2
1 1+A\
3 I+M] qgin-3an 1
y = = =—+—N\
-4 -4 2
Luego,
1 1 1 1
xy.z2)=(—+-MN—+-MN| NER
2 2 2 2
3X—-2y+z=5
"2x—-3y+z=4
3x-2y+z=5 3 -2 1
a) 2x-3y+z=4} |A|=]|2 -3 1|=0
Sy —-z=-2 0O 5 -1
3 =2

2 _3‘:—5¢OD I’g(A)=2

3 -2 5
2 -3 4|/=00rg(A" =2
0 5 -2

Comorg (A) =rg (A*) = 2 < 3, entonces el sis-
tema es compatible indeterminado, es decir,
con infinitas soluciones dependiente de un
parametro.

Eliminando la tercera ecuacion, resulta:

3Xx—-2y+z=5 3X—-2y=5-\
2x—3y+z=4 2X—-3y=4-\
Z=\
‘5—>\ —2‘
A= B 2N 71
X = = =— ——\



10.

Luego,

(x.y,z):(%—%x

3x—-2y+z=5
b) 2x -3y +z=4
S5y-z=0

Solo se madifica la matriz ampliada.

3 -2 5
2 -3 4/=-10+#0
0O 50

Entonces, rg (A) =2y rg (A*) = 3, y el siste-
ma es incompatible.

. (Errata en el libro. La tercera ecuacién es x +y = 0.)

2x+my=1 2 m 1
X—3y=m M={1 -3 | m|=M*
XxX+y=0 1 1 0

Comenzamos con el determinante de la matriz
ampliada que es de orden 3,

IM*| =m?2—-2m + 4

2+xV-12

2

m2-2m+4=00 m=

2£V4-16 _
. =

Luego |[M*| # 0, Om € R, por tanto, rg (M*) = 3.
Como, ademas, rg (M) < 2 yaque M es de orden
2 x 3. El sistema es incompatible para todo valor
de m.

2kx —y =2 2k -1 2
x+y=1} M=(3 1 1|=M*
6x+2y=0 6 2 0
[M*| = -4k - 6
Si-4k-6=00 k:—%
Parak:—i

2
31 -3 -1
6 2|7 3 1|/=00rgM)=1
Entonces,

3
. Sik#—;:rg(M):Zyrg(M*):SD

0 Sistema incompatible.

3
. Sik#—?: rgM)=1yrg(M*) =20
O Sistema incompatible.
En resumen, para todo valor de k el sistema
es incompatible y carece, por tanto, de solu-

cion. No existe, pues, ningun valor de k para
gue el sistema sea compatible.

X—y+z=2 1 -1 1 2
11. x+ky+z=8! M=|1 k 1 8|=M*
kx +y + kz =10 k 1 k 10

En este caso la matriz de coeficientes, M, es cua-
drada.

IM| =0, Ok € R
1 1 1 -1

1 1‘—0, 1 k‘—k+1
1 -1 2

1 k 8/ =-2k?2+2k+4
k 1 10

-2k?+2k+4=00 k?-k-2=00

-1
1+V1+8
Ok=——F—"=
2
2

Discusion

e Sik#-1lyk#2:rgM)=2yrg(M*) =30
0 Sistema incompatible.

e Sik=-LrgM)=1yrg(M*) =20
0 Sistema incompatible.

e Sik=2:rgM)=2yrg(M*) <30

O Sistema compatible indeterminado.

X+y—-Az=0 1 1 -\ 0

12. a) y—-z=0} M=(0 1 -1 0|=M*
X+ANy—-2=2 1 N -1 2
M| =-2+ 2\

Si-2+2\=00 A=1

Por tanto,

e SiA#1l:rg(M)=rg (M*) =30 S.C.D.
e Sin=1l:rg(M)=2yrg(M*) =30 S.I

=2+0

_ o R
[
N OO




13.

b)

R

M

Resolver el sistema para N # 1.

0 1 -\
01 -1
2 N -1
~ 2+ 2\
-2+ 2\ -2+ 2\
1 0 A
0 0 -1
1 2 -1
_ _ 2 _ 1
y -2+ 2A -2+ 2\ -1+

De la segunda ecuacion, se obtiene:

I |
y -1+
Luego,
xvy,z)=(1 1 1 N#E1
a4 "1+ N -1+
1 1 A\ X+y+z=2\
1A [*) 1] x+y+rz=1
1Y T X+Ay+z=1
1 1/\%) \1) w+y+z=1
1 1 1 A
gzt 1AL
1 N1 1
A1l 11 T
Fy=F—Fy
Fy=Fy—F,
F,=F,—\F,
1 1 1 A
0 0 N-1 1-\|_
0 AN—-1 0 1-\
0 1-N 1-N 1-)\2 T
Desarrollando por la primera columna
0 A=1 1-2\
A=1 0 1-N|=(@-N8-(-83-=1)\)

1-N 1-N 1-\2

a) Entonces, A = -3, A = 1.

e Sin=1,entoncesrgM)=1=rg(M*) yel
sistema es compatible indeterminado.

e Sik=-3,entoncesrg M)=3=rg(M*)y
el sistema es compatible determinado.

e SiN#1y\N+#-3,entoncesrg (M) =4 =

=rg (M*) y el sistema es compatible deter-
minado.
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b)

c)

14. a)

b)

1 1 1| -3
0 0 —4 4
0 -4 O 4 Fp = Fy
0 4 4' -8
1 1 1| -3 1 1 1| -3
0 -4 O 41 (0 -4 O 4
0 0 -4 4 0 0 -4 4
0 4 41! -8 0 0 41! 4
F,=F,+F, F,=F,+F,
1 1 1| -3
|0 -4 0 4
“lo 0 —4 4
0 0 O 0
X+y+z=-3
-4y =4
-4z =4

Solucion: x=-1,y=-1,z=-1
1

00O0|O

00O0|O

00O0"0O

X+y+z=1} Siz=ty=pn
Solucibn:x=1—-p-t,y=p,z=t Op, tER

3X+2y-z=0 3 2 -1
X-y+2z=0{ M= 1 -1 2
—X+2y—-z=0 -1 2 -

IM|=-8+#00 rg (M) =3

Por consiguiente el sistema homogéneo soélo
tiene la solucién trivial x =0,y =0, z = 0.

3x+2y+5z2=0 3 2 5
X+y—-z=0{ M=(1 1 -1
2Xx+y+6z=0 21 6

3 2
|M|=0,1 1 =1+#0

Asi, rg (M) = 2 < 3 y el sistema tiene infinitas
soluciones dependiente de un parametro.

Eliminando la tercera ecuacion, nos queda el
siguiente sistema:

3x+2y+52=0}ﬁ

X+y-z=0

3x +2y =-5z
X+y=2z

Haciendo z = \,



-5\ 2‘

3 -5\
)N

1 I

X = =—7\, y=—"""=8\

1 1
Por tanto,
X+y+z)=(7\, 8\ N, N ER
—X-y+3z=0 -

2x+az=0 M =
2y+4z=0

15.

on R
Ao W

-1
0
2

a) M| =20+ 2a
Si20+2a=00 a=-10
Discusion:
e Sia#-10:rg (M) =3 0 S.C.D. (solucion
trivial)

e Sia=-10:rg(M)=2<30 S.C.I (solucién
distinta de la trivial)

b) Resolucién para a = -10.

Eliminamos la primera ecuacién puesto que,
por ejemplo,

20
0 2

Asi:
2x—10z = o}
2y +4z=0
Haciendo z = \, entonces x = 5\, y = —=2A\,
x+y+z)=0BN-2\,\),AER

=4 +0.

* Ejercicios

L2 3 (x\ o[t g 2x-3y=1

11 8 {y /"o Xx+8y=0
2x-y+z=1 2 -1 1)\ /[x 1

2.a) x+z=2{g (1 0 1|ly|=]|2
—X+ty-z=3 -1 1 -1]/\z 3

2x—-2y=0 1 -2 0)\/x 0
by 2x+z=3lg |2 0 1||ly|=](3
y-z=1 0 1 -1/\z 1
2x+y-z=1 2 1 -1)\/(x 1
c) x+z=2{g| 1 0 1||y|=|2
-3x+2y+5z2=0 -3 2 5/lz 0

X
2x—-y+z=1 2 -1 1
d) x+y—z:3}D (1 1 —1> 32’

w -
~

83

3.AX+B=CUO AX=C-BLU

0 At.AX=AYC-B)O X=A"YC-B)
—
|

0 0 1/2
SiA1=|0 1 -1/2 | entonces
1/3 -1/3 1/6
0 0 1/2 -2 -3
X = 0 1 -1/2|. 2 1=
1/3 -1/3 1/6 -3 -6
-3/2 -3
= 1 4
-11/6 -1/3
5 x\| _(21\ . (1 3
4, A[(_l) + (y)] = (24), siendo A = (1 4>
Entonces:

3 5) (50 )= (50

0 X+3y+2)_ (21 0 X+3y+2=21 a
X+4y+1) \24 X+4y+1=24

adj (A) = (‘i _g) (ack (A)' = (—g _é)
IA| = 10

. [-15 1/10

A 1‘( 0 —1/2>

a) AX+B=C0O AX=C-BO
0 AZAX=AC-B) O X=A"C -B)

——

|
Asi,

wo(-Us 110\ (-3 2\_(3s5
o - o 3/ |o
b) XA+B=C0O XA=C-B [

0 XAA1=(C-B)A10
0 XAAL=(C-B)A10 X=(C-B)AL
——

—7/10
3/2

|



Luego,
x:<‘3 2)_(-1/5 1/10):<3/5 —13/10)
0-3)\ 0 -12)"\o 32
c) AX+B=X0 AX-X=-B [
OA-)X=-B 0O
O (A= MA-DX=(A-1)(-B) D

|
0 X=(A-1)y!(-B)

Ahora bien,

(5 1)\ (1 0\ _[(4 1
A‘"(o 2)'(0 1)‘(0 1)
A-1]=4

adj (A—I):(_i _g),
1

(adj (A~ 1))t = (‘é 4>

(A-1)t= (‘%4 1141),

Luego,

x:(—1/4 1/4)_(-1 —2>:<1/2 —1/4>
o -1)'{1-3)7 (-1 3
d) XA+C=X0 XA-X=-COJ

O X(A-1)=-CD

0 X(A-1)A-1)1=(-C)A-1)1D

| —
|
O X=(-C)A-I)'=

_(2 -4\ [-ua w4\ _(-12 92
“l1 o 0 -1/ \-14 14

on( 8o Pree()

AX=BX+CO AX-BX=CO (A-B)X=CO
0 (A-B)YYA-B)X =

——

I
=(A-B)CO X=(A-B)'C
De esta manera habra que calcular (A - B)™.
Asi:
(2 1 _

-1 01
.A=| 2 1 0|,B=( 1 0 -1
-1 2 3

adj (A — B)-(Z 3),(adj(A B)) = (é

L (2 1
aoyee(2 3)

Por tanto,

(3 2)3)03

-1 3 2
A+BX=10 BX=(1-A)0O
0 BIBX=B(-A) 0 X=B(1-A)
——
|

3 4 2
B|=1,Bt=(-1 2 1
3 -5 -2
Luego,
12 4 1
X = -3 -2 -1
14 4 1

X==-3,y=4,z=-5

. Dada la matriz

1 0O
A=(1/10 1 O
1/10 0 1
00 1 0O
A2=A 1/10 1 0].({1/10 1 0=
1/10 0 1 1/10 0 1
00
= 2/10 10
2/10 0 1

1 00 1 00
A3=A-A2=|(1/10 1 0|.{2/20 1 0 |=
1/10 0 1 2/10 0 1

1 00

=[(3/10 1 0

3/10 0 1
1 00 1 00
T=A5=|5/10 1 0|=(1/2 1 O
510 0 1 1/2 0 1

-1

2

|



10.

11.

ITI=1A%=1

X 20

De la ecuacion A5 - |y | =| 5 |se deduce que
z 1

X 20

Yy =A-S. 5

z 1

Ahora bien,

1 0O
A5=(A%1=(-1/2 1 0| (compruébese)
-1/2 0 1

Luego

X 1 0 0)\/20 20
y|=(-22 1 0||5 |=(-5]|0O
z -1/2 0 1]\1 -9

0 x=20,y=-5,z=-9

1 2 1
SeaA=|1 1 0]y se trata de resolver el siste-
01 1
ma homogéneo:
X 0
A-|Y |=(0|, obien AX =O.
z 0

Como |A| =0, entonces HIA-!y el sistema tendra
infinitas soluciones (solucién distinta de la trivial).

X+2y+z=0
O{x+y=0

1 2 1)\ /x 0
01 1])\z 0 y+z=0

De la segunda ecuacion x = -y, y de la tercera
ecuacion z = —y. Sustituyendo en la primera ecua-
cion resulta:

-y+2y-y=0
Luego, X ==\, y=N,z=-M, A ER
O de forma equivalente,
Y, Z) =N NN, ANER

Dado el sistema homogéneo

85

12.

13.

2 -1
0 1
0 2

IA| = =4+#00 AL

N OB

Luego AX=00 A1AX=A"100O
OX=A00O0 X=0
El sistema tiene soélo la solucion trivial

x=0,y=0,z=0

S

U7 317
- _ -1 =
Al =1 A (%ﬂ 27)
1 15
— -1
B|=-5.8 (o us)
8/7 —-8/35
1_ Rp-l—
AT-B (—3/7 3/35)

-l

8/7 -8/35)\(x\_[1
(3 5
8. 8,1 _
7 35 y . =-7/5
8 y =49/8
—X+ —y =
7 35

Se trata, por tanto, de un sistema compatible
determinado.

1 01
A=(0 0 1
011
1 01 1 01 11 2
A2=|/0 0 1|.({0 O 1|=/0 1 1
011 011 01 2
11 2 3 0 3 -2 1 -1
A2-3A=[0 1 1|_[0 0 3|=[ 0 1 -2
01 2 0 3 3 0 -2 -1
IA2_3A|=10+#0 o
Por tanto, el sistema (A2 —3A) - [y | =1 |es
z 3




14.

15.

compatible determinado y su solucién se halla
por:

X

0
y|=(A2-3A)t. |1|0 x=-2,y=-5,2=-5
z 3

Hacemos y = )\, y tenemos:

2x— (3 +2a)z=-\
x+@B-az= —)\} (1)

X+(1+b)z=0
(b -1)x+b(b —1)2:_)\} @)

Resolvemos por Cramer ambos sistemas:

-\M6+a) -\
_AM1+b) A1 +D)

2T T p1 2T poa

Igualando: x; = x,; 2,
yb=-1.

= z,, obtenemos que a = -6

2Xx+(@a-7)y=29-7a
ax—6y =5a-3

El sistema sera incompatible si el rango de la
matriz de coeficientes es distinto del rango de la
matriz ampliada.

(2 a-7 | 29-7a\_,,,
M_(a -6 ‘ 5a—3 >_M

M| =-12 — a2+ 7a
a2—-7a+12=00

3
0 7£V49-48 71 <
a= = =
2 2

Entonces:

e Sia#3ya#4rgM)=rg(M*)=20 S.C.D.
e Sia=3:rgM)=rg(M*)=10 S.C.l

2 8
3 12|/=00 rg(M*) =1

e Sia=4:rg(M)=1yrg(M*) =210 S.I

2 1 .

El sistema es incompatible para a = 4, y es
compatible indeterminado si a = 3.

16. a)

X+y+z=2

2x—-3y+z=3
X-=-Ty—z=-2
1 1 1 2
M= 2 -3 1 3|=M*|M|=-6+#0
-1 -7 -1 | =2
rg (M) =rg (M*) = 3 O Sistema compatible
determinado.
-5/3 1 -2/3
M-1=|-1/6 0 -1/6
17/6 -1 5/6
X -5/3 1 -2/3 2 1
y |=[-1/6 0 -1/6 3|=10
z 17/6 -1 5/6 -2 1
2X—-y+3z2=3
b) x+z=1
4x -y +52=5
2 -1 3| 3
M=(1 0 1 1|=M* |M|=0
4 -1 5
5 1 2 -1 3
1 o|=1#0 1 0 1|=0
4 -1 5

rg(M)=rg (M*) =2 <30 Sistema compati-
ble indeterminado con infinitas soluciones
dependiente de un parametro.

Quedandonos con las dos primeras ecuacio-
nes que aportan un determinante no nulo,
resulta:

2x—-y+3z=3
x+z=1

Siz =\, x=1-\ en la segunda ecuacion.
Finalmente, en la primera ecuacion

20 -N)-y+3A=30y=-1+N\
Luego:
Xy, 2)=Q-N-1+NM0N,NER
2x+ay+z=2

X+ay=1
-y+az=0

M =

O N
D O

a
a
-1



18.

El sistema sera compatible indeterminado s
rg (M) =rg (M*) <3.

IM|=2a?-1-a?=a?-1
e« Sia=l.rg(M)=rg (M*) =2 < 3, porque

) 1 2 12
1170 y 1 11l=0
0 -1 0

e Sia=-10 rg (M) =rg (M*) =2, porque

- 2 -1 2
1 -1 +0 y 1 -1 1|=p0
0 -1 0

Por tanto, el sistema es compatible indeterminado
sia=-loa=1.

Si nos quedamos con las dos primeras ecuacio-
nes, que aportan un determinante de orden 2 no
nulo, resulta:

2xtay+z=2
Xx+ay=1

Haciendo y = A, entonces en la segunda ecuacién
X=1-ah.

Despejando z de la primera ecuacion, se tiene:
2l—aN) + an+tz=20 z=a\
Luego,
X, y,z)=(1-a\, N aN), A ER
e Sia=-1,(XYy,2)=1+NN AN, NER
e Sia=1,(xVY,2)=1L-MMA,NER

X+ ANy +2z=A\
2X+ ANy —2=2
—y+2z=\
-1 N 2 A
aM=| 2 x -1 2 |=M*
AN -1 2 N
M| =-3\2 -6\ -3
Si-3\2-6M-3=00 A=-1
1 1 -1 -1 -1
5> _1| #0, 2 -1 2|=0
-1 -1 -1

En consecuencia:

e SiN#-1,rg(M)=rg(M*) =30 Sistema
compatible determinado.

e Sin=-1,rgM)=rg(M*) =2<310
Sistema compatible indeterminado.

b) Si A = -1, entonces el sistema tiene infinitas
soluciones y basta quedarse con las dos pri-
meras ecuaciones que aportan un determi-
nante de orden 2 no nulo. Asi,

—X-y+2z=-1 —X—-y=-1-2\
2X—y—2=2 2X—y =2+
-1-2\" -1

2¥N AL o240
X = = =1+ A\
3 3
‘—1 -1-2\
2 2N 5 42440
y = = = -\
3 3
Luego,

Xy, z2)=@Q+N, MM, NER

c) Si\ =2, el sistema es compatible determina-
do.

—X+2y+2z2=2
2X+2y-z2=2{|M|=-3-4-6-2-3=-27
2X—y+2z2=2

2 2 2

2 2 -

2 -1 2
-18 2
X = = = —
27 -27 3

-1 2 2

2 2 -1

2 2 2
-18 2
y: = = —
27 27 3

Sustituyendo estos valores de x e y, por ejem-
plo, en la segunda ecuacién, se obtiene el
valor de z.

4 4
z:—+——2:£
3 3 3
Luego,

2 2 2

XY, z)=— — —
xy,2)= (3 3 3>
3X-2y+z=5 -2 1 5
"2x—-3y+z=4 -3 1 4



a) Al afadir una ecuacion el sistema resultante
sera incompatible si el rango de la matriz de ‘2 — 2\ 1’
coeficientes y el de la matriz ampliada son dis- _ 2-3r -1 _ 4
tintos. Por ejemplo, basta afiadir una fila que X= 3 T3 g)\
sea una de las dos filas anteriores, excep-
tuando el término independiente. Asi, 1 2—-2\
2 2-3\
32115 y= _2_1,
M=[2 -3 1 | 4|=M* -3 3
5 -5 2 | [0
Por tanto,
5x -5y +2z=0
x,y,2z)= 4 i)\i i)\)\ NER
Asi,rg(M)=2yrg(M*) =3 Y 3 33 g MM
b) Basta sumar las dos filas de M *
- \2
x5y + 27 =9 X+Yy+Az=\
21. y-z=»\
3 -2 1 5 X+ANy+z=2\
M = 2 -3 1 4| = M *
5 5219 11 M| WM
aM={0 1 -1 | N\ |=M*
Asi,rg(M)=rg(M*) =2<3 1 x 1 1A
X+y+2z=2 M|=0
20. 2x—-y+3z=2 11 OrgM)=2,0N€R
5x—-y+az=6 0 1/=1#0
1 1 2 2 1 1 )\2
M={2 -1 3 | 2)=Mm* 0 1 N [=-22+2)
5 -1 a 6 1 N A
IM|=-3a+24 <)\:o
—2)\2 = _ =
—3a+24=00 a=8 AF+2A=00 2\ +1)=0 N=1
a)e Sia#8;rg(M)=rg(M*) =30 Sistema . .
) g M) =rg (M%) Discusion:

compatible determinado.
- Sia=8rg(M)=rg (MY =2<30 : ;"g%oy".gﬁl”g (.E/I')zzyrg M%) =3
Sistema compatible indeterminado. Istema incompatible.
e SiA=0o0A=L:rg(M)=rg(M*)=2<30
1 1 Sistema compatible indeterminado.
2 -1 =-3#0
b) « Parax=0

x+y=0
; —i 2:0 y-2=0{F =p +r.0 Y7270, 2\
5 -1 6 x+z=0[ ' 2 7 x+z=0
b) Para a = 8, podemos utilizar las dos primeras Solucién: x = -\, y=N, z=N ONER
ecuaciones: . Parai=1
x+y+Zz:2} x+y:2—2)\} -
_to X+y+z=1
2Xx—-y+3z=2 —y=2- fv+z=1
y 2X—y=2-3\ y-z=1{f =F,0 " y_i_l}z:x
X+y+z=1 y-2=

Z=NX\

88




D><+y=1—>\} 2% — 3y + 4z = -\

y=1+x X+y—2Z=-\
Solucion: x =2\, y=1+\,z=\, 0N ER X—2==2\
2Xx+y+z=1 - -3 4
22. 2x+ay+z=a ;)\ é -1
IX—V—az = — —2\ -1
2X—y—az=-a - o\ )\
2 1 1 1 -6 -6
ayM=[2 a 1 al=M*
-2 -1 -a -a 2 -\ 4
1 -\ -1
M| =-2a?2+4a-2 1 -2n -1 ~
Si—2a?+4a-2=00 a%?2-2a+1=00 a=1 y=—6=—6=—)\
Discusion:
e Sia#1l:rg(M)=rg(M* =30 Sistema De la misma ecuacion, despejamos z
compatible determinado. Z=X+2\=A\
e Sia=1l.rg M) =rg M*) =1 <310 Por tanto,
Sistema compatible indeterminado. (X ¥, Z, W) = (A, L, L A, A € R

2 1 1 1
M = 2 1 1 1= M * °
PR Problemas
1. x = dinero aportado por Pedro.
b) Para a =1, el sistema tiene infinitas soluciones

. . =di tad Juan.
dependiente de dos parametros, ya que las 3 y = dinero aportado por Juan

ecuaciones son iguales y, por tanto, el orden z = dinero aportado por Jose.
del mayor no nulo es 1. Asi:
oty 471 X+y+z=860 X+y+z=860
Xty+rz= L x=3(y+2z)l0 x-3y—3z=0
Haciendoz:)\,y:ILL,x:————i 2y =3z 2y—-3z=0
2 2 2
1-N-
(x,y,z)z(—pb,pu,)\), N ER 1 1 1
2 1 3 -3/=20
0o 2 -3
2x—-3y+4z+w=0
23. X+y—z+w=0
X-z+2w=0 g0 1 1
0 -3 -3
28 41 2 eno
M=|1 1 -1 1 X = = = 645
1 0 -1 2 20 20
1 80 1
i _i =5+0 1 0 -3
0 -3
2580
2 -3 4 y= = =129
1 1 -1l=_g=+0 20
1 0 -1

De la ultima ecuacion z = 2. 129 = 86
Como rg (M) = 3 < 4, entonces el sistema tiene 3 |
infinitas soluciones dependiente de un parametro. Se deduce, pues, que Pedro aport6 645 €, Juan
Haciendo w = \, resulta: 129 €y Jose 86 €.




2. X = nimero de hombres.

y = nimero de mujeres.

z = nimero de nifios.

X+y+z=40 X+y+z=40
x+y=3z\{QO x+y-3z =0

y=Xx+z+6 —X+y—-2z2=6

40 1 1
01 -3
6 1 -1
8 8
40 1

=

184
y = = =23

De la primera ecuacion: z=40-7 -23 =10
En consecuencia, en la reunion habria 7 hom-
bres, 23 mujeres y 10 nifios.

. X = calificacion obtenida en el 1.6" examen parcial.
y = calificacion obtenida en el 2.° examen parcial.
z = calificacion obtenida en el examen final.
X+y+z
—3 -
0,20x + 0,20y + 0,60z = 7,6
0,10x + 0,20y + 0,70z = 8,3

X+y+z=18 111
0 x+y+3z=38 1 1 3/=2
X+ 2y + 7z =283 1 2 7

18 1 1
38 1 3
83 2 7
—6
X = =—=3
-2 -2
1 18 1
1 38 3
1 83 7
-10
= = =5
Y -2 -2

De la primera ecuacion: z = 10

En consecuencia, Luis obtuvo en la primera eva-
luacion las siguientes calificaciones: 3, 5y 10.

. Sean:
x = edad actual de la madre.

y = edad actual del hijo mayor.
z = edad actual del hijo menor.
Entonces hace 14 afios las edades de la madre y
de los dos hijos eran, respectivamente, x — 14,
y — 14, z — 14. Luego:
X — 14 =5[(y — 14) + (z — 14)]
Dentro de 10 afios las edades respectivas seran:
x + 10,y + 10, z + 10. Por tanto:
X+10=(y + 10) + (z + 10)

Por otra parte, dentro de m afios se cumplira:

y+m=x

z+m=42
Por consiguente, el sistema a que da lugar el
enunciado es:

X—5y—-5z=-126| x=44
X—-y—-z=10| y=18
-X+y+m=0| z=16

z+m=42] m=26

La edad de la madre es de 44 afios, siendo 18 y
16 las edades de los hijos.

X+y+z=9 X+y=9—\
"X+5y+10z=44 X + 5y = 44 — 10\
Haciendo z = \

9—-\ 1‘

44 — 10N 5 1+5)
X = =

4 4

1 9-\

AL 4410y o9
Y 4 4
_35—9)\

1+5N 35-9)\
(X ylz)_< 1 7)\'>
Comox=0,y= Oy, ademas, x,y,z € Z
entonces:

1+ 5\ 35-90\

= =0,y=—=0,z=A=0,

4 4
NEZ
1+560=0,35-9\=0,\=0,N\EZ

1 35
A=—— NsS— AN=0,NEZ

5 9




SiA=00 x=1/4,y=35/4,z=0 ~ no sirven
Sian=10 x=3/2,y=17/4,z=1 ~ no sirven
Sin=20 x=11/4,y=2,z=2 < no sirven
Sin=30 x=4,y=2,2=3 « si, es la Unica
solucion.

0,8x+0,3y=m
" 0,2x+ 0,7y =n

a) En notacién matricial el sistema es:
0,8 0,3\(x\_[m
02 0,7)\y/ \n

0,8 0,3
0,2 0,7

1,4 -0,6
-1 — ’ 1
A '(—0,4 1,6)
Lueao. [¥ )= 14 -08)(m
9 1y ) \04 1,6/{n
o (*)= 1,4 -0,6 /100000 _ (110000
y) {-04 16\ 50000/ | 40000

Habra, por tanto, 110 000 personas casadas y
40000 solteras.

d) x\_( 1,4 -0,6)(110000 )\ _ (130000
y) \-04 16 40000/ | 20000

Dos afios mas tarde habria 130000 casadas y
20000 solteras.

. Problema resuelto.

b) SeaAz(

X+y+5z2=0 1 1 5] 0
2x-3y=0 _[2 83 0| 0|_\.
X-y+z=0 11 -1 10|

X+2y+2bz=hb 1 2 2b b
1 15

M*:b2 -3 0 :_3b
1 -1 1

Si-3b=00 b=0

Por tanto,

e Sib#0:rgM)=3yrg(M* =40 Sistema
incompatible.

e Sib=0:rg(M)=rg(M*) =30 Sistema com-
patible determinado.

La resolucion si b = 0, basta quedarse con las tres
primeras ecuaciones que dan lugar a un sistema
homogéneo con Unica solucion, la trivial. Es decir:

x=0,y=0,z=0

X+2y+z=a 12 1| a
9. Xty—-az=al M=|1 1 —-a | a|=M*
2x+3y+z=a 2 3 1 a
a) IM|=-a
Si-a=00 a=0
120
‘i i 20 |1 1 0]=p
2 30
Discusion:

e Sia#0:rg(M)=rg(M*) =30 S.C.D.
e Sia=0:rg(M)=rg(M*)=2<30 S.C.l.
b) Si a =0, nos quedaremos con las dos prime-
ras ecuaciones que aportan el menor de
orden 2 no nulo.
x+2y+z:0} zZ=-\
X+y=0[ y=\AX==\

X,y,Z)=(-\, N\, -\, A €ER
X—y=2

1
10. ax+y+2z2=0l M=|a 1 2
X—y+az=1 1

a) M|=a?+a
Sia?+a=00 a(a+1)=00 a=0ya=-1
Discusion:
e Sia#0ya#-LrgM)=rg(M*) =301
S.C.D.
e Sia=0:rg(M)=2yrg(M*) =30 S.I

1 -1 012
M=[-1 1 2| 0|=m*
1 -1 -1 1

1 02
Hgio 1 2 0/=¢
1 -1 1

b) Para a = -1 el sistema es compatible indeter-
minado dependiente de 3 — 2 = 1 parametro.




11.

Las dos primeras ecuaciones aportan el deter-
minante no nulo.

X—-y=2
—X+y+2z=0

Haciendo en la primera ecuacion y = \, resul-
tax=2+A\.

Y, finalmente, de la tercera ecuacion se des-
peja z
z=1
Luego,
Xy, z)=2+NMN1),AeER

c) Para a = 2 el sistema es compatible determi-
nado.

X—y=2
2x+y+2z=0 IM|=22+2=6
X—-y+2z=1
2 -1 0
0O 1 2
1 -1 2

6
X = =—=1
6 6
120
2 0 2
11 2
-6
=  =—— =1
Y 6 6

De la segunda ecuacion z = —

X+2y—az=1 1 2 -a 1
-y+z=0{ M=|0 -1 1| 0|=M*
ax+z=a a 0 1 a

a) M|=-a?+2a-1
Si-a?+2a-1=00a=1
Discusion:
e Sia#l:rgM)=rg(M*) =30 S.C.D.
e Sia=1lrg(M)=rg(M*)=2<30 S.C.l.

1 2 -11]1 1 2 -1] 1
by(0 -1 1 | 0o|l=[0 -1 1] 0=
1 0 1 1}0—22 0
F.=F,—F,

1 2 -1 1

=lo -1 110

¢000 0

Fi=F,—2F

X+2y—-z =1 _
_y+Z:O} z=\

Solucion: (x,y,z)=(1L—-N, AN, NER

y+z=1

12. @-1)x-y+z=a

x+(@a-1y+z=0

0 1 1 1
M=fa-1 1 1 a|=M*
1 a-1 -110

a) IM|=a(a-1)
Sia(a-1)=00 a=0ya=1
e Sia#0ya#l.rgM)=rg(M*) =310

S.C.D.
e Sia=0:rg(M)=2yrg(M*) =30 S.IL
0o 1 1
01
‘_1 1| #0 -1 1 -1}+o0
1 -1 O

e Sia=1l:rg(M)=rg(M*) =2<30 S.C.l.

011

01 01

‘o 1‘:0,‘107&0 0 11=0
100

b) Para a = 0 el sistema es incompatible. No pro-
cede su resolucion.

c) Para a = 3 el sistema es compatible determi-
nado.

y+z=1
2x+y+z=3l |M|=3B8-1)=6
X+2y-z=0
11 1
31 1
0 2 -1
X = :E:]_
6 6
01 1
2 3 1
10 -1
= =0
Y 6
z=1-0=1.

Luego (x,y,z)=(1,0, 1).



13.

14.

y+z=1
x+(@a-1)z=0
x+(@a-1ly+az=a

0 1 1 1

M= 1 0 a-1 0|=M*
1 a-1 a a

M| =a -2

Discusion:

e Sia#2:rg(M)=rg(M*) =3[ Sistema com-
patible determinado.

e Sia=2rg(M)=2yrg (M*) =30 Sistema

incompatible.
01 011
1 1/#0 01 0l=+0
11 2
Resolucion sia # 2
1 1 1
0 1 a-1
a a-1 a
a’?-2a+1
X = =
a-2 a-2
01 1
0 0 a-1
1 a a
_ _a-1
Y a-2 a-2
-1
a-2
X—-3y—-2z=-1
5x—-2y+-z=3-a
4x—-y+az=3
1 -3 -2 -1
M=|5 -2 -1 3—a |=M*
4 -1 a 3

IM|=13a +5=00 a=-5/13

Discusion:

e Sia#-5/13:rg(M)=rg(M*) =30 S.C.D.
e Sia=-5/13:rg(M)=2yrg(M*) =30 S..

L 3 1 -3 -1
5 | #0 |5 —2 34113 %0
- 4 -1 3

93

15.

Resolucion paraa=1

M| =18
1 3 -2
2 2 -1
3 -1 1
10 5
X = =—=—
18 18 9
1 -1 -2
5 2 -1
4 3 1
= =0
Y 18
7
zZ=—
9
Asi,

.y, 2) = (% 0, %)

3x+2y-5z=1 3 2 -5 1
4x+y—-2z=3l M=[|4 1 -2 3|=M*
2x—-3y+az=b 2 -3 a b

a) M =-5a + 44

3 21
4 1 3|=-5b+25
2 -3 b
2
Como 4 1 # 0 entonces rg (M) = 2. Por

tanto, para que el sistema tenga infinitas solu-
ciones, se ha de verificar que rg (M) =rg (M*)
=2<3.

Asi,
rgMM)=20 [M|=00 -ba+44=00
44

0 a=
rg(M*) =20 [M|=0y-5b+25=00
44
0 a=—yb=5
5 y

. 44 .
En resumen, sia=—y b =5 el sistema

sera compatible indeterminado dependiendo
de un parametro.

b) Las dos primeras ecuaciones aportan un
determinante no nulo porque, por ejemplo,
3 2
4 1

metros.

= -5 # 0. Ademas, evitamos los para-




3x+2y—52=1} 3x +2y=1+5z

Discusion:
Ax+y—-2z=3 4x+y=3+22}

e Sia#0yb#2rg(M)=3yrg(M*) =40

) Sistema incompatible.
Haciendo z = \, resulta:

e Sia=lybeRrgM)=2yrg(M*) =301
é’Lg)‘ 2 Sistema incompatible.
AL RN 1
X = = 5 =1l-—NA\ 1 21 12 2
-5 - 11 2/=_a |11 3|%0
‘3 1 + 5\ 1 3 a 1 31
4 3+2)
y= e N « Sia#0yb=2rgM)=rg (M* =30
-5 -5 5 Sistema compatible determinado.
Es decir: (x, y, z) = Procede la resolucion cuandoa # 0y b = 2.
1 14 -
=(1-=N-1+"MANER x+2y+z=2 -
(1-= s ) X+y+27=3 x+2y+22:2
x+3y+az=1[<= X*Y* z=3
y Xx+3y+az=1
16. (Error en el libro, la segunda ecuacion tiene un X+2y+z=2 y
signo positivo entre x e y.)
xty+taz=2| (1 1 a ‘ 2\ _ 2 21
X+y+z=D 1111 p)” 312
1 3 a
11 1 a 1 2 —4a
#0 =1l-a =2-b X = = =4
‘1 1‘ ‘1 1 ‘1 b‘ -a a
e Sia#lybeRrg(M)=rg(M*)=2<3 1 2 1
0 Sistema compatible Indeterminado 1 3 2
(1 parametro). 1 1 a
e Sia=lyb#2:rgM)=1yrg(M* =20 _ —i——l
Sistema incompatible. y= —a  -a
e Sia=1lyb=2rgM)=rg(M*)=1<30
Sistema compatible indeterminado (2 para- z=0
metros).
X+2y+7=2 1212 o Margenes
X+y+2z=3 11213 — Péagina 94
17 x+3y+az=1( M= 1 3 a1 g _
X+2y+z=b 121 b Se designa:
X = precio de un vaso de limonada.
1212 1 2 1 2 _ . .
11 2 3 0 -1 1 1 y = precio de un sandwich.
13 a11|[/0 1 a-1 -1 |} z = precio de un hizcocho.
121b T 0 0 0 b_ZT X+3y+7z=14 X+3y=14-7z
F,—F, F,+F, X+4y+ 10z =17 X+4y =17 -10z
Fa—F X=5+2z,y=3-3z
F,—-F,
Hay que hallar x +y + z, luego:
1 21 2 _ _ .
0 -1 1 1 X+y+z=5+2z+3-3z+ z= 8 peniques.
o 0a o [~ab-2 — Pagina 97
0 00 b-2 sx-2y=1] |5 -2
x+y=0f |1 1/78%0
a(b-2)=00 a=0yb=2




Si se puede aplicar porque el determinante de la
matriz de coeficientes es distinto de cero y tiene
el mismo numero de ecuaciones que de incég-
nitas.

1 -2 51

0 1 -1 0
)(:4:i y:4:i

3 3 3 3

Pagina 100

1 -3 50 x—3y-5z=0
* —
A‘(o 11 3) y+z:3}D

X yY,2)=(9+2\, 3= MM, NER
Pagina 102
° (Xl y,Z)z(—)\, 2)\, SA—Z),)\ER

—x+3-2>\—(5>\—2):2¢1}

2(-\) +2\=0
No es solucion

e Xy, z)=(p-1,2pn+2,5n), pER
—n—1+302p+2)-5u=5=#1
No es solucion tampoco.

Pagina 103

a) Si es posible. Por ejemplo:

X+2y=1

3x-y=3| O Xx+2y=1 0 x=1
X+2y=0 3x-y=3 y=0
Sistema Sistema compatible
incompatible determinado

b) Si es posible. Por ejemplo:

X+2y=1 _
3x-y=3| O X+2y:1}
X+2y=0 x+2y=0

S. incompatible
Pagina 105

S. incompatible

El rango de la matriz ampliada puede ser 1 0 2. Si
el rango es 1 el sistema sera compatible indeter-
minado dependiendo de 2 parametros. Pero, si el
rango es 2, el sistema es incompatible.

— Pégina 107

11

= 1 a
X+ ay l} ‘ =3-2a; ‘2 b‘:b—z

2x+3y=b

95

3
Sia:?D rgM)=1

Sib=20 rg(M*) =1
Por tanto:

3
a) Es incompatible sia = ? yb#2.
. . . 3
b) Es compatible determinado si a # Py ybeR.

c) Es compatible indeterminado si a = 3 yb=2.

e Cajon de sastre

Representemos en la siguiente tabla los datos del
enunciado.

Minas/Minerales A B C
12 4 3 5
2.8 1 1 1
3.2 2 4 3

Llamando x, y, z al nimero de horas de trabajo
en las minas primera, segunda y tercera, res-
pectivamente, se tienen los siguientes sistemas
de ecuaciones, cada uno de ellos para cada
pedido.

Ax+y+2z=19] 4x+y+2z=13
3X+y+4z=25| 3x+y+4z=16{
bx+y+3z=25| 5x+y+3z=16

4x+y+2z=8
3X+y+4z=12
bx+y+3z=10

Por tanto, se trata de resolver tres sistemas con la
misma matriz de coeficientes. Lo haremos utili-
zando el método de Gauss.

Asi,
3
41219 13 8 F-FK-F
3142516 12|~ =
51 3| 25 16 10 5
Fy-Fomf Fy



4 1 2 19 13 8
1 5 43 25
“lo — = |— — &6
5 4 2 4 4
1 1 5 1
0 -— = | = -=0
4 2 4 4
F, - F —4F,
- Fs—’Fs"'Fz_»
4 0 -8 | -24 -12 -16
o L 5| 4 25
- 4 2 4 4
0 0 3 12 6 6

4 0 0o 8 4 0
1
o L o2 2,
- 4 4 4 -
0 0 3 |12 6 6

Entonces, para el primer pedido se necesitan
2 horas de trabajo en la primera mina, 3 horas
en la segunda y 4 horas en la tercera. Para el
segundo pedido, 1, 5y 2 horas en cada mina,
respectivamente. Y para satisfacer el tercer pedi-
do, 4 horas en la segunda mina y 2 horas en la
tercera mina.

5 Vectores en el espacio

o Actividades
1. AB = (-1, -2, -3)
AC = (1, -6, 0)
ABCD O AB =DC;D (4, 1, 4)
ABDC 0 AB =CD;D (2, -3, —2)
ADBC O AC =DB;D (0, 9, -2)
2.a) B(2,0, 8)
b) A(2, -1, -3)
3.]AB| = V(“1)Z + (=2)2 + (5)2 = V30
IAC| = V12 + (-6)2 + 62 = \/73
IBC| = V22 + (-4)2 +12=\21
4.2) [AB|=V9+1+4=V14;
IAC|=Va+9+1=V14;

IBC| = Vi+4+9=V14, Equilatero.
b) JAB|=V9+0+16 =5;
IAC|=V9+16 + 1 =126
IBC| = V42 + 32 = 5. Is6sceles.
c) |AB|=V16 + 0+ 3 = V19;
IAC|=V1+9+12=\22
IBC| = V25 + 9 + 3 = \/37. Escaleno.
d) |AB|=V16 +1+64 =81 =09;
IAC|=V16 + 16 + 49 = 9;
IBC|=V0+9+1=110. Is6sceles.
e) |AB|=V2+0 + 8 =V10;
IAC|=V8+2+0=1V10;
IBC|=V2+2+8=112. Is6sceles.



— 1 1 4 34 34
fy |AB|= [+ —+—= [ ="
4 4 9 36 6
— 25 1 16 49 7
|AC|: —t — +— = —_— =
36 4 9 18 3V2
— 16 52 2V13
IBC|= [/—+0+4= [—= :
9 9 3
Escaleno.
5.U +V =(+2, 1, 3)
u+w=(4,0,6)
vV+w=(0,5,-1)
u+v+w=(3 3 4)
6. E
c
NG RV
F
a) AB + FD = AB + BE = AE

b) AC +CD = AD
c) AB +CD +EF =EF
d) AE + EF = AF

7. Deben tener la misma direccion, y el mismo sen-
tido.

0 +v]= VTP + VP +2[U|V] - cos (@, V)

8. Sea D (%, y, z), tenemos:
(x-1,y-52z-3)=(1,-1,2) +2 (3, -2, —4)
X—1=1+6;x=8
y—-5=-1-4,y=0
z-3=2-8;2z=-3

9. ullwily

e ——

v /X

10.V = (4, -6, 8), w = (1, =3/2, 2), X = (-2, 3, —4)
X = (2k, -3k, 4k) Ok € R — {0}

1.3 =22\
N2

=—n*> 8 . No tiene solucion.
12 W W p=-12

Si A = -3 los vectores u y v son paralelos, pero
entonces no existe ningun valor de . que haga
qgue w también tenga la misma direccion.

u=AB =(-3, 2, -2)

v=AC (2, 4,1)

W =AD = (-6, 1, 4)
3 2

a’@=(wﬁ’wﬁ'i%>
7 (Vo v )

. 2 _
b) BDZgu O x-0,y—-3,z+2)=

12.

2
=—(-3,2,-2
3( )
X==2
4 13 13 10
_3:—; = — D _2,—'_—
Y 3773 ( 3 3)
yepe T, 10
3 3

c) AE=2u-3vlO (x-3,y-1,2) =
= (=6, 4, —4) + (=6, —12, -3) = (-12, -8, -7)

Xx=-9
y=— E (-9, -7,-7)
z=—7

d) AEF=u-v+2w O (x-3,y—1,2) =
=(=3,2,-2) + (=2, -4, -1) + (12, 2, 8) =

=(-17,0, 5)
=-14
y=1 F(-14,1,5)
z=5
. 1 —
13.a) AB = (-6, 6, 3) ?AB =(-2,2,1)

C:A+%ﬁ:(4,3,2)+(—2,2, 1)= (2,5, 3)

D:A+§ATB:(4,3,2)+(—4,4,2):(o,7,4)

1 —
y Lag.( 333
4 2 2 4

91




14.

15.

16.

17.

18.

19.

1 — 3 3 3
C:A+—AB:(4,3,2)+ - Ty T
4 2 2 4

(558

2 3
D=A+—AB=(432+(-33 —|=
LRUEEN S

03

3 9 9 9
E=A+—AB=(432)+-——— —|=
4 2, 4

2
(.1 15 17
2" 2" 4

a) A(2,-3,4);B(5,3,1);A'(8,9,-2)

=
=

2 1 2 8 4 19
b) A(41_1!5);B Ty T T !A' R
3 6 3 3 3 3
110\ /x 3
101|(yl|=]| 8 x=8y=-52=0
011/\z -5

Debe pertenecer al plano que determinan esos
dos vectores.

a) Dependientes, rango = 2.
b) Independientes, rango = 3.
c) Dependientes, rango = 1.
d) Independientes, rango = 3.

e) Dependientes, rango = 2.

1 -1 2
3 1 A\ =00 2\=0;A=0
2 0 N+1

G={(1,2,3) (2, -1,2) (1, -3,-1)}. No forman un
sistema de generadores.

1 2 1 x 1 2 1 X,
2 -1 -3 X |-|0 -5 -5 x,—-2x; | -
3 2 -1 x 0 4 -4 x,-3x,
1 2 1 X,
01 1 M
5
01 1 3X; — X,
4
3X; — X, 2X; = X, _ o

20.

21.

22.

23.

24,

25.

15X, —5%; — 8%, +4x,=0
X, + 4%, = 5%, =0

Un vector (X, X,, X;) se puede escribir como com-
binacion lineal de los vectores de G si y sélo si
X, + 4X, — 5%, = 0.

a) X =AU + pv = (3N + 2w, =2\ + 3, \)

b) No, porque no forman un sistema de genera-
dores.

c) Si. Por ejemplo, el vector w = 1,1, 1

SeaD(x, Y, 2)
ﬁ=(x—1,y—1,z)
AB = (-1, 1, 1)

AC =(1, -1, -1)
x—1=k | x=1+Kk
y—-1=-kly=1-k
z=-k z=-k

En este caso los puntos A, B, C y D estan alinea-
dos.

a) No forman base. Son dependientes.

b) Forman base. Son independientes y forman
un sistema de generadores.

¢) No forman base.
d) Si forman base.

e) No forman base.

u-v=3-2-1=0.Que los vectores son per-
pendiculares.

a) AB -AC =(-3,2,-3) (2,4,1) =

=6+8-3=-1
b) AB - AD = (-3, 2, -3) (-2, -3, —4) =
=6-6+12=12

c) AC -AD = (2,4, 1) (-2, -3, -4) =
=4-12-4=-20
d) BC - BD = (5, 2, 4) (1, -5, -1) =
=5-10-4=-9
a) COSa:ﬂ:i:i
V30-V30 30 5
[0 « = arc cos (%>:78° 28"

0+2+0 \/ED

CcOos = =
*“V5.V1o s

O

b)




26. —=

27.

28.

V2 ,
0 a = arc cos ? =73° 34

c) cosa=00 a=90°

d) cos a= \f\/‘ \j» TZD

AB=(3,-32)| A 0-0*8 _
AC = (2,2, 4) V22 -V24
S 0 69° 37
© V528
B—_A::(—3, 3,-2) COSE/3\— 3+15-4 _
BC = (-1, 5, 2) V22 -V/30
14

= 0 56° 59

/660
CA = (-2, -2, -4) A —2+10+8
—— U cos C
CB = (1, -5, -2) V24 -1/30

b) Infinitas.

c) Son coplanarias.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

ixj=Kixk=—;jxk=1i

j><|=—k k><|-Jk><J=—|

I L

uxv=| -3 3/=-9-8 -
k 3 1

(Uxv)-U=-9.2-8-(=3)-2-(3) =
=-18+24-6=00 uxvOu
(UxV)-V=-9.(-2)-8.2-2.1=
=18-16-2=00 u xv OV

u=(1,1,0)

V = (-3, +3, 0)

R

w=uxv=j 1 +3 =0i +0j +6k =(0,0, +6)
k 0 0

B ={(1, 1, 0) (=3, +3, 0) (0, 0, +6)}

AB = (2, 4, 10)
AC = (-2, -3, 5)
AB x AC =50i —30j + 0k

1 — — 1
AABC:?|AB x AC| :? V2500 + 900 + 0 =
V3400
:T=5V34u2

(Errata en el libro del alumno. Esta actividad corres-
ponde a la actividad 32 de la columna derecha.)

AB = (2, -7, -2)

AC = (-2, 2,3)
AD = (2, 1, -6)
2 2 2

7 2 1|=-24-42+4+8+84-6=
-2 3 -6

=24 # 0 0 No coplanario.

VParaIeIepipedo =24u ’

(Errata en el libro del alumno. Se refiere a la acti-
vidad 32.)

=(3,1,-2)

= (5,5, 8)
C=(1,-23)
D= (0, 0, 0)
AB = (2, 4, 10)
AC = (-2, -3, 5)
AO = (-3,-1, 2)



1 5.A'=2C—-A=(10,6,2) - (2,-3,4) = (8, 9, -2)

V =—V

Prisma — 2 Paralelepipedo: A (8 9 _2)
4
112 -2 -3 1 6.G
:? 4 -3 -1 :?-116:58u3
10 5 2 2 1 -2\ (x\ [1 x\ (713
7.0-1 1 2|(y|=|0|0 |y]|=(3/13|0O
1 1 4 0 0 1 1 0 3/\z 1 z 2/13
3.V, =—V,, =—|0 3 0|=—60=10u® ~ 7 3 2 .
6 6 0 0 5 6 u:— —_— +—C
13 13 13
o 8AB = \CD 2 X1-Y2=N %%
o Ejercicios X=X Y3mYr Z3—Z
. -1 1 3 .
1.a) AB =(2, 6, -3) 7:—2:—6; Si estan alineados.
BC = (1,-7, 1) - o
b) AD = AB + AC 9. AD = \AB + pAC O det (AB, AC, AD) =0
X, y+3,z-3)=(2,6,-3)+ (3,-1,-2) = Xy =X Xg=X; X, =X
= (5, 5, -5) Ya—Y1 Ya—Y1 Yo—Yy =00
T z,-2, Z;—-2, Z,-Z,
x=5
y+3=5-y=2 OD(G5, 2 -2
z-3=-5-2z2=-2 X1 Xp X3 %y
O Y Y2 Ys Ya| =
B _ z, 2, 2, Z,
2.a) (3,1,2)-(x,y,2)=(1,0,1) O 1 1 1 1
Ox=2,y=1,z=10 A(2,1,1)
2 015 2 015
b) x,y,z2)-(2,1,-3)=(-3,5,6) O 14 13| |3 40 —2|_
O0x=-1,y=6,z=30 B(-1,6, 3) 3 10Kk| |310Kk/|"~
o 1111 -1 1 0 -4
3.AM =MB; (X=X, y-VY,,Z2-2)) =
B -3 4 =2
_(XZ_X'yZ_y’ZZ_Z) = 3 1 k =52—-k=00 k=52
_ oy — = XX 1 1 -4
X=X =X, = X; 2X =X, + X, X = >
V. ty -
y_yl:yz_y;Zy:yl+y2;y:% ~ - Xy =2k
;5 10. X =K - @; (X;, Xy, Xg) = k(2, -1, 1) O X——k
2-2,=2,-2,22=2,+2,,z=—1—2 Xy =K
M= (3, -1, 2) V ={(2k, —k, k), k € R} representa el conjunto de
. 1 . 1 7 todos los vectores paralelos a a = (2, -1, 1).
4.AB = (9,1, -7); —AB = (3, -, —)
1 3 i 37 1L.x=N-a+p-b; (X, X, X)) =N2, -1, 1) +
i = (— 17 + —_— — | =
rg AR = L8 X = 2N+ p
4 4 14 +p,(l,l,0)[| X2:_A+M[|X—X -3x,=0
2——DC—2,—,— X5 =\ e
3 3 3
—_ 3 _ _ =
A+ 2AE = (51, 7)+<63_£>= V = {(X,, X, X;) € R®/x, —x, - 3x, = 0}
3 3 3 representa el conjunto de todos los vectores

:1,31DD1£,
3'3 3

w|~

coplanarios con
a=(2-1,1)yb=(1,1,0)




12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.u,

—

a) Dependientes: U, + 2u, = 0
b) Independientes: det (U, U,, U,) # 0
c) Dependientes: U, — 2u, — 3J 0

0

d) Dependientes: 2u - u + 7J

Son dependientes porque se puede despejar
- 1 - 3 =
Uu=—vVv-——Ww

2 2

Que son linealmente independientes, puesto que
no se puede despejar ninguno de ellos como
combinacion lineal de los demas.

Si k # 8 los vectores son linealmente indepen-
dientes.

Sik=8O 2u+2v-w=0

1 1 0\/x)\ (2 X\ [2

1 0 1||%|=(5]0(x]=]0

01 1/\x3] \3 X; | \3

X, 1 2

X, 2 -1/=00 3x, +x,-5%,=0

X; 11

V ={(x;, X,, X5) € R®/3x, +x,—5x, =0} es el con-

junto de todos los vectores que se pueden es-
cribir como combinacion lineal de u = (1, 2, 1) y
v =(2, -1, 1).

a) No tiene solucién: el producto escalar de dos
vectores no es un vector.
X =2
b) (-1,2,1)-x=(2,-1,3)0 {2x=-1
X=3
No tiene solucion. Los vectores U y v no son
paralelos.

X=2

c) 1,1,4)-x=(2,2,8)03{X=2 O x=2
4x =8

d) (1,2, 1) - (X, X, X5) =10

X, =N
O X, +2x,+x,=10 {X% =K
X 1

—

X=, p 1+N=2p), 0\, pE€R.

u 4 -
e = — Oa —3
ul 5 5

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

VEDL_T, G el _)_I 1 3 B
WOV w=uxv=| 0 -1]|=
k 3 2

=3 +7 -kO w=(3,7,-1)
=0 - (2,3,0)(1,223=00
-8

O02+6+3x=00 )\Z?

—

ullv «u-v

0-6+2

= arc cos =118° 34’

—

Dorovoe V(2 L2
proys 3'' 3" 3

No, pues de ser asi, seria:
u-v 77 _ .
=——=—>1, que es imposible.

cCosa=—=s——=-
uf v 1-2 2

<1 Cl Cl

W no implica quev =W, ya que
wiou-v w=00

O <) <y
cl< <y

=0.Perosiu # 0 esta igualdad no
i" 0, ya que podria serv —w # 0
0.

w)

(
exige que

- W
-w)
vV —

ycos (u, v —

u
= 0.

U+ V2 + U = V2= 2Juf? + 2|V

U+ V2 + U=V = (U +V) U V) + U -V)
(U=V)=U2+2U-V+V2+U2-2U-V+V2=
= U+ VP U+ V]2 = 21U + 2 VIR

En todo paralelogramo la suma de los cuadrados

de las diagonales coincide con la suma de los
cuadrados de los lados.

~—
oD
H
C
O
o]
+
|_\
o))
N
?‘
o

4a2+8a+A=2a2+ 4

2a?+8a=0 0
_ a=

2a@@+4)=0<X 22",



31.

32.

33.

34.

i 37
uxv=|_ 5 4|=19i —16] —23k
K -1 3
R -
w=uxv=| 1 -2|=-5 -5 -5k
K -3 1
. w -5 -5 -5k
Wl:T:—:
]| 5V3
~ \/§r V3 . V—E
T3 31773
_ _ 53 . 5V3 . 5V3 _
W,=5-w, =— i — j - k
3 3 3
[0}
. _5V3 . 5/3 . 5/3 _
W = i+ j+ k.
3 3 3
W =au + bv

(U+V+W)x(U—-V-—W)=

=[(L+a)u + (L+bV]x[(1-au—(+by]=
=—(1l+a)(l+buxv—(l-a)l+buxvs=
=—[(1+a)l+b)+ (1 -a)(l+b)uxv=

= [1l+a+1l-a)l+b)juxv==21+buxv

o 2 0 1
[uyv,w]=|-1 2 -1|=-19
3 5 -2
= = _afl0 12 |0 12 |0 02 _
APar-"“xV"\/‘l 1 +‘1 1 +‘1 1
=V1+1+0=V2u2
1 1 —
ATriang.:?APar.:?lAB XAC|=
1 1 3
:?V9+0+8 :?\/9 :?\/10
AB=(3,-2,1) |_+0 .~ _
Ac:(—9,3,—3)}"ABXAC"
i 3 -9
=i -2 3|=37+0] -9k
Kk 1 -3

o 13 4
35. Appaerep, = (U, V, W] = |2 1 111 =13 u?
120
1 4T 20
36. VTetraedrO:€|[AB,AC,AD]|:g 0 1 3|=
5 3 4
1 5
= —.5=—y3
6 6
37.AB -AC =00 (3,4,4)-(2,3,A-1)=0
18 9
6+12+4AN—-1)=0;A—-1=——=——
4 2
7
A= ——
2
1 81
A=—V9+16+16-_[4+9+—=
2 4
/5453
= ———=18,46
4
i3 2
AB xAC =, 4 3 |=-30i +—j +k
K 4 -9/2
1 — . \/5453 /5453
A:?|ABXAC|: o =, 1846

38.AB =CD [ AC =BD, BA =DC, CA =DB
1) AD=AD 0 AB+BD =AC +CD [
0 AB +BD =AC +AB O BD =AC
2) Comot%)::__é:g AB =CD O
0 -AB=-CD 0O BA=DC
3) A partir de 1) y 2) queda demostrado.
39.a) [U+V]E=|uf?+|V|?
Como |u +V[2=(U +V)-(U+V)=
=U2+20-V+V2= U+ |V]2P=2u -V

La igualdad anterior implica que 2u - v =0, es
decir, u Ov.

by (U+Vv)OMU-V)O (U+V)-(U-Vv)=00

OupP-vE=00uP=NP0O ul=v]|




40.u,-u,=0,|u|=2u,l=5
- . _ _ . Ju=8u,-7u,
V==AN-Uu+wyuOw si \7:2514_10u2

1

2u, + 10U, =\ - (8U, —7U,) +wW [
0w =(2-8\u, + (10 + 7\)u,

U-w=00 8-(2-8\)-u?-7(10+7\)-u2=0

-1686

32(2-8\)—175(10+7\) =00 A =
1481

16450 - 3008 -
u, + u,
1481 1481

W =

41.U,-u,=0,u=u,l=1
Ven-U+WyTOw si{3:§3;j¢5;
2U, —7u,=\-(3u, +4u,)+w O
0w =(2-3Nu, - (7 + 4\,
U-w=00 3(2-3\)-Uu2-4(7+4\) -u2=0

22
6—-9N—-28-16A=00 AN=——
25
— 116 - 87 -
wW=——Uu,-—_—U,
25 25
42.u=(51,3)
V-U=00 5v, +v,+3v,=0;

Vi =NV, =5\ =3u V= p
paraN=-1, n=10 Vv = (-1, 2, 1);
Vi=V1i+4+1=V6

—

Voo, (-1,2,1)

2V6 Ve

<_va

_)':2— - ] ]
Y V6 3 3 ' 3

vl
¢ Problemas
1. a) Una superficie esférica.
b) Una recta.
2.2AB + 3BC + 4CA =
= 2AB + 2BC + 2CA + BC + 2CA =
=2(AB +BC + CA)+BC + CA + CA =
=2.0+BA +CA=BA +CA

AB
AD

—_—

= A

| <L €cl
1]
@]

|

1- 1- 1 - - 1
=—u+—v=—"U+tVv)=—Ww
2 2 2 2

.Seanu =ADy V = AB

— — — 1 — 1 - -
Asz-Asz(AB +?AD>:?XU + XV

AE =AB +BE=v +y-BD =v +y(AD — AB) =
=y u+(@-y)-v
_2.

X y—i
Xx=1-y ch 3

1
Del mismo modo se demuestra que FD = 3 BD.

—_—

. — 1
Quedando finalmente que EF = 3 BD.

.a) AB=DC O (-1,-5,-6)=(x, 1-y,1-2) O

X
Oy D(1,6,7)
Z

o
~N o R

b) AB =DC O (+1,-6,3) = (-x,-5-y, —2z) O
=1

Ody=1

z=-3

D (-1, 1, -3)

C) AE):D—C)D (XZ_Xl,yz_yllzz_Zl):

=(X3—=XY;-Y,2,—-2) 0

X:XI—X2+X3
O y:yl_y2+y3
Z:ZI—22+23

3 3 3

U G(l, 2, i)
3

1+2+ -3- 2+5+
b)G( 0 3-3-5 5 O)D

2+1+0 5+0+1 3-3+1
a)G( )D

3 3 3

0G 1,__571
3 3



7.A(1,0,2)

B(O, 1, 1)
G(1,1,3)
C=3G-A-B=3(1,1,3)-

= (2, 2, 6)

A2, 1, 2)

B(8, 7, 14)
AB = (6, 6, 12)

(1,0,2)-(0,1,1)

a)%ﬁ:(2,2,4)

X,(4, 3, 6) y X,(6, 5, 10)

b) Ev-g (i, i, 3)
4 2

2
7 5
xl _1 _l
2 2

13 11
5)1 X2(51 41 8) y x3(731 7! 11)

28 23 46
X3 —l —l
5 5

A3, 4,5)

o[ 10 2

3 3 3
C divide al segmento AB en dos partes propor-
cionalesa ly 3.

—_—

Obienﬁz%ﬁobienE:%AB

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Que tiene la misma direccién pero sentidos con-
trarios.

a(U,V)=m/40 a(U, \V)=7/4si\>0
a(U, \V) = 3m/4siN<0

Como |u| = |v], el tridngulo formado por u, v y
u+v es isbsceles, siendo iguales los angulos
formados por u y u+v yporv yu + v Su suma
coincide con el angulo formado por u y v, de
modo que 2B = «, B = a/2.

Si el producto escalar es negativo, el angulo que
forman los dos vectores es mayor que /2 pero
menor o igual que .

A(L, 2, 3)
B(3, 5, 1)
C(-1, 1, -3)
= (2, 3,-4)

BC = (-4, -4, -2)

. AB-BC -8-12+8
ro AB = — = =-2
ProYsc IBC| 6

-, (—4,-4,-2) (4 4 2
oy AB =2 . "t =8 (2 % 2
ProYee 6 3'3'3

a) (U+V-—w)U+V+W)=
=[(U+V)-W][U +V)+w]=
SUA+V2+U+V)-W-W -(U+V)—W2=
=(U+V)2—w?

b) (U—-V-w)U +V+w)=
=[U = (v + W)U+ +w)] =

SURHI(V +W)—(V +W) -U—(V+W)2=

-2 v o+ w )2
2 2 13 =uf-(v +w)
e X=-3,y—-4,z-5=4 - (-— —— —— —
3 3 3 17.u =(1, 3, -2)
\ —
iog 8.1 V=(2,31)
3 3 w=(2, 2, 1)
2 10 1 10 -37
y=4-—=— Bz(—.—,—) 1 -2 2
3 3 3 3 3 3 3 2| =33+#00 vectores linealmente
2:5_5_2:_3_7 -2 11 independientes.
i ’ “al 2 2 13 X=veru
° (X_Svy_4v2_5):§<_?'_§’_?): )7:V_V)+P«\7+kl7
(.8 8 52\ (19 28 7 U-X=0ju-y=0x -y =0
9° 9’ 9 9’ 9’ U-x=000=uU-V+\-u?
5
O0=5+\N 14 N=-—;
10. Problema resuelto. 14




18.

19.

20.

21.

22.

- 5 ZU2+y2 U-V—u2-v2 UV =
X=(231) (3 -2)= u ivq+2 u-v-u \Ltz u-v
14 =4.0-v=25-9=160 U -V =4
_(332712) .
=\ - - UVd(u +v |2 —Ju —v|?
14 14 14 23. a(u,v)=al cosa= ( |J|| |\7|| B
Uy =0l 0=u-Wrp U vk u? L
X-y=0 O=x-WwW+pn-x-v+k-x-u U+vP—-ju-vP=@U+Vv)?-(Uu-Vv)’=
6 171 =2.0-V+2-U-V=4-U-V
0=—+==p+00 p=-—
’ —<|u +v|2—|J—v|2):u v
0=6+5u+14k 0 k=——= o
>7 Como cos a = iy 0
y~_<£££> Y
19" 19 19 VAU + V]2 = U =V])
- - - = U cosa= = =
ul=Ivl ofu,v)=m/4 lul- vl
a) a(U,u +Vv)=m/8
b) a(v, U +V)=m/8 o Margenes
) a(U,Uu—V)=3mn/8 — Péagina 128
d) a(\7, u-— \7) = 5u/8 El maximo rango de una matriz con tres filas es 3.
Sijul=|v|O U+V)-(U-Vv)=u2-v2= El ntmero méaximo de vectores de 3 componen-
_ |J|2 _ |\7|2 _ |J|2 _ |J|2 -0 tes que pueden ser linealmente independientes
. es 3.
lul=6
Iv|=2 , e Cajon de Sastre
Ccos a = —

3 ) Problema
U'(U+V):U2+U'V:36+12'§:44 Se trazan paralelas a MN 'y PQ por C y D respec-
- = tivamente que cortan a ABen Xy aCBen Y. Se
uf=Ivl=2 trata de demostrar que CX = DY. Considérense
a(U,v)=0 los vectores:
ayu-u=uy=4 CX = CB + BX
by v -v=|V2=4 DY =DC + CY
Q) U-V =|U| V| cosa=4 comordsd CX -DY =00
(U +V)2 =25 0 CB-DC+CB-CY +BX -DC +BX -CY =0
(U-v)?2=9 0+<¢CY—-¢BX+0=00 CY=BX
(U+V)y2—(U-V)2= Y si CY = BX O DY = CX, ya esta demostrado




| Unidad |
6 Rectas y planos

¢ Actividades
1.a) (x,y,2)=(2,-3,1) +\(2,-4,5)

X=2+2\
y=-3-4\
z=1+5\
X-2 y+3 z-1
2 —4 5
b) (x,y,2)=(3—-1,0)+\(-5,6, 3)

X =3 -5\

=-1+ 6\
z=3\
Xx-3 _y+1 _ z
-5 6 3

c) (X,¥,2)=(2,5,0) +\(-2,-7, 3)

X=2-=2\
y=5-7\
z=3\
X-2 y-5_1z
-2 —7 3

d) X,y,2)=(3,2,1) + )\<2, % —2)

X=3+ 2\
3
=2+—N\
y 2
z=1-2\

X-3 y-2 z-1
2 3/2 -2

2.a) Punto: A(-1, 2, -1). Vector: u = (3, 0, 5)
b) Punto: A(3, 2, 0). Vector: u= (-1,3,1)
c) Punto: A(2, -1, 0). Vector: u = (0, 0, 1)

1 1 = 1 1
d) Punto:A{——,1,—|. Vector:u =(—, 2, ——
2 2 2 2

X =\ x=0 x=0
3.a) Eje OX:{y = 0;Eje OY:{Y =\;Eje 0Z:{y =0
z=0 z=0 Z=A\

+
>

b) r=

N < X
I n
gl W

|
[EEY

C) r=

N < X
In 1
N W
+

>

4.r=(x,Y,2)=(2,-1,1) =13, 3,-2)

X=2-3\
y=-1+3\
z=1-2\
Xx-2 y+1 z-1
-3 3 -2

50a) m=(X,¥,2)=(3,3,-1) + (2,1, 3) + n(1, 4,-2)

X=3+2\+
y=3+\+4pn
z=-1+3\N-2p

2 1
1 4 =00
3 -2

+

N < X
= W w

O-14x-3)+7(y-3)+7(z+1)=0
mE2X-y—-2-4=0
b) w=(X,Y,2)=(0,2 -2)+\2, -4, 3)+ w3, 1,5)
X =2\ + 3w

y=2-4N+p
z=-2+3\+5un

X 2 3
y-2 -4 1/=00
z+2 3 5

m=23x+y—-14z2-30=0
c) m=(xY,2)=(1,0,-2) +\(2,3,2) + p(2, -1, -4)
X=1+2\+2u

y=3A-p
Z=-2+2\—4p



6.a)

x-1 2 2
y 3 -1/=00
z+2 2 -4

T=5Xx—-6y+4z+3=0

d) w=(,Y,2)=(a 0,0)+A-a, b, 0) + pn(-a,0,c)

X=a—-\Na—pa
y=Ab
Z=pnc

X—a —a -a
y b 0(=00
z 0 c

a = bex + acy + abz = abc

x+1 2
b) ly-1 1
z+3 3 2

w

=00 w=7x+y-52-9=0

x—1 -4
c) ly+3 2 4|=00
z+2 1 7

O w7w=10x+3y+4z+7=0

.M EX+Yy+z+1=0

=00 2(y-1)-z+1=0;

1 1 1

— # — # ——: Secantes

0 2 -1

[x+y+z=-1 ~ X = =3\

r= 2y—z=1 Py =2

zZ=—1+2\

u=(312)

.M EX+2y-3z+5=0
X=1-N+p x-1 -1 1

m,E\Y=-2+N-2pn |y+2 1 21=0;
Z=Nt+p z 1 1

m,=3Xx+2y+z+1=0

=00 m=4x-18y+3z+35=0

10.

11.

12.

13.

14.

15.

X=2-2\
rz{g;fgy +3§:i:8 Ors= 321227/2+5/2)\
P(0, -1, 1)
u=(-4,5,?2)

X _y+l_z-1
-4 5 2

mEX+Ky+z+1=0
m,EX-y—-kz-2=0

1 k 1 1
mllm,=—=—=—#—0k=-1
1 -1 -k =2

7=2x-3)-3(y-1)+5z-2)=0
2x—-3y+5z2-13=0

Eje OX:

N <
I
o o

| x
o
o|N

——

N < X
I

~

Eje OY:

N X
1
[eNe)

o>0o oo>
o|x
-

N < X
i n
oN
—

e

Eje Oz:

N < X
I
>~ O O
o|x
Il
o|

1
PN
——
< X
11
[N

Plano paralelo a XY: z = k
Plano paralelo a XZ:y =k

Plano paralelo a YZ: x = k

r

2x+3y+5=0
z-1=0

P(2, 4, -1)
X+ 10y + z =82
—X+2y+z2=22

-1
2| =80 —2j +12k;u = (4, -1, 6)

_ _z+1
4 -1 6

P(2,-1,5)

m =E2X+3y—-42=6

m,=3X-y+z=4



i 2 3 -
U= 3 -1=- -14] - 11K;u, = (1, 14, 12)
K -4 1
r=X_2_y+1_Z—5
o1 14 11
_|x-2y+z+3=0
16.r—{3x+y_z+120
x+1 1 3
m=| 'y 4 2|=0 w=x-2y+z+3=0
z+2 7 1
17.m, =3x+2y +52-8=0
11-252x—y+32—1:0
P(1,5,0)
o Ea 2 o
aq-r:a’rrlx‘awz: j—> 2 -1 =1 +j_7k
k 5 3

m=11(x-1)+(y—-5-7z-0)=0
m=1lx+y-72z-16=0
18 AM(Xx—y—z+5)+u2x-2y-z+1)=0

A2, -1,0) -1 -1

B(2,0,1) M<0’ 2 2 )"

)\O+i+i+5 + 0+1+i+1
2 2 2

5
6+ —pn=0
2P~

0

N=-5
w =12

—S5(x—-y—-z+5)+12(2x-2y—-z+1)=0
19x - 19y —-7z-13=0

19.a) 2kx +(k+ 1)y -3(k—-1)z+2k+4=0

k(2x+y—-3z+2)+(y+3z+4)=00

12\ +5p. =0 {

2X+y—32+2=0 X=1+3z
= - - ={y=-4-3z
O {y+3z+4:0 ' ;':Z
x-1 _y+4 z
3 -3 1
x=1-3z
b) s={y=-2+5z2 mlls~a_-u =00

Z=Z
0 -3(2k) + 5(k + 1) = 3(k — 1) = 0
—6k + 5k +5—3K+3=0

20.

21.

22.

23.

-4k +8=0
k=2
m=E4Xx+3y—-32+8=0
A(1,-2,3),B(-3,1,2)yC(2,3,-1).E(1, 1, 1)
a) AB=CD O (-4,3,-1)=(x—-2,y-3,z+1) O
X—2=-4;x==-2

O4y-3=3; y=6 0O D(-2,6,-2)
z+1=-1;z=-2

x—1 -4 1
by y—-1 3 5/=00O
z-1 -1 -4

Om=7x+17y-232-47=0

AX+y—-1)+ p(2x+z-3)=0;
N+ 2uWX+ Ay + pz—N=3n=0;
20N+ 2p) + 3N+ 2 =0;

_ AN=6
5)\+6“’_0_’{M:—5
6(x+y—1)-5(2x+z-3)=0;
-4x+6y—-52+9=0

4x -6y +5z2-9=0

-

_|x—2y+5z2-3=0 |, ]
= 8X+3y+z_1:0¢plano gque contiene a r

y es perpendicular a m =2x -5y —z + 4 = 0?
ANX—-2y+5z2-3)+pn@Bx+3y+z-1)=0
N+BuWX+ (2N +3p)y + BA+ w)z—-3A—n =0
20N+ 8) = 5(-2N +3w) = BGA +w) =0

2\ + 16 + 10N — 150 =5\ — w = 0
A=00X=0

Elplanoes m=8x+3y+z-1=0

r={x+y—z—2=0 Or= ;ffz++2)§>\
X—4y+2z-9=0 2= _145)

H=x-9y+5z+k=0

r pertenece a algan plano del haz Hsiu, - a, = 0.
Comou,=(2,35vya,=(-95),u, -a,=
=2 -—27 + 25 = 0. Por tanto existe un plano de H

gue contiene a r. Dicho plano es m = x — 9y +
+5z-16=0



1 y+2 z-3 0 A1, -2,3)
g u=(@3,24)

X+2 y+3 _z 0 B(-2,-3,0)
- T4 v =(-1, 2, 4)

AB = (-3, -1, -3)

;83
[AB,u,v]=|-1 2 2|=-8+#0
-3 4 4

'y s se cruzan.

Ax+5y+2z2-3=0
X+3y+4z-5=0

b) r

S= 2x—y-62+7=0

rango (A) = rango (Aa) = 2 0 Coincidentes.

{3x+2y—22+2=0

x+2 y-2 z-3 A(=2,2,3)
25.a) r= = = R
) 3 -1 2 {u=(3,—1, 2)
AB = (0, 0, —-4)
S = 3Xx+y—-2z+2=0
T5x+7y-2z2-6=0
s=X+2—y_2—Z+1D B(-2, 2,-1)
- 3 -1 4 V:(3,—1,4)
0O 3 3
0 -1 -1|=0
-4 2 4

Como u # Kk - v, las rectas son secantes. Su
punto comudn es P (4, 0, 7).

b)r=x+l—y_l z+2 A(-1,1,-2)
2 3 5 u=(2,375)
AB = (2,0, 2)

S = X+y-z-2=0
T|2x-y+z-1=0

x=1_y-1_2z {g(l, 1, 0)

Como u # k - v, las rectas se cortan. Su punto
comin es P(1, 4, 3).

26.a) [AB, u,v]=-6 0 Las rectas se cruzan:

27.

28.

29.

30.

31.

32.

h =y+z+k=0.

b) [AB, u,v]=0yrango [AB, u,v] =10 Las
rectas son coincidentes:

_x—l_y—4_z_
-5 -1 1’

¢) [AB,u,v]=0yu=k-v O Las rectas son
paralelas:

u =v,=(2,-1,1).
d) [AB, u,v] =90 Las rectas se cruzan:

h =3y+2y—-z+k=0.

Las rectas son secantes y su punto de intersec-

. 13 -5 -7
cionesP|—,— —|.
6 6 6
a) La recta r esta contenida en el plano .

b) Son secantes. El punto comun es P (1, 0, 4).

3 3
a) Son secantes. El punto comun es P (? 0, ?>

b) Son secantes. El punto comun es
112 64 9

Pl-—— — —

( 5 5 5 )
=2x-y+3z=1
=EX+2y-z=-b
myEX+ay-6z=-10
e Sia# 70 Los planos forman un triedro.

e Sia=7yb=30 Los planos forman un haz.

e Sia=7yb # 30 Forman una superficie pris-
mética triangular.

4’ 4 4
=-2-3\

y=-5-5\

Z=\

a) Triedro con vértice V(— S 33 E)

b) Haz de planos cuyo eje esr =

XxX=-1+N\
y==-2+7\
z=2-5\

c) Haz de planos cuyo eje esr =

d) Superficie prismética triangular.

Para que formen un haz dos ecuaciones deben
ser independientes y la tercera debe ser combi-
nacion lineal de ellas. Por ejemplo:



°
1
2
3

4

5.
6.

7.

10.
11.

12.
13.

14.

15.

16.

X+3y—z=5
2x —y + 3z = 3} donde se ve que la 3.2 es suma
3x + 2y + 2z = 8| de las dos primeras.

Para que formen una superficie prismatica, dos
ecuaciones deben ser independientes, y de la
tercera, los coeficientes de las incégnitas deben
ser combinacién lineal de los coeficientes de las
incégnitas de las dos primeras, pero los términos
independientes no. Por ejemplo:

X+3y—-z=5
2Xx—-y+3z2=3
3x + 2y + 2z = cualquier n.° distinto de 8

Ejercicios
.ﬂTEy+Z—2:0
.MEX—-2y+z-1=0
mw=Ellx+y—-2z-11=0
.mME2X+y+z2-9=0
Si pertenece: N =5y u =4
a=6
a=22—3yq-r59x+2y—22—6:0
X =\
Yy=—9+3\+3p
zZ=p

.mMEX+y—-2-4=0

mE2X-y+z-3=0

Las rectas son coplanarias. El plano que determi-
nanes:m=10x-3y+z+23=0

A si pertenece, B no.

Los planos forman un triedro con vértice en
V4,1, -2).

a) Se cruzan b) Se cruzan
d) Se cortan: P(-13, 28, 5)

f) Se cruzan

c) Paralelas
e) Se cruzan

g) Se cruzan
k=4
47
a) k=6;P —i,—i,—
8 4 8

13
b) k === P(10, —18, 25)
25

17

18.

19.
20.
21.
22.

23.

24,

25.

26.
27.

28.

29.

30.

31.

32

1

2

.m=ET7X+4y-32+20=0

2 -3 -1
TEX—-2y+32+3=0
mE2X—-y—-2z-6=0
mE2X+y+22-5=0
m=EX—-22+4=0

X =2+ 6\
r=yy=-3-3\

=-5-5\

mE4X+7y—-z2-6=0
. - 13 10 9
a) Triedro con vérticeen |—, —, — —|.
7T 7 7
b) Los tres planos son paralelos.

c) m, y m, son coincidentes y tienen en comdn
con m, la recta de ecuaciones:

1.5

11 11
40 20

y=——+-1
11 11

Z=\

d) Los planos forman una superficie prismatica
triangular.

La recta es paralela al plano.
La recta corta al plano en el punto P (3, -6, 0)
(A =-5).

3
La recta corta al plano en el punto P (; -2, 4).

La recta esta contenida en el plano.
Xx=1+3\
S=Ejy=-1-A\
z=3-2\
X=X\
s=qy=1
z=1
_()'EZX—y—5Z+12:O
Problemas
16 11 1
.k:8DP——6,—,—5
T 7 7
X=3+N\
.md={y=1
Z=2+2\



15 15.m=x+2y-2=0
3. k=—0 P(5,2,8)
2 16.« Sia# 2ya+ -2, las rectas se cruzan.

X=2—912\ e Sia =2, las rectas son paralelas.
4.1=1y=-4-1272\ « Sia=-2, las rectas se cortan en el punto
=-1+ 7,45\ P(iil)
5. Problema resuelto 3'3°2
_|x+2y=0 _|7x-5y+z-15=0
6.r_{y_2:O 17't_{7x—4y—z—8:0
7.P'(-5,1,0) 18. m=y—-4z=0
7 1
8. P'(—, -— —2) 23
2 2 19.« Sim #-——>0 ry m son secantes.
9.P'(4, 1,-3) 7
. 23
10. 1’ = X—2y+3z-4=0 e Sim=——10
T = 1x—8y—9z-11=0 7
0 n+ 00 ryw son paralelos.
11. m=2x+y-32+6=0 n=0 0 r esta contenida en .
12.0=x-y=0 4 -1
y 20 A’(%* 14’ ﬂ)
13. (I —kx+@E-ky=0 Ok € R
z-k=0
21.t=

14 m=x+y+22-2=0

X+y-z-2=0
X—2y+z-3=0

| Unidad_
7 Distancias, areas y voliumenes

o Actividades ) \/7666
b) Area=V7666 u?,d(P,r)=———u
1 0y 13
l.COSa=?|:| a = 60° ?rad
V1811 . 1
2.c08 a =0,9649 0 « = 15° 13 6.0y =3, WArea=—Visllu®

3.sena=0,0393 0 o =2°15
7.d(P,t) =8,22 [P (-4, -5, 4)]

_|x+3y-z+1=0
p_{4x—5y—112+10:0 d(P. 1) = \/20885 !
' /309
5.4) P 254 450 167\
' 169 169 169 /' 8.d(P,r)=2V3u
\/7666 34\/35
d(P,P)=—71—u 9.d(P, m = u

13 35




10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

V2u

V365
3

A'B’

d,r) = u

m=EX—-2y-3z2+14=0

d(P, r) =3u
z-2
=X-1=y=——
p y 5
Vi
b=2;d(r, wm) = 3vi4 u
14
d(P, ) >0yd(Q, w)>00 es el mismo semies-

pacio.

a) En diedros adyacentes:
[d(M, 7)) >0, d(M, ) >0y
d(N, m,) <0, d(N, m,) >0]

b) En diedros opuestos:

[d(M, m)>0,d(M, m,) >0y
d(N, m,) <0, d(N, m,) <0]
a) d(m m)=4u

0) dlm o A V185
) d(m ™) =" gg U

2V19
ry a son paralelos; d(r, ) = 19 u

/78
d(r,s)=3_/—
(r,s) 29u

5V6
3

103
A= eas
d(r,s)=7u

11V5

5

5V6

3

d(r, m) = u

d(r,s)=

u

d(r, m) = u

28.p

29

30.

31.

32.

33.
34.

35.

36.

37.

38.

39.

1.
2.
3.
4.

{x+5y+4z+15=0 0p=

X+y+2=0

.b, = (9 - V34)x + (12 - 2V/34)y + (9 + 2\/34)z +
+5V/34-39=0

b, = (9 + V34)x + (12 + 2V/34)y + (9 — 2V/34)z -
(-5V34 +39) =0

ry s se cortan en el punto P (6, 6, 10)

La perpendicular comun es:

_X-6 _y-6 _z-10
P="7 1 -1
1 5 1 1
P|-3,—-— —]|yP,|0, — —
9 5 9 8 8 8
P Ty T T Ty T P Ty T Ty T
1(4 8 4>y 2(5 5 5)
m=2x+10y-2z-15=0
A=V2u2
3V10
A= u?
2
V=25u3
95
V=—u?d
6
1
Az;V854u2
(Errata en el libro del alumno. En la segunda acti-

vidad 38 deberia poner 39.)
2
A =2, M:S,V:?u3;AT:\/42+4\/6+2u2

Ejercicios

o =35° 22

o = 66° 54

a =45°

a=19°6
X=1+4\

.a) S={y=3+23\
zZ=2+2\

C) m=2x—-2y—-z+5=0

d m=4x+3y+2z2-7=0

X=3+ 2\
byt={y=1-2\
Z=-\



10.

11.

12.

13.

14.
15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

.d(0,r) =

a=7-
—7) =
(@@a-7) 47|:J{a:7+4/_47

X =3+ 3\ X=3+2\
L) rEjy=4+2\ b)s=jy=4-3\
z=5+\ z=5

c) 0=2x-3y =0
d) 7=3x+2y+z-7=0

V1309

17

.mMEX+y+z—-a=0

a\/§
d(, w) = u
3
5 _ 5
d(P, QR) = 2 u; APQAR:5U

Los planos son secantes: d (m, ©') =0

Vo
6
56

d(r, "IT):T

d(m, =)=

La recta y el plano son secantes: d(r, w) =0
A'(1, 4,-7)

a) Si; b) El segmento esté contenido en el plano;
¢) No; d) No

d(P,r)=5u

21V10

10

d(r,s)= u

38x + 79y + 2 + 315 = 0
P=16x—10y+13z+4=0

11 1 1 2
Pl(?, 3 0) y P2<— oy g)

wm, =E3Xx+6y+4z-12=0

SeaP(x,y,z)talqued(P,r)=d(P, s)

Por un lado,

V2
d(P,r):%-\/x2+y2+22—xy—xz—yz

23.p

24,

25.

26.
27.

29.

30.

31.

32.

33.
34.

35.

1

Por otro lado,

V2
d(P,s):%-\/x2+y2+zz—xy+xz+yz

d(P,r)=d(P,s) = 2x2+2yz=0 = 2z(x+y)=0
Siz =0, entonces se cumple d(P, r) =d (P, s).

Existen puntos con z # O paralos que x+y =0,
por tanto, también equidistan der y s.

3X-y—-22-4=0
X-2 y-2 z

={x+y—4:0

1 -1 2
Las rectas son paralelas. La distancia entre ellas

op=

174
es:d(r,s) = N y el plano que las contiene es

m=3x—-4y-2z+1=0

X=1-\
V4

—4 +\

T=8x2+8y2+ 1722 -18xy - 72z +72=0

P(-1,0,-1)

4
a=—, bzg

3 3
P(-1,-2,-3)
q _ 5Vv251
(rvs)_ 251 )
_ |35x +53y—-222=0
~|12x+ 11y + 572+ 217 =0
_Jx-z2+1=0
P= Xx-y=0

P,(0,2,1)y P2<— % 1? 3)
P(-6, 3, 3)

mEX+Y+z2-2=0ym,=xXx+y+z=0
1, — — —

VT:E|{AB,AC,AD}|:

1 -1 0

1
1 0 -1 =—
p—N p—=A—=1 2(p-N)-1

O\ peER



¢ Problemas

1.

10.

11.

12.

13.

.I:d(r,s):£V91, V=
7 49

.a) s

Las ecuaciones del rayo reflejado son:

X=2-2\
y=-1-A
z=-5+ 11\

que no pasa por el punto P (2, 8, —14).

.MEX—-2y—-32+14=0

_|2x-y-22+5=0
= X-y+2=0

. Las rectas se cruzan. Su perpendicular comin es

_|2x-y-7=0
P=lox—y-52z+1=0

11V5

5

La distancia entre ellas es: d(r, s) = u.

. Problema resuelto.

104

VOl us.

. No existe

X=N\
y=1+N\
z=1+2\

_|x+y+z-2=0, _1
b)t_{x—y+1:0 ,c05a—3

. No existe ningun rectangulo. El que tiene area

minima es:

A_£u2
T2

oLl 1 1
3 3 3

{29

A (-1, 0, -1). El otro punto es 121 ero
H H . p 31 31 3 !p
no esta debajo del plano XY.

Los vectores AB = (0, 1 — A\, A — 2) y AC =

= (0, =1 — A, \) no tienen la misma direccion por-

L, 1= AN=2
que la ecuacion =

= no tiene solu-
-1 -\

cion.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21

22.

23.

24,

25.

26.

27.

A :i|ﬁ><ﬁ|:i-2:1u2
TT 2 2

Tres soluciones: D,(0, 2, 2), D,(2, 0, 0) y D,(2, 4, 4)
Area = 2V/2 u2.
P,=P,=P,=2V2+2V/3=2(V2+V3)u

Sia # -2, las rectas se cruzan.

Sia = -2, las rectas son paralelas.

)

Lugar geométrico formado por las rectas:

V53
9

d(r,s) = u

2 1
P©,1,2) P'(—— —,
3 3

(= X—y+1=0
17 )2x+y—-2z+12=0

= X-y+1=0
Y= 1ax-7y+z+12=0

Lugar geométrico formado por las rectas paralelas:
(= x—-y =0
17 )2x-y+2z2-5=0

[= X—-y=0
Y= ox-y+2z+41=0

r=X_1_L_Z_2
2 -1 -3
V=10u3
A3, -2, 4),d(A P)=V3u
7V110
m =5X+7y+62+7=0,d0, m= 110 u;
_ 49 3
180

M EX-2y+32+12V14=0

m,=EX—-2y+3z2-12V14=0

m, =4y +3z=0;7,=4y-32=0
1 2 1

MEX——=y+—=2-—
3 Y 3 3

La base es un paralelogramo de area A, =9 u?.

La altura es la distancia desde la cuspide hasta el
planoz=0:d (v, w) =5 u.

1 1
EIvqumenesVz;Ab-hzg-g-5215u3.

D(0, 3, 4)



e Responde
— Péagina 185.

Porque la distancia minima entre las rectas
corresponde a la perpendicular comun, y usando
un punto cualquiera de una de las rectas no se
garantiza que sea perpendicular a ambas.

Pagina 187.

No, en general. Porque la recta que pasa porA €r
y tiene la direccion de u x v, si bien es perpen-
diocular a r y s, no tiene por qué cortarlas a
ambas.

o Cajon de sastre

Problema

(Nota: Se han cambiado los colores en la figura, pero
no se han cambiado las referencias a los colores en
el texto. Por tanto no se sabe qué area es la que se
da como dato ni cual se pide.)

El dato es que el &rea coloreada en azul vale 5, y se
pide el area coloreada en verde y el area coloreada

en amarillo.
A e (Oris oscura) = 4
A, marila (Oris clara) = 9

8 Curvas y superficies

e Actividades

1. a) Y b) Y
X
c) v d) Y
‘1 X
2.a) y=x b) x=y?
c) y=(x-1)2 d) y=x3

X=t
3.9) {y:BSent+t3+2

{x = —4t - 5t2
c)

y=t
4.{X:3°°St te[o, 2m]
y=3sent

Xx=t
b) {y:—l—t“—St

5.cos?t+sen?t=1

6. x = X=1+2cost
7T ly=2sent

te [0, 2]
7.(x+1)2+(y—2)2=4
8. a) (1, %) b) (1, 0); c) (\fz, %); d) (2, )

9.a) (2, 0);b) (0, 2); ¢) (-3, 0); d) (0, -1)

10.a) rcos 9 =1;b)r=1;c)r?.-cos 9 -seno=1;
dr=4

11. a) Z b) Z
/ Y ;‘i ; Y




13. (x+ 12+ (y+1)?>+(z+1)?=25
14. a) (x + 1)>+y?+z2=-9. No es una esfera.

b) (x —\/1_)2 +y2+z2=5 Centro (1,0, 0) y ra-
dio V5.

15.2x+2y+z2-9=0

o Ejercicios

x=t
1'{y:1—3t

2.a) Y

C) d) Y
X X
1
3.a)x—-2y+2=0 b) y=—
X
C) 9x=y2+2y+1 d)y=senx
4. a) {X__t
y=t
X=t

b) y:%(sent+3t3+1)

1
x=—?(3+cost)

y=t

— 3
d){x:'(Zt
y_

5 x=5cost
"ly=5sent

6 X=2+2cost
"ly=-2+2sent

7.(x=1)?+(y+2)? =49

8. a) Y
(1N
1 X
c) Y
-2
NE
-2

10. Y

Ty

11.

3
<
N
3
-

37,

12. Es una recta.

b)

Y

1




13.

14.

15.

16.
17.
18.

19.
20.

21.P

a) b) z
Y
C) d) z
Y
a) Apartado resuelto.
b) z C)
/ Y
d)

z
X

a) Xx2+y2+2z2=4

b) x-1P+(y-1?+(z+1y =1

C) x=3)2+(y+3)2+(z-22=25

d) (x—-2)2+(y+22?+z2=9
(x+1)+(y-1+(z-2y°=6
x-1@+(y-17+(z-1y=3

a) x2+y?+z2=-5 No es una esfera.

b) Esfera de centro (0, 0, 0) y radio 5.

c) (x—=1)?+y?+ (z+ 1)>=-2.No es una esfera.
d) Esfera de centro (0, 1, 0) y radio 3.

Es exterior.

El plano es secante a la esfera.

(1+\/E 2-110 1+\/E)

3 ’ 3 ' 3

1-V10 2+V10 1+V10
o185 28

3 3 3

22
23

1

N

w

o

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

.x=1

.2=-2,2=2

Problemas

.a) 2x+y—-2=0

b) x+y—-1=0

L2X(X+y) = (x+y)?+ 4. Son la misma curva.

X =X, +acost
“ly=y,+bsent

x=2P  (y-12

32 22 1
2t
X:
1+1t3
a2
R

. Problema resuelto.

.X2+y2:\/X2+y2+X

z
< Es una hélice que se va
< separando cada vez mas del
/ v eje Z.
X
(X=22+(y-22+(z-3)?%=9

(=17 + (=27 + (2 + 37 =9

4
X2+y2+22:_

Q(_lr _l! _1)

G

~ 8

5 V3 V3 V3 -3 V3 V3
3’3" 3 Q 3’ 3’ 3

El problema tiene realmente infinitas soluciones,

todas las esferas centradas en algun punto de la
perpendicular al plano por el punto P (1, 0, 0).

Punto medio: M (2, 3, 2)
Esferas: (x — 1)2 + (y — 2)2 + (z + 3)2 = 27
(X=3)2+(y—-4y2+@z-772=27



==

Las dos tienen el mismo tamario.
17. (x = 3)?> + (y—3)?+ (z—3)? =27
18. (x =22+ (y—-1)2+(z-3)>=5
19.x2+y? +(z-4)>=13

20. Maxima distancia =

10V3 +6
3

e Cajon de Sastre

Si desarrollamos el cilindro, obtenemos un rectan-
gulo.

/B

A

Entonces la distancia mas corta es una recta, que al
enrollarla de nuevo, se convierte en un trozo de héli-
ce.

Limites y continuidad

e Actividades

l.a R

b) (=%, =2] U [0, +)

c) [-1, +x) d) R
e) (=, =V/5) U (V5, +=)
f) (=%, 0] U (1, +)

2. a) Y
dom (f)=R
im (f) = [0, +x)
>
b) Y
dom (f) = R
im (f) = (0, +=)
>
c) Y

dom (f) = (0, +)
/ im (f) = R

d) v
dom (f) = R
; . im(f)=[-1, 1]
-1 X
e) Y
dom (f) = R
& /N, im(f)=[-1,1]
IANZNS

f)

dom (f) =R — {(Zk +1) Tk entero}
im(f) =R 2
3. a) Creciente. Acotada inferior y superiormente.
b) Decreciente. Acotada superiormente.




10.

11.

12.
13.

14.

c) Creciente. Acotada inferiormente.

d) Decreciente. Acotada inferior y superiormente.

e) Decreciente. Acotada inferior y superiormente.

.a)tow b) Indeterminacién =
oo
c)0 d) o e) 0
2
.a)+o b) —
3
3
Cc)—o d) —
) ) 5
.a)— b) +o
.a)0 b) 1 C) «
d)e?
Y
\ lim f(x) no existe
2 X - -1
""" lim f(x) = 2
-1 2 X o
1
Y

lim f(x)=—o

X - 0

lim, f(x)=0
X -0

No existe

3
a) 5 No hay indeterminacion.

b) 2. No hay indeterminacion.
¢) 0. No hay indeterminacion.

d) No existe y tampoco hay indeterminacion.

a)12 b) 4i C) %
d)No existe e) 8 f) 4
a)e b) O c) 125 d) e?
a) Por la izquierda: 0. Por la derecha: +«
b) 0
Por ejemplo, la gréfica siguiente:
Y
2/_

X

-1

15.

16.

17.

18.

Y L
lim f(x)= lim f(x)=0
j| X X - +© X 5 —o©
1
a)0 b) 5 c) 0 d)ed
e)e! f) 0 g) 0

Continua en 0. Discontinuidad de salto infinito en 1.

-2

Discontinuidad de salto infinito en 1. Continua en 2.

20.

21.

22.

Cota superior 0. Cota inferior —1.

a) Continua y acotada.
b) Continua pero no acotada.
¢) Continua y acotada.

d) Continua pero no acotada.

La grafica anterior.



23.

24.

25.

26.
27.

Maximoen x =1

Minimo en x =0

Por ejemplo, en [-2, 0]y en [0, 2].
. ™
No, porque no es continua en EE

¢ = 0,7390851.

Y

N/
a \_/ bx

o Ejercicios

1.

a) dom (f)=R-{2}.

b) dom(g)=R-{-2,2}.

¢) dom (h) = (=, =2) U [0, +x).
d) dom (p)=R-{0}.

.a) dom (f) = (-3, +).

b) dom (g) = (0, +).
c) dom(h)=R-{2}.
d) dom (p)=R-{0}.

. a) Decreciente. Cota superior % Cota inferior O.

b) Decreciente. Cota superior 1. Cota inferior 0.

c) Decreciente. Cota superior 2. Cota inferior 1.

d) No mondtona. Cota superior 1. Cota inferior —1.

La) —w b) —%
V3 2
Ve d) £

9 ) 3

La) —o b) 0

C) —o0 d) 0

.a) ez b) el

c) 228 d) 1

10.

11.

12.

13.

14.
15.
16.

17.

18

.a) —

lim f(x)=1

X -0

K\ lim f(x) no existe

1 X x-1

lim f(x) no existe
X -0
lim f(x)=0

X -1

1 b)i
4 3

c) Sdlo existe por la derecha: 0

d) No existe

a) No existe b) e?
c) e d) 2
a0 b) 0

c) e? d o
a)y=1 b)y=1
c) No tiene dy=0

a) Discontinuidad inevitable de salto finito en
x=0.

b) Continua en x = 0. Discontinuidad inevitable
de salto finito en x = 1.

Discontinuidad inevitable de salto infinito en 0.

Ejercicio resuelto.

a=1,b=0

Maximo en x = 1. Minimo en x = —1.



19.

20. v
N_ M
21. No, porque no es continua en m/2.

22.
23.

No, porque no cambia de signo.

Aplicar el teorema de Bolzano en el intervalo
[7/2,5].

24. a) No b) Si c) Si d) S

25. a) Maximo absoluto en x = —1. No tiene minimo

absoluto.

b) Maximo absoluto en x = 0. Minimos absolutos
enx=1,x=-1.

e Problemas

1.a,=16, peroa, =21, y no 32 como cabria espe-
rar.

2n +1 (n + 1)n +1

2.a,,,= (n+ 1)1
a n+1\n
lim —2- = im ( ) =e.
n- o an n- o n
3. a) 1’£’§' 689’ 991
2 4 200 319
b) Parecen aproximarse a un nimero menor
que 3.
c) L=2

4. %Y
;]L_l N dom (f) =R - {0}

No se puede asignar ningun valor.

5.1/2
6.Sia>0,lim f(x)=+w. Entonces, existe k tal que
n - o«
f(k) > 0. Analogamente, lim  f(x) = —co, por lo

n. -

10.
11.

12.

13.

14,

15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.

22.

23.

gue existe m tal que f(m) < 0. Aplicar el teorema
de Bolzano en [m,k].

.No

. Aplicar el teorema de Bolzano en [-1,1].

Ademas, 020 —sen 0 = 0.

. Aplicar el teorema de Bolzano a h(x) = f(x) — 2

en[0,m].
Problema resuelto.

Aplicar el teorema de los valores intermedios a f
en[1,2].

Aplicar el teorema de Bolzano a h(x) = f(x) — x
en[0,1].

Interpretacion gréfica:

No se puede aplicar. Corta en +2. No contradice,
porque es una condicién suficiente, no necesaria.

c = 2,153292364.
x =—0,8721040388.

c =0,567143.
c =0,567143.
c = 1,309799589.

IY
VX

Utilizar el mismo argumento que en el problema 6.

A/
’\/X

Y

PN

Y




24. Utilizar el mismo argumento que en problema 6. e Cajon de sastre
25. Aplicar el problema 13.

26. P(0) = -5; P(3) = 7. Aplicar el teorema de los
valores intermedios en [0, 3]. S cm
25¢m]_|

27. Aplicar el teorema de Bolzano af(x) =x—tg x en
[w, 3w/2].

El mayor radio es r = \/7,52 + 2,52 = 7,9057 cm.

| Unidad
0 Derivadas

o Actividades 7.a) y'=0 b) y' = 6x5
1 o 1 v= 3 s
= c = d =—X
a) - 2 b) 1 )Y 2x Vx )y 4
2. No e) yr: 1 f) ylzixl/Z
3.a) f(2) =-1;f'(3) = -1 (In 3) x 2
df
b) f'(-2) =4 c) &(1) =6 8.a) y' =x2eX(3+x)
gy = 2 by y' = =18 oy = nx+2
D@ =1e AT YR
_1 1. . _ —X Sen x —cos X + 1
4.a)y—?x+?,y_—2x+3 d)y' = -
(x-1)
b) y=0;x=0
) e) y' =4+ 3x™
5. Y f Y
0. ( R y = ——
-1 . (arc sen x)) = ————; (arccos x)' =
f V1-x2 1-x2
X A x 10.a) y' =cos (x3—7x) - (3x2—-7)
. bx#
Tangente a f1: x = 0. Normal: y = 0. b) y' = x5+ 1
6.a) f'(x) = 3x? b) f’(x):% 2Vx+1
X Cc i
1 — 6x YV 4 Vxx+ V)
c) F'(X) =—— d)f'(X) = ———
(x+1)2 (x2+1)2 d)y' =e®- e




11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

a) y' =(senx)csx-1.[cos?x—sen?x
b) y' =2x"x1.|nx

-In (sen x)]

Continua pero no derivable en x = 1.
No

Continua y derivable.

Continua y derivable sia=2y b = -1.
Continua si a = 1. No derivable.

v = 9,86 m/min. a = 0,046 m/minZ.

M’ (1) = 0,2 partes por millén/ afio. Tasa de varia-
cion media = 0,15 partes por millén/ afio.

o Ejercicios

1.

3 4
a) — b) —
) 10 )'rr
V10 -1
c) et d)———
9
I — ! - 1
.a) f'(2) = 160 b)f(l)——?
1 2
c) f'(2) =— d)f'(3) = —
) '(2) 5 ) £(3) p
.a) x =-1.Tangente:y = —x — 2. Normal: y = x.

x = 1. Tangente: y = —x + 2. Normal: y = X.

b) Tangente:y = 0. Normal: x = 0.
c) Tangente:y =-2x. Normal:y = % X.

d) En todos los puntos la tangente es y = 3x.

Normal:enx:—l,y:—ix—ﬂ;enxzo,
3 3
_ 1 . _ _1 10
=——x;enx=1ly=—x+-—.
3 3 3
| — r = 9
.ay =0 b) y __F'
'=5 d)y' = X+l
c) y' =5cos x. )y' = 1
.a) y' =3x?+cos X —Xsenx
b , e (x+2) ,_—(1+X)
)Y = v 3y Y =T Vx

d)y' =eX(x? +2x)

10.
11.
12.
13.

14.

15.

16.
17.

18.
19.
20.
21.

)y 1+ cos x b) v’ 1 1
a e ———— :—__COS R
y 2 V/x + sen x y X2 X
, 1 1 2
c)y'= - +—
X In x Sen X - Cos X X
, 1
dyy’ = -
X In x X

4 (sen h (x)) = cos h (x)
dx

a (cos h (x)) =sen h (x)
dx

9 (tgh (x)) =1 +1tgh? (x)
dx

La) F'(x) =x"*1 (2 Inx + 1)

b) g'(x) = (x + 1" 1+ [(x + 1) - In (x + 2) + x + 2]
c) h'(x)=(2senx +x)x-1

[In (2 senx +x) - (2 sen x +x) + x (2 cos x + 1)]

smir-(ET o)

. Problema resuelto.

fn (X) =2n. e2x
Continua pero no derivable.
Problema resuelto.

Continua si a = 0, pero no hay ninguno para que
sea derivable.

:311'

+ 27wk ; k € Z. Pero no es deriva-
ble ni en 0 ni en .
m=4,n=-1

Sia =0, b =4, continua. Derivable en x = 0. No
derivable en x = 2.

a=3;b=-3
a=1b=0
a=2,b=2
v (t) = 4t3 - 9t2 + 6t

a(t)=12t2— 18t + 6



¢ Problemas

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

© © N O U A W

b3

_ A3
t.v.m.:—a>0;yaqueb—a>0;b3—a3>0.

El dnico punto en el que la derivada es nula es 0.

. fpar, tvm. =0.

g impar, t.v.m. = &.

.1

a
1
X,=1xV2
. (2, 4). Recta normal:y:—ix+i
4 2
Xg=1
a=1
Xo=-1

0

Y
y=In(1+x?

-1 * 1 X

No hay derivada en 0. La tangente es vertical.
Y

7
Se cortan en x, = 0, y las dos rectas tangentes
sony=x+1y=-x+1.

El triangulo siempre tiene vértices O (0, 0);
P (a, i) ; Q (2a, 0). Por tanto, es isOsceles.

a
Recta tangente: y = -5x + 22 . Se para en el punto
(4,2).
a =-4, b = 3. El teorema del valor medio se veri-

ficaenc=+ E.
10
f'(x) =nxn"-1

a) Derivable en todo R excepto en O.

3x2-8x+4 six<O0
b) f'(x)={-3x?+8x—-4 si0<x=<2
3x2-8x+4 six>2

17. Con k = 3, es continua y derivable. Para calcular
f'(0), usar la definicién.

18. Problema resuelto.
19. Continua pero no derivable en x = 0.
20.a) f'(0) =k

1 1 .
b) f'(x)={COS (?>+2x sen (7)+k sixz0
k six=0

c) No, porque lim f'(x) no existe.
X -0

0 six<0

21. Por ejemplo, f(x) = {x +1 six=0

g(x):{g”

No son continuas ni derivables en x, = 0. Sin
embargo, h(x) = f(x) +g(x) =x + 1.

22, /(x) = {—ZX six<0

six<0
six=0

2Xx six=0
Es derivable en todo R.

23. La distancia varia con el tiempo
d(t) = V602 + 452 - t
La tasa de variacion, d'(t) = V602 + 452

dA
24. T —-12 ¥30 cm?/hora.

o Margenes
— Pagina 243.

En el punto (f(a), a) tendra tangente vertical.

e Cajon de sastre
/A N\
&

Area=m (R2-r2) =

2




Estudio local de funciones.

Optimizacion

e Actividades
1.Si.c=".
2

2. No, porque no es derivable en 0.

3. Aplicar el teorema de Bolzano en [-1,0] y el teo-
rema de Rolle.

4.1(0) = f(\/§) = 1. No contradice el teorema de
Rolle, porque no es derivable en 1.

5,c=—
4

6.c= 2i Recta tangente:y = x + %

7. Aplicando el teorema del valor medio afen [a, a +
+ h], se obtiene que existe ¢ € (a, a + h) tal que
f(a+h)—-f(a)

o)==

8.c = 1. Recta tangente y = —x + 2

Y

9. Minimo en x, = 0.
10. f(x) = x3. No tiene extremos.

g(x) =—x8. Maximo en x, = 0.

11. a) -2 b) 1 )0 d) 0
12. a) 1 b) 0 c) -2 d) 0
13.a) 1 b) e? c)1 d) e1?

1
14. Minimo en —~—=. Maximo en 10.
V2
15. Los minimos son 6y 12.

16. Base = 10 \/5. Altura =5 \/5.

/ 40
17. Radio de la base =5 3 3. Altura =
T

e
18. A 12 y 18 metros, respectivamente.

\/qTZ
3 —.
4

o Ejercicios

1l.c=1/3.
2. No es derivable en -1, 0, 1. No se puede aplicar
. 1
en[-1,1].Si,en[-1,0].c = - ——
V3
3. Si, se puede aplicar, ¢ = .
4. Si, se puede aplicar, c = e
5. Ejercicio resuelto.
6.2) 0 b) —2 o1 d)%
7.a)0 b) 0 c)0 d) No existe
8.1
9.a) e’ b) 1 c) e? d)1
10. Ejercicio resuelto.
11.Xli£nO+ T =1
12.a) 1 b)0 c)o0 d) es3?
13. Porgque no es indeterminacion =,
o8}
lim COSX _q.
X - ®© X
_ X — COS X
Por tanto, im —— =1
X - ® X
100
14. f: Minimo en x = 0. Maximo en x = ——
101

g: Maximo en x = & No hay minimo.
102

15. M&ximo en x = 0. Minimo en X = mr.




16.
17.

Minimo en x = _1—100 Méaximo en x = 0.

Minimos en x = -1, x = 1. Maximo en x = 0.

e Problemas

1.

14.

15.
16.

Aplicar el teorema de Bolzano a f(x) = x5+ x -1
en [0,1] y el teorema de Rolle.

. Aplicar el teorema de Bolzano a f(x) = x19% + x +

+1len[-1,0]y el teorema de Rolle.

. Suponer que tiene tres y aplicar el teorema de

Rolle.

. Aplicar el teorema de Bolzano a

f(x)=senx +2x—1en [ 0%}

y el teorema de Rolle.

. Sif'(x) >0, f es estrictamente creciente. Si f(x) =

=2x—e >+ 1,f (x) =2+ 2e2>0 para todo x.

.m=28;n=-8;c=3.

. Si e(t) es el espacio recorrido, existe ¢ tal que

e'(c) = Velocidad media = 75 km/h.

.h(@)=h(b)="f(@)-g)—-g(a)-f(b). Aplicando

el teorema de Rolle, existe ¢ € (a, b) tal que
h'(c)=0

h'(c) =f'(c) - [9(b) —9(@)] - g'(c) - [f(b) - f(a)].

. f es constante en (— f f)

10.
11.
12.
13.

o = 0. Limite =
Aplicar la regla d L'Hépital n veces.
2 X2 X 2dms.

Minimo en t = 6. Maximos ent = 2, t = 10.
a) Aumenta en (0, %) Disminuye en (% 3). Es

nulaent=0,t=3.
. 3
b) El maximo se alcanzaent = S
Problema resuelto.

X = 5 metros.

17.

18.

19.

a) d = V(40 — 60t )2 + (30 — 120t )?
b) Minimo ent = 1/3.

Distancia minima. = 10 V/5 km

/% dm. Altura: 2 dm.

\/_ 2. Area = 3.

Lado de la base:

3V2

x=——=iy=

o Margenes
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El maximo absoluto no es el mayor de los maxi-
mos relativos, porque una funcién puede tener
maéaximos relativos sin maximo absoluto.

AV
/T

Lo mismo con los minimos.
Pagina 264.

X“ITI)+ X In(ex-1)

s6lo se pide por la derecha porque In (e* —
existe para x < 0.

1) no

e Cajon de sastre

El hombre que subié y bajéo de la montana

Sea f(x) el camino recorrido por el hombre cuando
sube 9 < x < 18 horas. Sea g(x) el camino recorrido
por el hombre cuando baja. Graficamente:

Y
Cima f

g

9 ¢ 18X

Entonces, a la hora c, se encuentra en f(c) = g(c)
cuando sube y cuando baja.



| Unidad_
2 Representacion de funciones

e Actividades

1.

o 01 A~ W

10.

11.

a) dom (f) =[-1, 1].
b) dom (f) = (—, 0).

.a) dom (f) =R -{0}. No tiene puntos de corte. Es

par y siempre positiva.

b) dom (f) = R. Puntos de corte: (0, -1)y (1, 0).
No tiene simetrias. Es negativa en (—», 1)y
positiva en (1, +x).

. Par.
. No es periddica.

. Decreciente en (—», 0) y (0, +»).

. Creciente en (-, 0). Decreciente en (0, +»).

Maximo en (0, 1).

. En (-0, 0) es creciente. En x = 0 hay un maximo.

. a) Decreciente en (—oo, %)

Creciente en (% +oo).
Minimo en i, S .
2 4

b) Creciente en (-, 0). Decreciente en (0, +x).
No tiene extremos.

c) Creciente en R. No tiene extremos.

d) Decreciente en (—o, -1). Creciente en
(=1, + ). Minimo en (-1, —e ™).

e) Decreciente en (-, 0). Creciente en (0, +»).
No tiene extremos. Atencién: In (x?) esta defi-
nidaen R —{0}.In (x?) # 2 In (x).

f) Creciente en (—o, 0). Decreciente en (0, +x).
Maximo en (0, 1).

. Todos sus puntos criticos son puntos de inflexion.

Observar la gréafica de f'(x) = 1 + cos x.
Decreciente en (0, 1). Creciente en (1, +x).
Minimo en (1, 0).
. ( V2 )
Concava en | —oo,——— |.

2

12.

13.

14.

15.

16.

Convexa en (—

)

2 2

) (\Fz )
Cobncava en T,Ho .

2
Puntos de inflexion en (i% e‘l/z).

No tiene puntos de inflexion.

Convexa en | —o, —\/Z .
3
Coéncava en —\/Z, \/Z
3 3
2
Convexa en <\/; +oo).

Puntos de inflexion en (i— % —%)

a) Vertical en x = 2. Horizontal en 'y = 1.

b) Verticales en x = =2, x = 2. Horizontal en
y =0.

c) No tiene asintotas verticales ni horizontales.

d) Verticales en x = -2, x = 3. Horizontal en
y =0.

a) y=2x+1

b) y =x

c) y=x-1

dy=x-3

a) Y A




0) . d) v 10. Y

4 .

11. Decreciente en (-, —2). Creciente en (-2, 0).
Creciente en (0, +).

o Ejercicios 12. Y

1.f(x) = exin(1+ =) dom (f) = (=, =1) U (0, +).

2.y' =2 —sen X, no se anula nunca.

. 5 . il
3.x= % maximo absoluto. x = Tﬂ minimo absolu- X
to. X = 0, minimo relativo. x = 21, maximo relativo.
. 13. Y
4. x =0, Xx = 2, maximos absolutos.
2w Ar . M
X = ——, X = ——, minimos absolutos.
3 3
X = ar, maximo relativo.
-2 2 X
5. Decreciente en (-, —1). Creciente en (-1, 1).
Decreciente en (1, + ). ﬂ
. 3V3
6. Maximo en (—\/5, - T\F)
V3 14. Ejercicio resuelto.
. 3V3
Minimo en (\/§ ?) 15. v A

Punto de inflexion en (0, 0).
7. Ejercicio resuelto.

8. Y X

Jou

i




-3

20. v

21.

22.

-1

23. v

o d (;2

24, Y

25. v

e Problemas
3V3 . .,
l.c > ;/_ Es el valor maximo de la funcién

2X
(1 +x2)?

2. Decreciente en (—», —1). Creciente en (-1, +).
Minimo en (-1, \3/2).

.a=-3,b=3.
a=-9,b=24,c=-16.

. No es extremo.

o o A W

. Creciente en todo R.

X3
7. Por ejemplo, f(x) = 3 - X.
8.a)Sim<1,f"(1)=m(m-1)<0.
b)Sim>1,f"(1)=m(m-1)>0.

9.f"(x) = 6ax + 2b = 0, tiene solucién Unica.

10. Y
1
X
11. Simetria par.
Y
1
X




12. 21. v
X
22. Y
13.
-1 1 .
X
14. No es posible, ya que deberia ser decreciente
(estrictamente) y céncava, por lo que cortaria al
eje X.
23. Problema resuelto.
15. v
2
24, Y16
T~
12 X i 1 \
. — \\3 0
16. Y —7 -2 [2f 5 \8 X
3'L
X
La ecuacién tiene 4 soluciones, que son los 4
puntos de corte con las dos curvas.
25. %
17. 1
e :
T T 3mp, 2w X
18.
Y 26. v
1
X T ™ 3m, 2mX
19. \ o Margenes
— Pagina 274.
X
No puede cortar en dos puntos al eje Y porque no
seria una funcién.
20.

v \/ — Pagina 282.

* Puede tener horizontal y oblicua siempre y
X cuando no estén al mismo lado, es decir, una
debe estar a la derecha y la otra a la izquierda.




e Una funcion f(x) = ax + b es una recta oblicua X(t) =100 - (1 —e™)

y, por tanto, su propia asintota. - .,
que verifica la ecuacion:

_dx()

e Cajon de sastre v(t) = =5~ =100 -x().
El tiempo en recorrerlo es infinito. Se puede compro-
bar que el espacio recorrido esta dado por:
; La integral
e Actividades 9. (Errata en el libro del alumno, la funcién es:
2X
LEX) =Xx2—X;G(X) == X2 =X = 2 F() = —2x+ [ e (1029 dx)
Difieren en el término independiente. Los puntos en los que se anula su derivada son

X=2yx=3.

_ x3 2
2.F(x) = 3 2x%+3x+1 10. (Errata en el libro del alumno, el limite es:

F(x)=tg?x +
3. F(x)=tg"x+0 [tz 0 @ + a2y
4. F(x)=-senx+C,CeR lim =9 =

X X - 0 X
5F(x)=[2dt=2x-2 0Ox€[l,5].

1

[tz 0 @ + a2y

_ X Ox € [0, 2). lim =20 =
6'F(X)‘{sx—4 Ox € [2, 4] x-0 x®
n o x2-in(@+4x?)  In(1+4x3y)
7= (=X ) X ) = - x“TO 5x 4 - xllino 5x 2 B
i=1
n 4 2
=Y 2 |21+ 2 i-p)+1]= im X -4
=1 n n x -0 5x2 5
-3 <E+i2(i_1)>: 11.a) 10; b)1/4: ¢)16/3; d)1
T n n
= 12.2) 9/2; b)Y 112, ¢)1; d)2
_ 8 nn-1) _ 8n—-8 _ 4
=6+ — =6 —=10-— 18. F'6) = 2x - [ f(D)dt+ %2 - 1(x)

[} @t+1)dt=lm In=10 ) 1
1 . 14.F0) = [ oo o
8.F'(x) =2xe~™

Crece en (0, +x) 15. fb Vx dx = Ll b Vb
() +
Decrece en (—x, 0) :

Presenta un minimo en (0, 0). 16. F'(x) = 3x2 - sen3x3




17.

18.

19.

20.

21.

22.

/4 5ml4
A:L cosx—senxdx+f/4 sen X — cos x dx +
+f2ﬂ COS X —sen x dx =
5wl4
=V2-1+2V2+V2+1=4V2u2

A=["@-eydx+ [ (e -3)dx=
0 In3
=3IN3-2+3IN3+e2-9=6In3+e2-11

1 2
A:L(x2—3x+2)dx—Ul (Xx?=3x+2)dx|+

5 1 14 17
+f4(x2—3x+2)dx=—+—+—=—u2
2 6 6 3 3
R R 47R3
V:ﬂJR(\/RZ—XZ)deZJRRz—deX: 3

1 2 2
V:frrf4 —x+1 dxzs—ﬂu3
0\ 2 3

e Ejercicios

1 6 b?
l.a) —u% b)—u? c¢)—u?
6 5 2
3x2 2
2.a) X —2X + —
2 3
2 6
5 5
2 2
o B e 22
2 2a
3.a) Fx)=x*-x%+x2-x+cC

c) F(x)=2Vx+c
e) F(x)=e*+c
g) Fx)=tg(x)+c

+cC i) F(x)=arcsenx+c

b) F(x)=Inx+c
d) F(x)=3Vx+c
f)y Fx)=senx+c
1
COS X
j) Fx)=arctgx+c

h) F(x) =

3/2
2x +1)°%2 2

.a) F(x) = 3 3
b) F(x)=2In(x+1)
0) F(x) = 1—cc;s (2x)

3

t
5. Q) e(t)=?—t2+t+3

6.a) —;

b) e(t) =—sen (3t + m)
C) r(t)=(t2+t+1,2t+1)
d) r(t) = (2 cos 3t, 2 sen 3t)

21 2
; b) —0; c) i; d) 13
2 3 In 2

n

7.a) lim In= lim > %-f(xifl):

n- o n-o®i=7
n+5 4n+5
> 5 > 5 L5
= |lim Z—2+ Z — .5 Z — .3 =
n-=y n  n+s N ~an+sn
i=1 |l=— =
5 5
=14
lim Sn =
n - «
n/5 4n/5 n
. 5 5 5
=lim [ > —-2+ > =5+ > —.-3|=
n-o\j=1 N i=n/5 N i=4n/5 N
=14
n+2

b) |n:iZl %(2-(%(i—1)>—1)+

8. Ejercicio resuelto.

9.a) (Errata en el libro del alumno. Debe decir

Ox # 2,)
3x+1
X—=2
b) F'(x) = 4x3 cos x

F'(x) =

) F'(x) = 6x3%* — 3xeVx
X - eVY
d) Fx)=———+

2\/; cos \/; B COS X

Xzex



X—2

10.a) F'X)=———;F'(x) = =2

0.a) F'(x) Y x)=0enx
F"(2) =00 en x =2 hay un maximo.

2 sen X cos X

) F 0= e

X =0 - minimo
X = w/2 - maximo

F'(x)=0 - X =7 — minimo
X = 3m/2 - maximo
21 20 3
11.a) = b5 o— d)—
2 3 In2 3

I L
12.2) A fotdt Ltdt LU
w2 ™
= —_ = 2
b) A fo costdt lecostdt 2u
c)A=L1t2—3t+2dt+L5t2—3t+2dt—
29
~[reoste2di= S
| 2

0 w4
d)A=—LT/4tgtdt+fo tgtdt=1In2u?

_[? _ — [25¢ 42 _4

13. a) A—Lf(t) g(t)dt—L 2t —t?dt = 3 u
= ! - = ! 2 _t3 :i 2

b) A Lf(t) g(t) dt Jot t3 dt 12 u

_ [t _ (g L2
o A=["gm -t dt=[ Vi-t2dt LU
d)y A=2V2u?
14.a) A=9u?
N L L
b) A f_lt dt Ltdt U
8
) A=['6-t-—dt=6-8In2u?
2 t

d)A=folet—etdt=e+e—1—2u2

¢ Problemas
1.F(x)=|n<ex+1>+2

2
1 2 3
2.F(x)=—+ -
() X 3x3  4x4

10.

11.

13.
14.

15.

.f(x):J3x2+2x+1dx:x3+x2+x+c;

pasa por P(1, 1);c=-2

y=x3+x2+x-2

.A:f:(3x—x2)dx—f:(xz—x)dx:%u2

1
.A:Z-(e2+—2—2)
e

.Espacio =114 m
1 2 3 2

.A:f <4x——x>dx+f (—x+5——x>dx:5u2
o 3 1 3

X—Xx2 six<l1
CF(x) =
() {X_l

six>1

Y

4
17

F(x)=x3+x-4

f:a sen (ax) - cos (ax) dx = 0

:—f14(x—1)2(x—4)dx:24—7u2

.a) A=4-In3u?

b) A =20
2
c) A:f_28—2x2—x2+4dx:32u2

12
ol)A=f_239—x2—(x+3)olx:TSu2

16
e) A=—u?
3

2\/2
f)A:z-f2 [Ax2 - (x* = 4x9)dx = =

Problema resuelto.
s=[vdt

3 4
f—t+1dt+f64dt:f9——t+23dt:
0o 2 2 6 3

=5+16+6=27m
g0 80

W=["2.dv+ [ ~—dv=40+80In2=96686J

40 \/

512\/2
- u



16. m = foz (500 x + 1000) - 104 dx = 0,9425 kg

17.V =

2GM
R

' " Tierra

'V ~ 11,2 km/s

18. Vv = (1,2t + 300)i — 9,8t]

r =

t =10 10
9.w=|" F-ds:L (2t + 1)(t2 + t) dt = 6050 J

20.a) F(x) =

b) F(x) =

_ (—1,2’[2

r

\

p

\

Osix<0
X3 —7x

8
0 x>4
0
x/6
x/3 —1/6
x/2 —1/2
1

+ 300t )T

2
" ( 9’;“ ~10 OOO)J

O0<x=<14

six<0
sio<x=<1
sil<xs<?2
si2<x=<3
Six>3

e Cajon de sastre

Problema

2

B

Observa que el area A, es igual al area A,.
En efecto, el &rea del cuadrante de circunferencia ¢ es
m-R2
4

El lado del cuadrado inscrito en c es | = R - V/2, y el
radio de la semicircunferencia que da origen a la

lGnula es
R V2
2

r=

El area del semicirculo es:

1 (R\/E)z 1 R2 -.R?2
- 5 =—mw-—_- =

2 2 2 4

Como el cuadrante y el semicirculo tienen la misma
area y tienen el segmento circular en comuin, las
areas A y A, son iguales.

4 Calculo de primitivas

¢ Actividades

4

X
l.a) ——x3%+

4

3

3 12 3
c) e Vaxz—Tx 6x+zv3x2+c

2

+3x+cC

1 3
b) —x3+?x2+3x+ln|x|+c

-4 (arc tg x)?
d + ~—— 2% 4
) 1 c e) > c
) In2 x ‘e 9 arcszenzx ‘e

h) -2 Vcos x + ¢ i) In|inx|+c




a) esenx +C

X
b) Errata en el liro del alumno, debe ser:f

ex?

X 1
Jexz dX=—?e—X2+c

1
c)x—?e—zx+c d) x—

4
In (e + 1)
2% 79

2 c f) 2eVx + ¢

g) earctgx 4 ¢

h) Ojo, errata en el libro, debe ser:

sen e*
[ e
cos e*
sen e*
7(:05 i eXdx =-2VcoseX+c

i) eacsenx 4 ¢ j) —e—acux+ ¢

cos* x 5 - sen 3x
a) - +cC b) ——+
4 3
cos e 1
c) ———+¢C d)y——+c
2 4 cos* x
tg* x
e)T+c f) 2Vsenx + 1+ ¢
sen4x X
g) —InjcoseX|+c h) +—+¢cC
8 2
V(3x + 5)*
.a) T+c b) In|sen x—cos x| + ¢

c) In]l—-cosx|+c d)3-arctgex +c

arc tg x3
Tg+c f) 2arctg (Vx) +c
2(x? + 5x —7)3?
+cC
3
1 sen x
h) ?arc tg +cC

i) 3W+%\ﬁ/ﬁ+c

.a) Inx2+x+1]+c

5\/3 arc tg (M)

b) +

3

In [x2+ x + 1]
B um—
2
c) tgx2+c

c

In (2% + 3)
LA G/ R

arc tg (

2x+1>
3 ‘e

6

d)

X2
arctg | —
a2
e) +cC
2a?

-3 1/x

In 3

f)

+C

\/§(x+2))
D)L

g) arctg (
h) (arc sen Vx)%+ ¢

(e*+ 1)
—
5
j) —cos (Inx) +c

i) c

sen* x 1
.a) +cC b) +cC
4 oS X
2 - (sen x)%2
e —
5
X —Sen X - cos X
d) +cC

2

1 1
e) ——cos®x+—cos®x +¢
3 5

f) cos x + +cC

COS X

3 1
g) senx—sen®x+—sen®x——sen’ x+¢

1 2 1
h) —sen®x——sen®x+—sen’x+¢c
3 5 7

COS 2X C0S 8X
a) - +cC
4 16
sen 6x sen 2x
+ +C
12 4
sen X sen 2x N
C - c
) 2 4

.a) cosx+x-senx+c b) In|cos x| +xtgx+c

1
c) Ex2(2x2—1) Va2x?2 -1 -
1
—E(ZXZ—l) V2x?2 -1 +¢



X —8sen X - Cos X

+
d) 5 c

2 cos 3x + 3 sen (3x)
e) e 3

f) x-arcsenx+V1-x2+¢c

1 1
—x2Inx—-—x2+c
9 2 4

>+c

1 3 3
h) — x3 cos 2x + — x2 sen 2xX + — X COS 2X —
2 4 4
3
——sen 2x+ c
8
2
i) 1—5\/x+1-(3x2—4x+8)+c

2 4
i) —x3(B8x—2)%2-—x2(3x-2)%+
15X Ve X )

+

16
: X (3x —2)72 - (Bx -2 +¢

25515

1 1 1
k) —x?+-—Xx-Senx-cos X+ —cos?x+c
4 2 4

2 1 1 2
1 X2 ——X-Sen x-cos X——Co0s?X +C
4 2 4

.a) 2arctgx+xIn(x?+1)-2x+¢

b) (5x + 3) In (bx + 3) — 5x

+cC
10
2—1I ‘1 x2+x+
c n —-—+_—+cC
) (+1) -+
) Inszr
), *¢
(x2+1) ) X,
carctgx——+¢
2 9%=7

f) x-arccosx—V1-x2+c

2x2 -1 X €0S? X
0) Tsenxcosx—T+

X(2x2 + 3
g X238

c
12

(4x3 + 6Xx2 + 6X + 3)
8

h) —e—

10.

11.

12.

a) fsen (3x) cos (2x) dx =
= f% [sen (5x) + sen x] dx =

1 1
=———C0S5Xx——cCcosXx+cC
10 2

2 3
b) —Esen 2x-sen3x—E0052x-cos3x+c

a) 2in|x|+Injx+1]+c

2 1
b) =In|x+3|+—=1In|x-3+c
3 3

4 2
c) 3In|x|-3Inx-1]-—-—+c¢C
X X

\/5 . arc tg (@ﬂ)

1 3
d) [ dx=- -
In (x2+x+1) . In (x—1) ‘e
6 3

7In(x+4) 3 In(x+1) ‘e

e
) 3 3

3 5 5
f) —Inx2+4|+—In|x=2|+—In|x+2|+cC
16 16 16

+4
67 - arc tg (XT>

10

77 In (x? + 8x + 20) . 2Inx
10

9)

+2X+C

x3  5x2
h) 821N [x = 3] =17 In [x ~ 2|+~ +

+
+19x + ¢

a) 4 arc tg (\/)Z)+C

b) 3\3/>_<+%\3/ﬁ+%x\3/§+%x\3/ﬁ+

+3In[Vx—1]+c

c) —In( /Xf —1)+7|n(xz_l) +

1
X
-1

+(x-1)

+C
X



V25 -x?-5
d)5|n(f)+\/25—x2+c r) In(tgx) +c
Vx2—4 s) -1 cos® (4x) + ¢
XVx2 -4 20
e) 2In(Vx2—-4+x)+——+¢ 20
2 sen2 x
t) +cC u) —2-cotg\/;+c
f XVx2+9 91In(Vx2+9+Xx) 2
+ +C 2x
2 2 v) In (e +2) i
X 2
tg — 1 V3 2X
) 4 arct 2 ‘e w) —In(3+4x2)+—3arctg%+c
g 3 g V3 8 2
%) sen 2* ‘e v sen? bx ‘e
tg x In 2 2b
h) — 2 g~ = |+
) x(\/_arc g(\@) c
z) arcsen (tgx) +c
. o o 4
o Ejercicios arc tg(x_?
l.a) x*+x3+x%2+x+¢c 2. ) 3/ +¢
12
X(3x* + 10x? + 15)
b) +cC
15 2V (x2 + 5x + 4)8
b) +cC
(X2 + 1)3 2V/(5x + 2)2 3
————+¢C d) ————+c
6 15 V3ex
V3 - arc tg
—(1—x3)3 3
e) Vx2+2x+3+c  f) — 4 ¢ c) 3 +c
NV 2-V(n (x) +1)3
4V3x +1
g INpC+x+1+c h) 272 4 d) 3 +c
3
2 - \Vsen® x e) In|senex+1|+c
i - +
i) 5 o 3
fy — V(2 +cotgx)*+¢c
.. sen(x2+1) 4
) ——+c¢
2 3.a) e*=3In(ex+1)+c
V5 b) In(cosx —1)+cosx +c¢
\/g-arctg X
5 e> -1
K) +cC arc tg
5 2
c) 1 +cC
) 2arc sen X +cC m)m+c
3 3 d) 4In(Vsenx+1)+senx—4Vsenx+c
-1 1 \s 4. Ejercicio resuelto
n —(1+ +cC
3 g x COS X
. 32-x2 5,.a) ———
0) e® +c¢C p)—2| 3+c 1-senx
n
5 b) senx—In(senx+1)+c
e 2x e—2x 2
- +2X+C 2
9 2 2 C) cos X—cosx+c




cos? x

d) 3:-In(cosx+2)+ —2-cosx+c

1
e)?sen3x—25enx— +cC

sen X

fy 2V1+cosx+c

.a) 2In|x=2|+In|x+2]-2In|x+3|+c

2
b)iln|3x+1|+7+c
9 27x +9
4 In (x?+1)

c) —arctg (X)) ——— +
) = g (x) c

17 X2
—Inx+2|+—-2x+c
5 2

X—2

7 In (x2 —4x + 13)
d —arctg —— -
) 15 At

5

2
+—Inx-1 +c
5

1 2x+1
e)Z(QIn(4x2+4x+1O)—2arctg X3 >+c

f In|x + 2] +i
3 3
g) 2X=2In[x|+In|x+2]-3In|x+2|+cC

h) E\/§arctg 4\/5(2x+1) +
7

Injx-1-2In|x| +c

3

In(x2+x+1) 2
+(4—)——In x—2]+c
7 7

2 -
arctg(x)_ln(x +1)+ In |x — 1] i
2 4 2

)
. 4 6
i) —2In|x+3|+gln|x+2|+€In|x—3|+c

. Ejercicio resuelto

1215
.a) 3e(5e?-1) b) >
c) —In (2V3-3) d) 2e3+1
2
. a) (%—%)arcsen(x)+%Vl—x2+c

b) X - In|x2+3x+2[+2In|x+1|+In|x+2| -

—2X+cC

10.

x3 In(x*+1) x*

c) — arctg (x) + +c
) 3 g (x) 5 5

3 9
d)ye)l—ax2 V3(1+2x)2—gx V(1 + 2x)*+
27
+—— V(@ +2x)?+c
320
f) senxIn(senx)—-senx+c

g) 4 arctg \“/x+1+%\/“x+1(\/x+1—3)+c

h)%ln(

1
a) ?earcsenx . (X—\/l—X2)+C

b) (arc sen Vx)? + ¢

1 - cos x 1 ‘e
1 + cos X 2(1 — cos Xx)

X X
c) ? cos (In (x)) + ? sen (In (x)) + ¢

1
d) In |cosx—1|—?ln |1 + cos? x| +

+arctg (cos x) + ¢

¢ Problemas

3
1.A=1-—u?
e2

2.F(x)=x%+c
f(x)=x2+2

3.f(x):f3x2+2x+5dx:x3+x2+5x+c

4 2 7
4_f(x):X__X__L+_
4 2 2 4
1
5.A=—u?
4
1 2
6.A=—In2———u2
2 32

7.y = \/RZ—XZ;A:4LR\/R2—X2dX:
2
(5):3

= ——arc sen
2

R2arcsen (1) _
2

A=4. wR?2



10.

11. A

12.

13.

14.

15.

16.

— area del triangulo
ParaR=1

A_[arcsen(x) .\ x\/1—x2] Xy
2

2 2
[arcsen(x) .\ X V1 - x2 x\/l—xz]

2 2 2

arcsen (x) _ o
2 2

Azz[x'y —f:\/tz—ldt}:

2
:x-sz—l—ZLXVtz—ldt:
=x-Vx2—1-x-Vx2—1+In|x+Vx2-1|=
In [x +Vx2-1]

1 In (5
fz dx = () u?
-2 x2-9 3

) Vpersona = 0,5045 cm?
m =d -V =19,32 g/lcm? - 0,5045 cm? =

peana

= 9,75 g de oro.
b) V. = wfle (In )2 dx = 2,256 cm?

copa
V = 10,76 km/s.

2
a) V= ,‘Tfo“(\/;)z dx :frrf:x dx = %]z =8mus

2
b) V=wfo (sen x)? dx:7r7u3

Problema resuelto.

I:f:rzdm:pf:rzdv: pJORZTrrsL dr =

R R4 R?
= p21'rLf0 rdr=p2mlL u =p2V T;

A = area de la circunferencia para x' —

"R2= IVlcil R2

1
Vg =mR2L 1 = o PV 5

17. W =627,2 kJ

18.a) | = fo”\/l T (2x)2 dx =
_In (VAN + 1+ 2)) . AVANZ + 1

4 2
b) | = 1+<%\&>2dx=
_ Ox+a2 ] 13Vi3-8
27 |, 27

o Margenes
— P4agina 314.

El conjunto de todas las primitivas de f(x).
— Pagina 319.

(Errata en el libro del alumno, debe decir:
1 2
senx-cosxdxz;sen X+c=
1 5 ,
=——Cos’X+C
2

La respuesta correcta es la d).

e Cajon de sastre

Siindro = 2TR - 2R + 2mR2=4mR2+ 2wR2%2 = 6mR?2
Sestera = 4TR?

Seiindra — 3.

Sesera 2
Vitindro = mR?.2R = 27R?3 dingro _ 3
Voo = % 7R3 Vestera 2

}
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