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Presentacion

El nombre de la serie, La Casa del Saber, responde al planteamiento de
presentar un proyecto de Matematicas centrado en la adquisicién de los

contenidos necesarios para que los alumnos puedan desenvolverse en la
vida real.

En este sentido, y considerando las matematicas a estos niveles como una
materia esencialmente procedimental, recogemos en este material la reso-
lucién de todos los ejercicios y problemas formulados en el libro del alum-
no. Pretendemos que esta resolucién no sea solo un instrumento sino que
pueda entenderse como una propuesta didactica para enfocar la adquisi-

cion de los distintos conceptos y procedimientos que se presentan en el
libro del alumno.
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NuUmeros reales

LITERATURA Y MATEMATICAS

El codigo Da Vinci

El profesor Langdon se sintié una vez mas en Harvard, de nuevo en su
clase de «Simbolismo en el Arte», escribiendo su numero preferido en
la pizarra:

Langdon se dio la vuelta para contemplar la cara expectante de sus
alumnos.

—;Alguien puede decirme qué es este ntimero?

Uno alto, estudiante de ultimo curso de matematicas, que se sentaba
al fondo levanto la mano.

—Es el nimero Phi —dijo, pronunciando las consonantes como una efe.
—Muy bien, Stettner. Aqui os presento a Phi.

—Que no debe confundirse con pi —afiadio Stettner con una sonrisa de
suficiencia.

—Phi —prosiguié Langdon—, uno coma seiscientos dieciocho, es un nu-
mero muy importante para el arte. ;Alguien sabria decirme por qué?

Stettner seguia en su papel de gracioso.
—;Porque es muy bonito?
Todos se rieron.

—En realidad, Stettner, vuelve a tener razon. Phi suele considerarse co-
mo el naumero mas bello del universo.

Las carcajadas cesaron al momento, y Stettner se incorporo, orgulloso.
[...] A pesar de los origenes aparentemente misticos de Phi, prosiguio
Langdon, el aspecto verdaderamente pasmoso de ese ntimero era su
papel basico en tanto que molde constructivo de la naturaleza. Las
plantas, los animales e incluso los seres humanos poseian caracteristi-
cas dimensionales que se ajustaban con misteriosa exactitud a la razon
de Phia 1.

—La ubicuidad de Phi en la naturaleza —aniadi6 Langdon apagando las
luces [para proyectar en la pantalla imagenes de nautilos, pinas, gira-
soles...]— trasciende sin duda la casualidad, por lo que los antiguos
creian que ese numero habia sido predeterminado por el Creador del
Universo. Los primeros cientificos bautizaron el uno coma seiscientos
dieciocho como «La Divina Proporcions.

Dan Brown

1
En realidad, el valor del nimero Phies &= %\/; Los nimeros 1,618y

1445
2

son dos numeros reales, pero uno es racional y el otro es irracional. ;Por qué? ;Qué error
se comete al tomar 1,618 como valor de Phi?

1,618 es un nimero racional, pues es un decimal exacto.
Phi es un numero irracional, ya que J5 loes y, al sumar o dividir un nimero irracional
y un entero, el resultado es un nimero irracional.

145
P

=1,61803.., el error cometido es menor que una diezmilésima.




ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Clasifica estos numeros segun el tipo al que pertenecen.
7
44

07 —16 6850091 —0,0201 67

0,7 es un nimero decimal periédico puro.

—16 es un numero entero.

685,001 es nimero decimal periédico mixto.
—0,0201 y —456,89 son numeros decimales exactos.
67 es un nimero natural.

27 =34

y
44

son numeros racionales.

002 | Expresa en forma de fraccion.
022 —3403 25012 0,1043

020~ 1 25015 = 22511
50 900
—3403 = 18 01043 = 221
33 4995

003 | Obtén el valor absoluto de los numeros.
7 0 —1 —6* (—6)
|71=7 =1l =1
0] =0 | —67| =36

004 | Calcula las siguientes potencias.

3 3
a) 3* e) [_—]
. 5
b) [i] f) (=)
_2 s
4
_2)¢ _
q ( )2 9)[ 5
d) i] h) 2°
7
3) 27
a) 3*=81 e) [_] =
5 125
b) [ > ] 31 f) (=5 =—78125
-2 ) 3
0 (~2° =64 ) [—4] =
9 729

SOLUCIONARIO

—34
—456,89 3
—2302
72,@: —2.300
999
[(=6)| =36



Numeros reales

005 | Simplifica y expresa el resultado como potencia.
57.3°.67* 3 23 [ ]

Ve K

57'33‘674 _62'5]4‘57'33'33 _521.36 _521.34

62.373.514 - 6 - 62 22
2° (3 _ 2.3
SEREREA ] s I 1
4 3 lg) 2m3 20
ACTIVIDADES
001 | Calcula el representante candnico de estos numeros.
—16 18 —24
a) — b) — o ——
24 39 —60
-16 2 18 6 —24 2
) ——=—= b) —=— 0 —==
24 3 39 13 —60 5

002 | Escribe dos representantes de los nimeros racionales.
7 9 8

a) — b) — o —
12 2 25

Respuesta abierta.

7 14 21

A "= T T
12 24 36
9 18 27

by — =qy....—, —, ...
2 4 6
8 16 24

QA — =9 .
25 50 75

003 | Halla cudntos nimeros racionales distintos hay en esta secuencia.

5 .5 -5 5 10 g
3 3 3 -3 6
Hay dos nimeros racionales distintos, que son:
5 10 ~ _
5_10_ 2 S_5_ 5
3 6 3 3 -3

004 | Una fraccién que tenga un término negativo y otra que tenga sus dos términos
positivos, ;pueden ser representantes del mismo niimero racional?

No pueden representar el mismo nimero racional, puesto que si una fraccion
tiene un término negativo, el cociente es negativo; y si sus dos términos
son positivos, el cociente es positivo.



005

006

007

008

009

SOLUCIONARIO

Escribe 4 nimeros irracionales, especificando su regla de formacion.
Respuesta abierta.
Tras la coma, se sitlan todos los multiplos de 3:0,3691215...
Tras la coma se sitlan todos los multiplos de 4:0,481216. ..
Al nimero irracional v/2 se le suma el ndmero 1: V2 + 1

Al ntimero irracional V2 se le suma el nimero 2: v2 + 2

Decide si los siguientes numeros son irracionales.

a) 0,51015202530... c) 2—7
3 10

b -~ d —
4T 17

a) Esunnumeroirracional, ya que tiene infinitas cifras decimales
que no se repiten de forma periddica.

b) Esun numero decimal exacto, luego no es un numero irracional.

¢) Esun numero irracional, porque si a un numero irracional se le resta un nimero
entero, el resultado es un ndmero irracional.

d) No es un numero irracional, puesto que es una fraccion.

Encuentra, sin hacer operaciones con decimales, un nimero irracional
comprendido entre —2 y V2.

Respuesta abierta.

J2 -1

Razona si son ciertas o no las siguientes afirmaciones.
a) Laraiz de un nimero irracional es irracional.
b) Un numero irracional al cuadrado no es racional.

a) Cierta, ya que sigue teniendo infinitas cifras decimales no periddicas.

2
b) Falsa, porejemplo:(\/z) =2

Indica el conjunto numérico minimo al que pertenece cada niumero.

a) 8,0999... o V15 e) 2,5
b) 1,223334444... d) 6,126 fy —1
a Q d Q
b) I e) Q
o I f) Z



Numeros reales

010 | Representa las raices.

a) V11 b) V101 o Vs d) V36
a) . @) |
“ L L l l‘
\ I T T
ettt 0 1 Js
0 1 Jin
b) B . d ———"F+—F+—+——
— 0 J36
01 10 V101
011 | Coloca, en la recta real, el nUmero: & = 1+\/§

013

Aplica la propiedad distributiva y opera.

3 [2 2
a) = | =_=
4 l7 5

2 2 2 2
b >.2-2.2,3.2
4 7 5 7 7
2 z[g_g]fz.g_z.gf%—@ 12 __3
4 \7 5 4 7 4 5 140 140
32 2 2 2 2(3
b ————= —+3~—:—[
4 7 5 7 7 7



SOLUCIONARIO

014 | Ordena, de menor a mayor, los siguientes nimeros racionales e irracionales.

22 2827
- ™ -
7 900

2.827 22
— << —
900 7

015 | Con ayuda de la propiedad distributiva, calcula 992 y 9997 sin realizar las operaciones.

99’ =199-99 =99(100 — 1) = 9.900 — 99 = 9.801
9997 =999 - 999 = 999(1.000 — 1) = 999.000 — 999 = 998.001

016 | Representa los siguientes conjuntos numéricos de todas las formas que conozcas.

a) Numeros menores que .

b) Numeros mayores que J3 y menores o iguales que 7.

c¢) Numeros menores o iguales que 2 y mayores que —2.

d) Numeros comprendidos entre los dos primeros nimeros pares, ambos incluidos.

a) (—oo,m) ={x<m}

b) (V3,71=0 3 <x<7}

NEY 7
Q (=2,2l={fx—-2<x<2}
5 '
d) 24 =Kx:2<x<4)
— —

017 | Escribe, de todas las maneras que conozcas, estos intervalos de la recta real.

a) (—oo, =3)={x< =3} Q) (3,4+00) ={x:x>3}
b) [-3,2) ={x -3 <x< 2} d (1,0 ={|x| <1

018 | Representa el conjunto {x: |x —3| <1} de todas las formas posibles.
2,4l ={x:2 <x <4}

2 4
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Numeros reales

019 | Con ayuda de la calculadora, escribe V3 en forma decimal y sus aproximaciones
por exceso y por defecto.

a) A las diezmilésimas.
b) A las cienmilésimas.

c) Alas millonésimas.

J3 =1,73205080. ..

a) Aproximacion por exceso: 1,7321
Aproximacién por defecto: 1,7320

b) Aproximacién por exceso: 1,73205
Aproximacion por defecto: 1,73205

C) Aproximacion por exceso: 1,732051
Aproximacion por defecto: 1,732052

020 | Calcula los errores absoluto y relativo al redondear el nUmero 1,3456 a las décimas.

Viea = 1,3456

Vaproxw’mado = 13
0,0456

E,= |1,3456 —1,3| =0,0456 E, =|———-=0,0338
1,3456

021 | Piensa en una situacién en la que dos mediciones tengan los mismos errores
absolutos, pero distintos errores relativos.

Respuesta abierta.
Vrea\ =125

Valores aproximados, 12 y 13. En ambos casos, el error absoluto es 0,5;
pero los errores absolutos son distintos:

£ |95

= 00417 £ o=|O
2

= 0,0385
3

022 | Indica dos ejemplos de medida y da sus correspondientes cotas de error.

Respuesta abierta.

Velocidad en autopista: 120 km/h; edad de jubilacién: 65 afos.

023 | Calcula las cotas de error absoluto y relativo al redondear el nimero J2:

a) A las centésimas. b) Alas milésimas.
a) . = 1 = 0,005 E’ — ﬂ = 0,0035
2-10? 1,41— 0,005
0,0005
b) £,=0,0005 E, =|——— | = 000035
1,414 — 0,0005



SOLUCIONARIO

024 | La poblacién de un pueblo, redondeada a las decenas, es de 310 habitantes.
{Puedes indicar los errores? ;Sabrias dar las cotas de error cometido?

Para calcular los errores relativos y absolutos es necesario conocer el valor real;
por tanto, no se pueden calcular.

E, =

2-10™"
5
310-5

= 0016

;=

025 | Calcula una cota de error absoluto cuando truncamos un niimero a las décimas.
;Y sifuera a las centésimas?

1
210!

a =

026 | Escribe en notacion cientifica los siguientes nimeros.

a) 0,0000085 ¢) 31.940.000.000

b) 5.000.000.000.000 d) 0,000000000479
a) 0,0000085=18,5-107° €) 31.940.000.000 = 3,194 - 10"
b) 5.000.000.000.000 =5 - 10" d) 0,000000000479 = 4,79 -107"°

027 | Operay expresa el resultado en notacion cientifica.
a) (52-10°+4,75-107%:8,05-107*
b) 3,79-10%-(7,73-10* —6,54-1079)
a) (52-10°4+4,75-107%:805-10“=6,465968 - 10*
b) 3,79-10°-(7,73-10* — 6,54 - 107%) = 2,92966 - 10"

028 | Decide si son ciertas estas igualdades. Razona la respuesta.

a) ¥—16 = -2 c) ¥1.000.000 = +1.000

b) ¥256 =44 d) V32 =42
a) Falsa:(—=2)'=16 ) Falsa: (—1.000)* = —1.000.000.000
b) Falsa: 4% =65.536 d) Falsa: (—2)°’=—32

029 | Calcula el valor numérico, si existe, de los siguientes radicales.

a) V16 o 4—=10000

b) -8 d) V243
a) the =2 c) No existe ninguna raiz real.
o) I8 = —2 d) 243 =3

11
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Numeros reales

030 | Transforma los radicales en potencias, y viceversa.

a 3
a) 34 d) 75
2 2
b) 53 e) 107
1
o 26 f) 57
0 3
a 3" =43 d 75 =7
2 2
b) 53 =<5 e) 107 =</10?
1 7
9 28 =%2 f) {57 =51

031 | Indica si son equivalentes los siguientes radicales.

a) 435 yi3
b)Q/ZTy\/E

a) Son equivalentes.

b) No son equivalentes.

@) i‘/%y\/g
d) ¥51° y5¢

¢) Son equivalentes.

d) No son equivalentes.

032 | Efectua estas operaciones.

3
a) V20 —3125 + 2445 )7%/5—293_2+g

a) V20 —3125 4245 = 245 — 155 + 645 = —75
3 3 3
) 7%72@+g:21y§,2y§+g: %33

5

033 | Operay simplifica.

a) 4v27 -5V6 9 2.3
) ERLE)

a) 4v27 546 = 204162 = 18042

b)[632]3_J§_ 2 _ 1
NER N A

o Y2 3 =4 427 =¢08

3
9 YERS RN B 7
{3 3




034 | Racionaliza las siguientes expresiones.

2

) _=
MNT

NG
-3

5428

2+3

-3

523

b)

—3¢2

10

_b

+3)I7

637

035 | Racionaliza y opera.

3

4

a) =+
Je

Js

a)

3
Js

—7

4

==

5

42

—7

5
)
3W2 a7

SOLUCIONARIO

2443

3vs | 4ve _ 18V5 +20V6

5 6

—7\/— V7

30

—98v2 +15V7

3J— w7 6 28

036 | Racionaliza y opera.

y
1+2

a) =
1+42

1

1

8v2

82
J3 47

=2 _ 5

—1

b)

84

_8J6 —56v2 _ —4V6 +28V2

b)

G470

573

—46

453 + 515

Q) =
9-+5

76

037 | Racionaliza estas expresiones.

3445

545

) S R

) 3+J— B
J—+\/— NEEN

5vs

—3\/——\/_+3\/—+\/_O+

23

1246
RPN e

—5J15 45435

3 4
—1243 + 126 + 4430 —19415 + 1535

1276

12

_ 21843612 _

N2 47N

W3 -32 -6

—6

5

13



Numeros reales

038 | Calcula, mediante la definicion, estos logaritmos.

a) log,8 ¢) log 1.000 e) Ine* g) log, 16
b) log; 81 d) log 0,0001 f) Ine* h) log,0,25
a) log,8=3 e) Ine®=33
b) log; 81 =4 ) Ine*=—4
c) log1.000=3 g) logs16=2
d) log0,0001 = —4 h) log,025=—1

039 | Halla, mediante la definicidn, los siguientes logaritmos.

a) log; 243 c) log 1.000.000 e) Iné? g) log,343
b) log, 81 d) log 0,00001 f) Ine™ h) log,0,0625
a) log; 243 =5 e) Ine*=2
b) logs 81 =2 ) Ine=-14
c) log 1.000.000=6 g) log;343=3
d) log0,00001 =-5 h) log,0,0625= -2

040 | Calcula los logaritmos y deja indicado el resultado.

a) log,32 c) logs; 100 e) logs, 4
b) log, 32 d) logs32 f) log, 304
log, 32 5 log 32
a) log, 32 = 29222 _ > d) logs32 = 2922 _ 51533,
log, 4 2 log 5
log, 4 2
_ e) logs, 4 = I =
b) log,32=5 T3> log, 32 s
log 100 log 304
9 logs 100 = 29 _ 41918, . f) log, 304 = 29 _ 8479,
log 3 log 2

041 | Sabiendo que log 2 =0,3010;log 3 =0,4771ylog 7 = 0,8451; determina
los logaritmos decimales de los 10 primeros nimeros naturales.
Con estos datos, jsabrias calcular log 3,57 ;Y log 1,57

log4 =1log(2-2)=1log2+log2=2-0,3010=0,6020

0
log 5 = log [2] log 10 —log2=1—-10,3010 = 0,6990
log6=1log (3-2)=log3+log2=04771+ 03010=0,7781
log 8 =log (4 ) =log 4+ log 2 = 0,6020 + 0,3010 = 0,9030
log9=log (3-3)=1log 3+ log3=04771+ 04771 = 0,9542
log10=1
log 3,5 =log =log7 —log2=08451 — 03010 = 0,5441

—_—
N w r\)\\n

]—IogS —log2=04771—03010=0,1761

Iog15—log[



SOLUCIONARIO

042 | Halla, sin ayuda de la calculadora, log, 5 y logs 2. Comprueba que su producto es 1.

En el ejercicio anterior, se ha visto que log 2 = 0,3010.

Si se utilizan cambios de base, resulta:

log 10
log, 10 = 0 __ T _ :
log2 03010
log, 10 =log, (2-5) =log, 2 + log, 5 = log, 5 = 2,32
logs 2 = 109, 2 = ] =043
log, 5 log, 5

Como los dos nimeros son inversos, su producto es 1.
También se puede comprobar de este modo:

log5 log2
log, 5-logs 2 = 09> 9 =1

log2 log5 B

043 | Halla el valor de x en las siguientes igualdades.

a) log, 256 = —8 o) logs¥625 = x
b) Iog3x:§ d) log,3=2
1 2
A - b) 2,0801... 0 B d) V3

044 | Calcula cuénto vale log, b - log, a.

| logb
Iogab-logba:%~&:1
logb loga

045 | Calcula la fraccion irreducible de:
Yels!

5 26 12
a) — o — e) ——
200 130 400
—1.080 —702 72
b) d —— f) —
432 1.053 243
5 1 26 1 12 3
a —=— A —=— e ——=—
200 40 130 5 400 100
—1080  —45 702 =2 72 8
b) = d) ==L ===
432 18 1.053 3 243 27

046 | Indica cudles de las siguientes fracciones son irreducibles.
315 10 9 12 18 15 2

15 18 13 6 5 7 12 8

10 12 18
Son fracciones irreducibles: —, — y —
13 5 7

88
176

104
216

88
176

o=

104 13
216 27

15



Numeros reales

047 | ;Cudntos numeros racionales hay en el siguiente grupo?

Qeoo
102 -1 8 1 -4 4 6 25 10
4 3 5 12 6 20 24 8 100 200

Los numeros racionales son aquellos que se pueden escribir como fraccién,
luego todos los nimeros del grupo lo son.

048 | Halla x para que las fracciones sean equivalentes.

eCo

3 6 9 21 -5 X 10 25
a) —_—_—_— = —= — b)iz—:—zi
5 X X X 2 8 X X
a)izizizﬂ b);S:;ZO:ﬂ:iZS
5 10 15 35 2 8 —4 —10

2
049 | ;Puedes escribir una fraccién equivalente a 3 cuyo denominador sea 10? ;Por qué?

[elee]

No, porque 10 no es multiplo de 3.

050 | Realiza estas operaciones.

B R I N R

e G g -

{%_Mr&+1_ {%_4y&_%
30 30 2 4 10 10 7 9
177 3 21 3 16
= | — —— = = |— e
0/ 2 4 0] 7 9
—o0. 24 = _10.3 16 _
2 4 217 9
— 13504+ = _ 016

63 9
5401 &
4 63

051 | ;Cudles de los siguientes nimeros son racionales y cuales no lo son?
?““ | Razona tu respuesta.

a) 2,555... b) 2,525 c) 2,5255555... d) 2,525522555222...

a) Esun numero racional, ya que es periddico, y cualquier nimero periédico
se puede expresar como fraccion.

b) Esun numero racional, puesto que es un decimal exacto y los decimales
exactos se pueden expresar como fraccion.

c) Esun numero racional, ya que es periddico.

d) Es un numero irracional, puesto que tiene infinitas cifras decimales
que no son periédicas.

16



052

[eXeze)

053

OO

SOLUCIONARIO

Indica el tipo de decimal, en cada caso, y calcula si es posible su fraccién generatriz.
a) 15,3222... c) 1532 e) 15333
b) 15,233444... d) 15,323232... f) 15

, . o ) 1.532 — 153 1.379
a) Esun numero decimal periddico mixto: =

90 90
152334 — 152 137.101
b) Esun ndmero decimal periédico mixto: 0233 >.233 = 3710
9.000 9.000
. ) 1.532 383
¢) Esun numero decimal exacto: =—
100 25
d) Esun numero decimal periddico puro: 1'53;9_ b_ ]'3;7

15333

e) Esun numero decimal exacto:

15
f) Es un ndmero natural: T

Halla la fraccién generatriz de los siguientes nimeros decimales.

a) 02 d) 8,0002 g) 0,01
b) 3,5 e) 42,78 h) 5,902
q 237 f) 10,523 ) 00157
g =1
10 5
p 353 _32
9 9
g B1=B_ 214
90 90
g 20002 _ 40001
10000 5.000
4278 —42 4236 1412
® % 9 33
[ J0523-105 _ 10418 _ 5209
990 990 495
1
g) E
y 5902-5 _ 5897
999 999
1571 156 13

9900 9900 825

17



Numeros reales

054 | Efectua, utilizando las fracciones generatrices.
Qoo
a) 1,3+34 c 136+825 e) 3,46+ 4,295
b) 10,25 —5,7 d) 45+6,7 f) 32144312
4 17 20 51 71
) —+—="—"+—=—
3 5 15 15 15
923 52 923 520 _ 403
90 9 90 90 90
135 817 952
Q —+—=—
99 99 99
41 61 102
d —+—=—
9 9 9
343 4.253 3430 4253 7683 2.561
e) _— 4 — + — —
99 990 990 990 990 330
f 318 n 4269 3180 n 4269 7449 2483
99 990 990 990 990 330
055 | Realiza las siguientes operaciones.
Qoo
a) 1,25-2,5 b) 0,03:2,92 c) 3,76-4,8 d) 1,25:2,25
g 5.8 _1s g 113 M a2 248
4 9 36 30 9 135
g .23 _ %0 _ g 5,203 _ 450 _ 225
30 90 7890 789 4 90 406
056 Utilizando las fracciones generatrices, comprueba si son verdaderas o falsas
#°% | las igualdades.
a) 1,9=2 b) 1,3:3=04 0 1,894011=2 d) 034+06=1
19 -1
a) Verdadera: =2
13 -1 12 12 4
b) Verdadera: 3=—:3=—=—
27 9
189 —1 1M1=1 171 1 181
Q Falsa:M = — i:iqﬁz
90 90 90 90 90
3 6 9
d) Verdadera:—+ —=—=1
9 9 9
057 | Escribe la expresién decimal de tres nimeros racionales y otros tres irracionales.

QOO

Explica como lo realizas.

Respuesta abierta.

La expresion decimal de un nimero racional debe ser finita o periddica:

23 23 532

La expresion decimal de un nimero irracional debe ser infinita y no periédica:

2,1010010001000...

18

1,1234567891011...

2,23233233323333...



058

[eleze)

059

20C

060

SO0

061

e0C

062

OO0

063

*OC

SOLUCIONARIO

Ordena los siguientes numeros decimales, de menor a mayor.
2,999 295 2955 259 2599 2,559

Se ordenan los nimeros, de menor a mayor:
2,559 < 2,59 < 2,599 < 2,95 < 2,955 < 2,999

Ordena estos numeros decimales, de menor a mayor.
a) 2995 29 295 2959 295
b) 475 475 475 4775 4757 4,757
Se ordenan los nimeros, de menor a mayor:
a) 2,95<2959 =295<2995 <29
b) 4,75 < 4,75 < 4,757 <475 =4757 < 4,775

Da un numero racional y otro irracional comprendidos entre:

a) 3,4y 3,40023 Q1y2 e) —2,68y—268
b) 2,52y252 d) 5,6y 5,68 f) 0,2y0,25
Respuesta abierta.
a) Racional: 3,40022 d) Racional: 5,62
Irracional: 3,4002201001... Irracional: 5,6201001...
b) Racional: 2,523 e) Racional: —2,67
Irracional: 2,52301001... Irracional: —2,6701001...
¢) Racional: 1,1 f) Racional: 0,21
[rracional: 1,101001... Irracional: 0,2101001...

. [~ . . ’ .
¢{Es cierto que 3,2 = 3,222? Si no lo es, escribe dos numeros, uno racional
y otro irracional, situados entre ellos.

No es cierto, ya que un nimero es decimal exacto y el otro es periédico.
Respuesta abierta.

Racional: 3,2221
Irracional: 3,222101001...

Clasifica en racionales e irracionales las raices cuadradas de los nimeros naturales
menores que 20.

Son racionales las raices de los cuadrados perfectos (1,4, 9y 16).
Las demas raices son irracionales.

Indica cuales de los siguientes nimeros son racionales y cudles son irracionales.
V4 N5 N9 V16 V36

2 2 3 5 3

o V5 o
Solo es irracional BN ya que las demas rafces son exactas.

19
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Numeros reales

aco

064 | Deduce cudles de los siguientes nimeros son racionales y cudles son irracionales
1+ V2

3+v4  5—Jo  8+410 316 549
Son irracionales 1+ V2. y 84+ +/10, pues las demas raices son exactas.
065 | ;Qué numeros representan sobre esta recta numérica los puntos A, B, Cy D,
°“% | donde n es un segmento cualquiera?
L
I
-1
c=+5 B=1+5 D:Hz@ A=2++5
066 | Representa en la recta real.
Qeoo
a) V2 o V10
b) V5 d) V18
a) /
l “ L
I I I
0 ENGY
b) /\\‘
L L l "
I I I
0 1 Js
C) .
L L L l “ L
I I I I I
0 1 Jio
d) .
3 \“\
L L l l‘
I I I I
0 1 J18




SOLUCIONARIO

067 | Ordenay representa, de forma exacta o aproximada, los siguientes nimeros reales.

SO0
Js =
1,65 J3 - 1++2 1,657

2

Se ordenan los nimeros, de menor a mayor:

Js

T<1,65<W,65A7<J§<1+ﬁ

Js

A=Y2
2

B =165

C=1657

D=+3

E=1+2

068 | Representa estos nimeros en la recta real.

G5 1sdT 2443 1eds 2B

069 | Ordenay representa los siguientes nimeros.
2800
3 1 J3
= 05 J2 — — 2
2 4
Se ordenan los nimeros, de menor a mayor:

—i<i<o,5<£<ﬁ<z
2 4 2

21
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Numeros reales

070 | Operay clasifica el tipo de nimero real.
(<X Te)

- = 1,3
a) V2,7 b) V4,9 Q)

[ = 25
a) Esun numero racional: V2,7 = ./*9 =
. N ~ 45 I
b) Esun numero irracional:4/49 = ? =5

) . 13 12 4 2
¢) EsunnUmeroracional: |— = |— = |— =+—
3 27 9 3

071 | Describe y representa los siguientes intervalos.

Qoo

a) (0,10) e) [5,10)
b) 3,71 f) [—4 +%)
Q (=00,-2) g) (=0, 6]
d) [2, h) (100, +0)

a) x0<x<10}

0 10
b) x3<x<7}
— o~
o {xx< =2}
)
d) fx:2<x<5}
—e 5_
e) {x5<x<10}
5 10
f) {x—4<x
—4
g x<6}
6
h) {x: 100 < x}
100



072

[eXele]

073

[eXole}

074

[eXole}

075

000

076

[eXole}

077

Qoo

SOLUCIONARIO

Escribe el intervalo que corresponde a estas desigualdades.
a) 1<x<3 b) 6 <x<7 ) 5<x<9 d) 10<x<12

a) (1,3) b) (6,71 c 59 d) [10,12]

Escribe el intervalo que corresponde a:

a) x<-=2 o x>-3 e) x<—9

b) x<5 d x>7 f) x>—6
a) (—oo, —2] Q (=3, +400) e) (—oo,—9)
b) (—o0,5) d) [7, +0) f) [—6, +0)

Representa, mediante intervalos, los nimeros:

a) Mayores oiguales que 5. d) Mayores que 2y menores que 4.
b) Menores o iguales que —8. e) Mayores que —5 y menores que —2.
c) Mayores que —2. f) Comprendidos entre 0y 10, incluidos estos.
[5, 4-00) 2,4
2) d — 20
5 2 4
(=00, —8] 5,
b) e) (=5,-2)
-8 -5 -2
(=2, +o0) [0,10]
@) f) ——
-2 0 10

Representa (—o0, 8) y [2, +c0) en la misma recta, y sefiala mediante un intervalo
los puntos que estan en ambos.
(—00,8)

<
<

[2, +0)

[
2 8
Elintervalo es [2, 8).

Representa los intervalos (0, 5) y (—2, 3) en la misma recta, y sefala el intervalo
interseccion.

©,5)

-2 0 3 5
Elintervalo es (0, 3).

Escribe dos intervalos cuya interseccién sea el intervalo [—1, 1].

Respuesta abierta: (—3, 11y [—1,5)
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Numeros reales

078

[elese)

079

20C

080

e0C

081

e0C

082

[eXele)

Opera y redondea el resultado a las décimas.

a) 3,253+845 e) 135.27

b) 52,32 —18,93 f) 40,92:53

c) 4,72+ 153,879 g) 62,3 —24,95

d) 78-129 h) 100,45:8,3
a) Redondeo: 11,7 e) Redondeo: 36,5
b) Redondeo: 33,4 f) Redondeo:7,7
c) Redondeo: 158,6 g) Redondeo: 37,4
d) Redondeo: 100,6 h) Redondeo: 12,1

Halla la aproximacion por redondeo hasta las diezmilésimas para cada caso.
6 4
a) V2 +43 b)7+\/7 o5 -3 d)E-I-\/E

a) 3,463 b) 3,5029 c) 05040 d) 3,0951

;Qué error absoluto cometemos al aproximar el resultado de 45,96 + 203,7 + 0,823
por el nimero 250,49?

45,96 + 203,7 + 0,823 = 250,483
El error absoluto cometido es: £, = 250,483 — 250,49 | = 0,007

Si aproximamos 10,469 por 10,5; ;qué error absoluto se comete?
¢Y silo aproximamos por 10,4? ;Cual es la mejor aproximacion? Razénalo.

El error absoluto cometido es: £, = 10,469 — 10,5 | = 0,031
Si se aproxima por 10,4; el error absoluto es: £, = | 10,469 — 10,4 | = 0,069
Es mejor aproximacion 10,5; porque el error absoluto cometido es menor.

Desde la antigliedad aparece con frecuencia, el nUmero de oro, ®, en proporciones
de la naturaleza, asi como en las medidas de construcciones, o en obras de arte
como la Gioconda.

145

2

a) Escribe la aproximacion por redondeo hasta
las centésimas del nimero de oro.

b) ;Puedes hallar los errores absoluto
y relativo?

P = =1,61803...

a) Laaproximacion por redondeo a las
centésimas es 1,62.

b) No se pueden hallar los errores absoluto
y relativo, ya que el nimero de oro
es un numero irracional y, por tanto,
tiene infinitas cifras decimales no
periédicas.




SOLUCIONARIO

083 | Un truncamiento de 8,56792 es 8,56. Calcula el error absoluto y el error relativo.

Qoo
El error absoluto cometido es: £, = |8,56792 — 8,56 | = 0,00792
0,00792

= 0,00092
8,56792

El error relativo cometido es: £, =

: . 1 -
084 | Aproxima el nimero 7 para que el error sea menor que una centésima.
00

Para que el error absoluto cometido sea menor que una centésima, hay
que calcular el cociente con dos cifras decimales. La aproximacion pedida es 0,14.

085 | Aproxima el nimero 12,3456 de forma que el error absoluto sea menor que 0,001.

[oR 2o

Para que el error absoluto sea menor que una milésima, se escribe el nimero
con tres cifras decimales. Por tanto, la aproximacion pedida es 12,345.

086 | Escribe los 5 primeros intervalos encajados dentro de los cuales se halla+/32,
[efeXe] . . . L.
e indica qué error maximo cometes en cada uno.

32 = 565685. ..

(5,6) Error<6—5=1

5,5;5,6) Error< 56 —55=0,1
5,65; 5,66) Error < 5,66 — 5,65 = 0,01

(
(
(5,656; 5,657) Error< 5,657 — 5,656 = 0,001

(5,6568; 5,6569)  Error< 56569 — 5,6568 = 0,0001

355
087 | ;Se puede escribir ™= E? Justifica la respuesta y di cuél es el orden de error
00

cometido.

Al ser un numero irracional es imposible escribirlo con una fraccién,
ya que todas las fracciones son nimeros racionales.

™= 3,1415926... %:3,1415929...

El error cometido es menor que una millonésima.

088 | ;Para qué numero seria 5.432,723 una aproximacion a las milésimas por defecto?
°©2 | ;Es la respuesta tnica? ;Cuantas respuestas hay?

Respuesta abierta.

Una aproximacion a las milésimas es 5.432,7231.

La respuesta no es Unica, ya que hay infinitos nimeros.

089 | Indica cudles de los nimeros estan escritos en notacion cientifica.

Q@00
a) 54-10" ) 243.000.000 e) 7,2-1072 g) 0,01-10°%®
b) 0,75-10°" d) 0,00001 f) 0,5-10" h) 18,32 -10*

El nimero 7,2 - 1072 estd escrito en notacion cientifica.



Numeros reales

090

[ehexe]

091

oo

092

[ehexe]

093

[ehexe]

26

Escribe en notacion cientifica los siguientes nimeros, e indica su mantisa
y su orden de magnitud.

a) 5.000.000.000 ¢) 31.940.000 e) 4.598.000.000 g) 329.000.000

b) 0,00000051 d) 0,0000000009 f) 0,0967254 h) 111.000
a) 5.000.000.000 =5-10° Mantisa: 5 Orden de magnitud: 9
b) 0,00000051 =5,1-10" Mantisa: 5,1 Orden de magnitud: —7
C) 31.940.000 = 3,194 - 10’ Mantisa: 3,194 Orden de magnitud: 7
d) 0,0000000009 =9-107"° Mantisa: 9 Orden de magnitud: —10
e) 4.598.000.000 =4,598-10° Mantisa: 4,598 Orden de magnitud: 9
f) 00967254 =9,67254-107*  Mantisa: 9,67254 Orden de magnitud: —2
g) 329.000.000 = 3,29 10° Mantisa: 3,29 Orden de magnitud: 8
h) 111.000=1,11-10° Mantisa: 1,11 Orden de magnitud: 5

Desarrolla estos nimeros escritos en notacién cientifica.
a) 48-108 b) 8,32-107" c) 6,23-10°'® d) 3,5-10°"2

a) 438 -10°=480.000.000 0 6,23 -107'®=0,00000000000000000623
b) 832-107""=0,0000000000832 d) 3,5- 10~ '?=0,0000000000035

Realiza las operaciones.

a) 1,32-10*+2,57-10*

b) 8,75-10>+9,46-10°

¢ 362-10°+585-107°

d) 23-10°4+35-107"4+4,75-10?
e) 346-102+59-10*+3,83-10?

) 132-10"4257-10*=3,89-10*

) 875-10°49,46-10°=1,0335 - 10

) 3,62-10*4585-107° = 3,620000585 - 10"

) 23-10°4+3,5-107"+4,75- 1072 =2,303975 - 10’

) 346-1072459- 10"+ 3,83 - 10> = 593830346 - 10*

Q 0O T L

e

Halla el resultado de estas operaciones.
a) 9,5-10*—-3,72-.10*

b) 86-10° —5,45.10°

¢ 79-107"—-13-10"°

d) 46-10°+53-10*—3,9-10°

e 5.10°—3-10"+7-102

a) 95-10"—372-10"=578-10*

b) 86-10°—545-10*=8,055- 10°

Q 79-10"—=13-10°=7887-10"

d) 46-10°+53-10"—39-10>=4,652610-10°
)

e) 5-10°=3-10""+7-107?=4997 - 10°



094

Qoo

095

Qo0

098

[<X"Yeo}

SOLUCIONARIO

Efectua las siguientes operaciones.

a) 73-10*.525.107° ¢ 83-10°:537.10°

b) 891-10°.5,7-10" d) 95-107%:3,2-10°
a) 73-10"-525-107%=3,8325-10° 0 83-10°537-10°= 1545623836 - 10*
b) 891-107°-57-10“=50787-10° d) 95-107°:3,2-10°=296875-10"7

Simplifica el resultado de estas operaciones.
6,147-107% - 4,6 -10° b 3,92.10*.5,86-107°
7,9-10% .6,57-10~° 7-107%.9,2.10"

6,147 -107 - 46 -10° 2,82762 -10° 5
= = 5447893185 - 10

79-10° - 6,57 107 51903 -10*

3,92-10% - 586-107° 229712 107

710 .92.10%  644-10°

= 3,566956522 - 1078

Halla el valor numérico de estos radicales.

a) V81 b) ¥—27 ¢ JY—100000 d) I—216 e Y625 f) Y—128

) 481 = +3 o /=100000 = —10 o) 4625 =45
b) —27 =3 d) =216 = -6 fy ¥-128 =2

Indica los radicales equivalentes.

3/2_3 %:%:\/2_9 826:2%:2%:2%:20/215
2 2 8
dF =35 —30 — 95 I7 =75 =7 =7

Simplifica los siguientes radicales.

) Y16 b)Ysa o Y32 d) V27 e V75 ) Y128 g) 27 h) Y625
4 1
a) 16 =Y =25 =2 2?—2f
#3372—33 25 3.5 =347

%

o
-
w
o
||

o
a
ﬁ ﬁ
(2] ~
I
.
o] YW N
s,
I
w
»
I
w
w
r\)‘g
I
w
ey

_h
=
o
N
®©
Il



Numeros reales

099 | Escribe como potencias de exponente fraccionario estos radicales.

jeXeXe)
a 1 3
a) Vava q |— e) —— 9) (Va
i : Wa)
b) Javava d) Ya fy ] hy 3
Ya a
1 a1
12 3)2 3
a) a\/gz(a-a?) :(az) =qg*
1 1
[ 1]? [ ;]? 1 1
12 312 33 73 A
b) Javava = a(a 02) = a(az) =(a-a4) :(04) =qgn
1
2 1\3 1 -
a a - — 1 1 —
Q |— =|— :(a2):a4 f) = =qg*
Vo |2 9a 1
a? a4
-5 3
d) Ya® =at g) (\/2)3:02
o o
o 1 _ 11202 h>i/Taa
a 5 a
a
100 | Expresa mediante un solo radical.
000

WV @ |- 9z
J2

a) Y35 b /:\g 0

st ) o

a) V35
J2

28




SOLUCIONARIO

101 | Extrae los factores que puedas de la raiz.

[cRexe]

a) V8 o V50 e) V12 g Y1000
b) V18 d) Vo8 f) V75 h) /40
a) V8 =v2 =242 o V12 =322 =243
b) V18 =23 =32 ) N75 =35 =53
9 V50 =v2.52 =512 g 1000 =275 =2.5=10
d Vo =272 =72 h a0 =32* 5 =235

(1)0(2 Extrae factores de los radicales.
o) Y8 9 V2Fat e Yabe
b) 416a” d) Ya*b5c° f) 315625x%y?
a) M:W:Zcﬁ/? d) Yab°c® = abc? ¥ a’bc
o) $16a ={2'a =20¥a o Yab" =ab?Ya
9 J2°ab® = 2a’b* f) 156255t y> =350 x*yP = 52xylx

103 | Simplifica las siguientes expresiones.

[CX- Yol

12 4
a) 3 aw Q 3 881‘:)3 e) ¥729a’b7?
a
L Y
b) ¥32a°b8c " d) _37 V8a’b*c™* f) a:
3/_3206b4 3

3 \3/\/ 01: =IVa?® = (0%6)3 =g _
a a

b) ¥320°0 ¢ =2 abPc? =2ab7c*Y2a

C)380“ _J2a* _2a |a
81b° ENGY 30 V3
s P _i/ b 1\/ b

3/_3206b4 _3/2506b4

o) Y7906 =306 =3ab2¢a

d)

29
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Numeros reales

104 | Introduce los factores bajo el radical.

eCo

a) 2%/? Q) 3% e) %(‘/E q) 23/7 i) %3%
3
b) 4420 9 32 p Ll h) sf y LB
5 2 2 5 7 4
1 1 1 1
a3 235 =225 =40 ) di: L
2\ 2 \ 24.2 3
b) 4420 = 4[4*.20 = 5120 q 237 =327 =56
3
9 3375 = 375 = V3 " Si/j_si_@_325

2.7 3%.2
Q9 2v2 = - 18 R _ 18
5 52 25 5 5.3 125

3
3
e)i(‘/g:471'6:4i:4i J) ].\E—i/ 3 :i/ 3
2 2! 16 8 7 4 7343 21952

105 | Introduce los factores dentro del radical, si es posible.

eeC

a) a- 4a -1 o) 2. |3a e) 542
2a a 8
4ab )
D .4 ; d) —2ab> Yab f) —a?¥a
c a

\/40—1 \/02(40—1) \/402—0
a) a- = =
2a 2a 2
4ab \/czb \/44a4b“czb \/2804b5C2 \/2503b5
b) .4 = 4 = 4 = 4
c 8a c*8a 2%ac* c?

2 [3a _ [23a _ [3
a 8 2’a’ 2a
d) —2ab?lab =(-22a*bab = Y-2%a*b’
e) No es posible introducir factores, puesto que 5 no es factor.

) —a*¥a ={—aa =I=a

106 | Operay simplifica.

eCo

a) (3v2 —5). (442 —3) e) (7v/5 +4)-(5v5 —36)
b) (247 +3v2)-(5-2v2) f) (7v2 =3)-(5v/3 +2)

o W3 +v2)-(V3 =2) g) (687 ++5)-(6v7 —/5)
d) (52 —3).(5v2 +3) h) (245 —=v10)- (245 +10)



107

108

SOLUCIONARIO

3 (342 =5)-(4v2 —=3) = 12(2) —9v2 —20V2 +15=—29v2 + 39

b) (287 +32)-(5-2v2) = 10v7 — 414 +15v2 —6(J2) =
=10v7 =414 +1542 - 12

9 (V3+42) (3-v2)=(3) =6 +v6 —(V2) =3-2—1
B (5v2 =3)-(5v2 +3) = 25(s2) +15¢2 —15v2 —9 = 50— 9 = 41

& (745 +4)-(5v5 —3J6) = 35(y5) — 21430 + 2045 — 1246 =
=175- 2130 + 205 —12v6

f) (7v2 =3)-(5v3 +2) =356 +14v2 —15V3 —6
9 (637 +5)-(657 —=v5) =36(7)" —6435 + 6435 —(J5) =

=252-5=247

h (V5 =410)- (245 +10) = 4(V5)" + 250 — 250 —(10) =

=20—-10=10

Calcula.
a) Ya* Ya® -¥Ya* c) J2a°b* 13 4ab?
b) Y3a%b -\2ab? N N

5 4 9 20

8 27
a Yoo -Ya & at-dv=a2.gn-ge=qn=VYa" =a¥a
3
) [3a’b-N2ab’® =(3a b Zab3)2 = (3¢’ b) (2ab*)s =

_\/32 a‘b? 2’ a*b’ = \/2332 a’ b"
5
) 20 3 4ap? = 20%4 4abz)3 = (20%4) (4ab?)s =

2’a’b" 2°a’b" a‘b?
=1 =1 =19
450%"° 21045410 57
1

1

Efecttay simplifica.

a 2+v3) —(2+43).2=43)

b) (3++/5)-(3=5)+(2—45)-(2+45)

o (V3 +5 —4av7)-(V3 =5 + 47)
9 2+v3) —2+v3)-2-V3)=4+4V3 +3-4+3=6+43
b) 3++5)-3-V5)+(2-4v5).-2+4V5)=9-5+4-80=-72

9 W3 +V5-47)-(V3 =5 +447) =
=3-15 + 421 + 15 =5+ 435 — 421 +4+/35 —112 =109+ 8+/35

31



Numeros reales

109 | Halla el resultado.

o a) V7—2V6 \J7+2V6
b) A543 —1.3543 +1
Q) {‘/\/?-I—\E‘\‘/\E—\/?

A N7—2v6 J7+2¥6 =7 —2V6)7+2J6) =Ja9—24 =25 =5
b) Y53 —1- Y53 +1=(V3 +1)6V3 +1) = ¥75—1= 372
9 Y3 +¥2 4B -2 =3 +2) 3 —V2) =43-2 =1

110 | Efectuay simplifica.
i 1

4/43 —4 3 —
a)u c)(14+ 7—#5)2
22.2.22

] —2
— 1 1 a
b) 814~4/-]:\/§ d [ +]
[ 3 3 ) 9 16

13 RE]

3 ]
3 .03 24.2*4.23 725 _2n :W

I
2727 2000 27
AR R R
b) 814 - i/i V3 =13-34.38[:37 =383 =38 =43
3 3

o (Va7 ) (V1417 3) _(ag2)ioar= L]

-2 -2
| [16a+9a
144

a a
7+7
9 16

d)

111 | Expresa el resultado como potencia.
@0

a) (¥5.J5) 9 V22 V2
b) I3 .33243 d) IY8¥s1

1o1)\® 5\°
a) (%/;\/E)G:(SLSZ) :(56) =5

1 o2 oo 2
b) /3333 :35.(32-32) =35.35.310 =30

1
1

o T T -] F)
d) 38\@:<2S(34) ) :2-315



Racionaliza y simplifica.

SOLUCIONARIO

) 66 —6 f 7445
J6 43
-5 636 —6
b) N ) Ve
o) -2 h) 2
J2 5355
d) 5\/57_4 i) 55—4
332 %/3—2
e) —6 ) 72
247 E
676 —6 _ (636 —6lNe _ 6-6-6v6 _ 6l6—6) PN
Jo (Ve ) 6 0

-5 _ =55 _ —s¥5 s
N NG 10 2

1-v2 _(-VaV2 _V2-2

b)

) 2

0 sV3 -4 _ (53 -4 1593 +4d3 1593 433
=3 =3 .3 -3 3

g =6 _ 3 _ 37 37

27 7 hdr 7
0 7445 _ G+s)Y3 743 +ers

I3 Y343 3

6vo -6 (6o —6)i6?  sled6 —e?) .=
9) e e _ =66 — Y6t
o _ oz oz
555 55 s 25

sV3 -4 _ (53 -4)i3 _ s¢3 —433
I3 NEEEE) 3
72 74 7y

g 3343 9
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Numeros reales

113 | Elimina las raices del denominador.
[SReXe]

1 —5 7

a)

J2 41 J3 -2 J11 =3
b 3 " a2 fH =0
J2 +43 3J2 =5 J6 +7
1 W2 V-1 s
) 41 202 -) 21 =2
30 3(V2 = V3) 32 -3 e
R R N7 By Ny A B
-5 (342 —sy3—10
G T W W e P
| a2 432 +V5) a+adio 4+ ad10
32 -5 (3v2 =5)(3V2 +45) 185 13
g 7 _ W3 e 7
Jii-3 0 (11 =311 +3) -9 2
-5 —s(J6 —V7) _—5\/5-1-5\/7:5\/5_5\/7

Ve T We il 17) - 6-7

114 | Racionaliza las siguientes expresiones.
X ke

-1 5 8 -7
VBB 3T 5o e 9.6 +43)
) - _ VNG _ V543
25 =v3) 25 —V3)5 +4/3) 4
) 5 _ sr=vay o sW7-2) T -2
3.(V7 +42) 37 +V2)W7 =V2) 15 3
9 8 _ 8(\10 +6) _8(10-6) _2(J10-e)
5-(V10 =v6)  5(v10 —v/6)(N10 ++/6) 20 5
0 -7 _ We-v3) 76 -3)
9-(W6 +43) 9l +V3)(6 —/3) 27
115 Racionaliza y simplifica el resultado.
2 1 S B 9 576 —v2 " 43 +\7
3+6 1-5 +7 NIT) J12
i 3++6 3tV 3+Ve 3-6)

) \/3+\/€ :\/3+\/€.\/3+\/€ B 3+\/€ a (3+\/g)(3—\/g) a
33446 —Visrevs 3346 —Visreve

9—-6 3




SOLUCIONARIO

) T 145 -7 _
1—vV5+v7  (1=V54+7) (145 -47)
B 14457 V5T
VST V55435 4T 4357 142435
(V5 —V7)(1-2435) -5 17 —24/35 2175 42245
EIPN SN 121-140 -
NS 17 2435 2175+ 24245
~19
5 svV6 —v2 _ (sV6 —VaVis _ 5327 —6 _
ie (Vig)’ 18
C5.3.2d3 -6 6(53—1)  5¢3 -1
18 63 3
9 a3 47 _ (a3 +TN12 _ 2a4a _ 2024421) _ 124421
Ji2 (Ji2) 12 6:2 6
116 | Racionaliza las siguientes expresiones.
- ) 3 9 2
(3v2 —5)-(av2 —3) Y2 -(V125 +2)
b 2 ) —
Ya (543 =) 43 .32
3 3 3
g (32 =5).(4v2 =3)  24—9v2 —20v2 +15 39-29V2
B 3(39 + 20v2) Cn7+48742 117487V2
© (39-20v2)(3042942)  1521—1682  —16l
2 —2(543 +1) N

K a1 a3 -3 +1)  7ad4

sz o1 (53 oWar s¢f3 et a7

3734 3734 .42 148
2 2125 -2) _ V20 +2V2 _

BB G e Is D o
7(—%4-2\/5)%/2_277?}59.27 +2Q/2_77,5,2§/ﬁ+229/?:

12132 327 12192 322 242
C2-s¥5 242 ¢0)  —s¢5 2 4280
B 242 B 121
9 e R R S L -y
332 TR R R Es
—az . p N
6 3

35



Numeros reales

117 | Realiza estas operaciones.

g L] b Y6
V2o 2 Yo Y2
) 1o o 0 1 Vo _2+¥e
2o ¢/ Je 2 Je.2°
118 | Efectua las operaciones.
jeXsYel
1 1
2 é_ 1 b) oz 3
Bs+s5 U5 SERD)
5 1 555 s 55
Js+s5 5 (5 +5) U5 4535
11 -3
NN
119 Calcula, mediante la definicion, los logaritmos.
a) log; 243 e) Inée?
b) log, 81 f) Ine™
¢) log 1.000.000 g) log; 343
d) log 0,00001 h) log, 0,0625
a) logs243 =5 e) Ine*=2
b) logs 81 =2 f) Ine“=—-14
c) log 1.000.000 =6 g) log;343=3
d) log 0,00001 = -5 h) log,0,0625 = —2

120 | Sabiendo que logs; 2 = 0,63; halla log; 24 mediante las propiedades de los logaritmos.

®L0
log; 24 = log; (2°-3) =log; 2° + logs 3 =31logs 2 +log;3=3-063+ 1 =
=189+1=289

121 | Calculalog, 128, utilizando las propiedades de los logaritmos, e intenta dar un
?°% | resultado exacto.

log, 128 4°=128 2%=128 27 =72 le
2

122 | Halla el resultado de las expresiones, mediante las propiedades de los logaritmos.

[CReye]

a) 2log, 16 + log, 32 — 3 log; 49
b) log, 8 + logs 27 + logs 125
c) logs 625 —log, 81 + logs 64

a) 2log,16+10g,32 —-3log,;49=2-2+5-3-2=3
b) log, 8+ logs 27 +logs 125=34+3+3=9
Q) logs625 —1loge81 +1logs64=4—2+2=4

36



123 | Desarrolla las siguientes expresiones.
[ X ke
a) lo & d lo i
93 e Jio W
3, 5/p6 3,4 6
b) log, a b d) In e -Na
¢ 1.000
2 . 5 .
a) logs a bz < =log; (@’ -b° -¢)—log; d* =
=log; a* +log; b° +logs ¢ —log; d* =
=2log; a+5log; b+logs c—2log; d
3. 5/46
b) log, aNb log, (@* - 3/b6° ) —log, 3" =
3/C7
5 z
=log, a® +log, b5 —log, c3 =
:3logza+%logzb+1logzc
7 o \/% = log (X : \/;) —log/y* - 7°
5
yo-z
( i) 2 3
=logo \X - X2 flogm(yS -zf):
1 2 3
=logy, x +logyy X2 —log;y y5 —logy, z5 =
= log X+ilog x—glog y—ilog z
10 2 10 5 10 5 10
3.4/ 6 6
) nf Y9 _ |n<e3 -at )fln 1.000 =
1.000

3
=Ine’+Inag? —In10° =

:3Ine+%|na—3|n10

124 | Determina, utilizando la calculadora.
[ Xeke]
a) logs 367

b) log, v/31 ) logs 100 d) log,31°
log 36
3) 10g;36” = 2109536 = 2. 220 _ 44531
log 5
log 31
b) logy V3T = - log, 31 = . 2921 _ 54771
2 2 log2
log 10
0 loge 100 = loge 10° = 2- o9 P _ 2,5701
log
log 31
d) 10g. 3 = 5log, 31= 5. 2> _ 123855

SOLUCIONARIO

37
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Numeros reales

125

eeC

126

| Jolke)

127

| Jolke)

128

eCo

Silog e = 0,4343; jcuanto vale In 10? ;Y In 0,17

In

log10 1 log 01

10 = = = 23025 In01=
log e 04343

-1
loge 04343

= —2,3025

Halla el valor de los logaritmos decimales, teniendo en cuenta que log 2 = 0,3010.

a) log 1.250 c) log5 e) log 1,6
b) log 0,125 d) log 0,04 f) log0,2
10.000

a) log 1.250 = log Y = log 10.000 —log 2* = 4 —3-0,3010 = 3,097

b) log 0,125 = log é =log1—log2*> =0—3-03010 = 0,903

q) log5=log % =log 10 —log 2 =1-0,3010 = 0,6990

2
d) log 0,04 = log ]200 =2log2—2log 10 =2-03010—2 = —1,398
24

e) |og1,6:|ogW:4log2flog1O:4~O/301Of1:O,204

f) log 0,2 =log % =log 2 —1log 10 =0,3010 — 1= —0,699
Calcula el valor de x.
a) log;x=5 q) log,x=—1 e) log;(x—2)=5 g) log, (2 —x)= -1
b) logsx=3 d) log, x = 4 f) logs(x+2)=3 h) log,;(3+x) =4

a

(e

)

)
-

—

Q

>
=

3
logsx =5—3 =x = x =243
logsx =3 =5 =x > x=125
log,x=—-1—-2"=x—>x=05

[2]“ 16
log, x=4—>|—| =x > x=—
3 3 81

logs(x —2)=5—-3 =x—2—>x=243+2 =245
logs(x +2)=3—>5 =x+2—>x=125-2=123
log, (2—x)=—1—>2"=2-x—>x=-05+2=1,5

logy (3+ x) =4 — 23" =34 x - x = 279.841— 3 = 279.838

Halla cuanto vale x.

a) log,3=—1 b) log,5=2 c) log,3= -2

a) log,3=-1-x"

'=3 5 x=

x
3

b) IogX5:2—>x2=5—>x:\/§

d) log,2=5—-x"=2—>x=12

d) log,2=5



129

eeC

Calcula el valor de x.

SOLUCIONARIO

a) log;9* =2 e) log;9*3 =3
3 3

b) log2* = = f) log2= =
) log 5 ) log 2
o In3=—1 g) In3**=3

d) log, 4 = —2

h) log; 27> = -2

a) log;9* =2 > xlog;9=2—->2x=2—>x=1

3 3
b) log2* == > xlog2=——x= — x = 49829
2 2 2log 2
—1
0 InN3¥=-1-2xIn3=-1—2x=—— x=-09102
In3
d) log, 4™ = -2 =27 =4 527 =2 5 _D=Ix+8 > x=

e) logs 9 =3— 3’

< 3 X 3
f) log2? == > —log2=——>x=
7 2 2 ? 2

— 9x+3 RN 33

=3¥" 53=3%+9 o> x=-2

— x = 9,9658
log 2

9) |n3“6:3—>(X+6)|n3:3—>x:i—6—>><:—3,2693

In3
h logs 27>+ :—2%(3X+4)|ogg27:—2—>3x+4:_?2
—2-12 —14
— 33X = - X =
9
Determina el valor de x.
a) 8=1.024 e) 82=1024
b) 3¥ =27 f) (3) =27
q 3" 5=27 g) 3 +18=27
d) 10" =10° h) 2X-2+ =1
X 3x 10 10
a) 8 =104 -2 =2 %x:?

b) 37 =27 —» 3" :33—>x:%

Q) 3 =2753"9=3 5x—6=3>x=+9 =3
d) 107 =10 5 x—1=3—>x=4

o 16

877 =1024 -2 =2" 53x-6=10>x=—
3
(3*)2:27e3”+33—>2x:3—>x:%

3 418=27 53" =953" =3 5x? =25 x=12

2= 2 =2 5 X =+ 1=0 x =1

=5

39
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Numeros reales

131

[ehexe]

132

OO0

133

°00

Indica si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones. Razona tu respuesta.

FZeealge

=

Todos los nUmeros decimales se pueden escribir en forma de fraccion.
Todos los numeros reales son racionales.

Cualquier nimero irracional es real.

Hay nimeros enteros que son irracionales.

Existen numeros reales que son racionales.

Todo nimero decimal es racional.

Cada numero irracional tiene infinitas cifras decimales.

Todos los nimeros racionales tienen infinitas cifras decimales que se repiten.
Todos los numeros racionales se pueden escribir mediante fracciones.

a) Falsa, pues los nimeros irracionales tienen infinitas cifras decimales
no periédicas y no se pueden escribir como fraccion.

b) Falsa, porque hay nimeros reales que son irracionales.

c) Verdadera, ya que los nimeros racionales y los irracionales forman el conjunto
de los nimeros reales.

d) Falsa, porque si son enteros no pueden tener infinitas cifras decimales no
periddicas.

e) Verdadero, pues todos los nimeros que se pueden expresar como fraccion,
son numeros reales, que ademas son racionales.

f) Falsa, porque los nimeros decimales con infinitas cifras decimales no
periédicas son irracionales.

g) Verdadero, ya que tienen infinitas cifras decimales no periddicas.
h) Falsa, pues los decimales exactos también son racionales.
i) Verdadero, por definicion.

{Por qué la raiz cuadrada de cualquier niUmero terminado en 2 es un nimero
irracional? ;Existe otro conjunto de nimeros con esta caracteristica?

Porque no hay ningln nimero que, al multiplicarlo por s mismo, dé un nimero
terminado en 2.

Todas las familias de nimeros terminadas en 3, 7 y 8 tienen esta caracteristica.

Escribe en notacion cientifica las siguientes cantidades.

ctgoge

f)

ze

Distancia Tierra-Luna: 384.000 km

Distancia Tierra-Sol: 150.000.000 km

Didmetro de un dtomo: 0,0000000001 m

Superficie de la Tierra: 500 millones de km?

Longitud de un virus (gripe): 0,0000000022 m

Peso de un estafilococo: 0,0000001 g

Un afo luz: 9.500.000.000.000 km

Distancia a la galaxia mas lejana: 13.000 millones de aios luz

a) 384.000=3,84-10° e) 0,0000000022 =22-107°

b) 150.000.000 =1,5-10° f) 0,0000001 =1-10""

¢) 0,0000000001 =1-107"° g) 9.400.000.000.000 = 9,4 - 10"
d) 500.000.000 =5 - 10° h) 13.000.000.000 = 1,3-10"



SOLUCIONARIO

134 | Con ayuda de las propiedades de los numeros reales, prueba que el producto
de cero por cualquier nimero real da como resultado cero. En cada caso, indica
la propiedad que estas utilizando.

Por la unicidad de los elementos neutros para la suma y la multiplicacion
se tiene que:

Propiedad distributiva

0-a+a=a-0+1)=a-1=a

Como0-a+a=a—>0-a=0

e . . ., a
135 | ;Qué tipo de decimal se obtiene de la fraccion P
°?® | siendo a un nimero entero? 2°:5

Como nuestro sistema de numeracién es decimal, al dividir un nimero entero
entre un numero que sea potencia de 2 0 5,0 de ambos, se obtiene

un decimal exacto. Si el numerador es multiplo del denominador, se obtiene un
ndmero entero.

136 | ;Existe algun caso en que la aproximacién por exceso y por defecto coincidan?

Y si consideramos el redondeo, ;puede coincidir con la aproximacién por exceso
o por defecto?

No pueden coincidir, ya que para aproximar por defecto se eliminan las cifras

a partir del orden considerado, y para aproximar por exceso se eliminan

las cifras a partir del orden considerado, pero se aumenta en una unidad la Ultima
cifra que queda.

La aproximacion por redondeo coincide con la aproximacion por defecto sila cifra
anterior al orden considerado es menor que cinco, y coincide con la aproximacion
por exceso en el resto de casos.

. . . . . 1
137 | Razona como se racionalizan las fracciones del tipo: S e
200 /a _ /b

Multiplicamos el denominador por el conjugado:
Ya +3b _ Na+4b
o —%b)¥a +46)  “Va -V
Xa +36)0Va +7Vb)  Xa +36)Va +7Yb)

(Vg —"Uo)(Va +7b) “Ja -0
Por tanto, multiplicando por el conjugado n veces:

*/a +2/b)Va +7Ib)--(Na +b)

a—>b

1



Numeros reales

138 | Racionaliza las siguientes expresiones.

Qoo 2 2 %/E
D 2z iva Vo 3Bziva QU6 Zsds —el3
2 22 =3 -2)

N PN N N S SN S R
22 -V3-2) _ 22 -3 -2)(-5+2V12) _

—5-2J12 (=5—= 2312 (=54 2312)
1082 + 424 +1043 =24 — 20812 _

10(—8@—10%ﬁ+16£ _10V2 —8V6 +4+6V3
23 23
o 2 _ 2072 433 - 2)
W2 33444 (V2 =33 +2)0V2 4343 = 2)
2V2 +3v3-2)  200V2 +3V3 —2)(=23-124/3)

341243 (c34+1243)(=23-1243)
—022 — 4846 —138v/3 —216 + 02+ 48v/3

97
—2\2 — 486 — 903 —124

97
I 26 +5v5 +643)

@

J6 =545 —6v3 (V6 =545 —6v3)6 +5v5 + 643)
P26 +5v5 +6v3)  Y2(V6 +5v5 + 63 )(—137—604/15)

—227 - 6015 2471
26 +5V5 +643)(=137 + 60415
—2471

139 | Indica un procedimiento general para racionalizar expresiones del tipo:

o000 1
Jo +b, +...+b,

teniendo en cuenta que b, b,, ..., b, son numeros reales.

Se multiplica el denominador por una expresién que resulta al cambiar de signo
a todos los elementos del denominador menos a uno.

Al realizar la operacion el nimero de raices disminuye, se repite este proceso
tantas veces como sea necesario hasta que la expresion quede racionalizada.

140 | Considera que A, B, Cy D son cuatro pueblos. La distancia medida entre Ay B
®®% | hasido de 48 km, con un error de 200 m, y la distancia entre Cy D ha sido de 300 m,
con un error de 2,5 m. ;Qué medida es mejor? ;Por qué?

0.2 = 000416 E = 2,5
8 300

Se calcula el error relativo: E, = = 0,00833

Es mejor la medida tomada entre las ciudades Ay B, ya que el error relativo
cometido es menor.

42



SOLUCIONARIO

141 | Comprueba las siguientes igualdades.

eeC

a) Ya - b ="Wab
b) ¥a -Yb ="a-b
o) Va+ =a +Ub
d) a¥b" = ¥(a-b)"

a) Falso: /4 .38 = 4

e) Va -Ja-Ja -Jb =ava-b
f) a\/b+c :\/ab+ac

g Ya** =avb

hy Ja? +b" =a+b

e) Verdadero: g -a -a -b=Ja b=

4.8 # 4 —aja-b
b) Falso: 4 .3/8 =4 f) Falso: 24/154+1 = 8

J4-8 #4 \J2:-154+2-1#38

18 2 il

) Falso: 3/5+3 =2 g) Falso: ¥a®b? :(agbz)“ =qg'b* =a’b? =

Us +33 #2 —aJb #a'b
d) Falso: 23/3° =18 h) Falso: /32 +42 =5

3(2-3) 18 3+4%#5

142 | Escribe 2°° en notacién cientifica.
[eXeRe)

a) Sabiendo quelog2=0,3010y quev10 = 3,1622.
b) ;Podrias hacerlo con una calculadora cientifica?

5500

c) Expresa en notacion cientifica, teniendo en cuenta el primer apartado.

a) Llamamos x al nimero: 2°%° = x

Tenemos que encontrar y tal que 107 = x.

log x

20 =x 500 = log, x =
log2

Por otro lado, como log x = y:
y=1500-log 2 =150,5
10105 = 10% - 10 = 3,1622 - 10"

b) No se puede hallar con calculadora, ya que es un nimero demasiado grande.

¢) Llamamos x al nimero: 5°% = x

Tenemos que encontrar y tal que 107 = x:

log x

550 = x 500 = logs x =
log5

Por otro lado, como log x = y:
y=500-log5=3495
10799 = 10° - 10 = 3,1622 - 10**

43



Numeros reales

143 | Las unidades de medida con que se mide la cantidad de informacion son:
o Byte = 28 bits Megabyte = 2'°Kilobytes
Kilobyte = 2'° bytes Gigabyte = 2'° Megabytes
Expresa, en forma de potencia y en notacion cientifica, las siguientes cantidades
de informacion en bits y bytes.
a) Disco duro de 120 Gb. c) Disquete de 1,44 Mb.
b) Tarjeta de memoria de 512 Mb. d) CD-Rom de 550 Mb.
a) 120Gb=120-2"-2""- 2" pytes = 15 - 2* bytes = 15 - 2*' bits
120 Gb = 1,2885 - 10" bytes = 3,2985 - 10" bits
b) 512 Mb =27-2"". 2" bytes = 2% bytes = 2* bits
512 Mb = 5,3687 - 10° bytes = 1,3743 - 10" bits
Q) 144Mb=144-2"°2""pytes = 1,44 - 2% bytes = 1,44 - 2% bits
1,44 Mb = 1,5099 - 10° bytes = 3,8655 - 10° bits
d) 550 Mb =550-2'- 2" bytes = 550 - 2%° bytes = 550 - 2% bits
550 Mb = 5,7672 - 10° bytes = 1,4764 - 10" bits

PARA FINALIZAR...

144 | Si a es una fraccién irreducible:

1 . . .
a) ;Cuando es at equivalente a %? b) ;Y cuando es atb equivalente a %?

a+1_a b at+b _a
b+1 b b+b b
ab+b=ab+a ab+b*=ab+ab—b*=ab
a=b Como b es distinto de cero:b =a
145 | Siuna fraccion % es irreducible, json las fracciones a +bb y a _: irreducibles?
a - a -

Como los divisores de a + b son los divisores comunes de a y b:

(a+ b)ya-bnotienen divisores comunes, y la fraccion
es irreducible.
Como los divisores de a — b son los divisores comunes de ay b:

a-b

(@ —b)ya-bno tienen divisores comunes, y la fraccion

es irreducible. a-b
- . 1+ k
146 | Demuestra la siguiente igualdad: Zlog — =1
k=1
99 99 'I 'I 99 1+k
_ — |Og - =
3 N
1& 1
= ; (Iog (1+ k) —log k) 5 (Iog 100 —log 1) =



147

148

149

150

SOLUCIONARIO

Demuestra estas igualdades.

a) log,(b-c)=log,b+ log,c b) log, [EJ =log,b —log, c
C
a) Por la definicion de logaritmos:
log, (b-0)=x log, b=y log,c=7
a’=b-c a’=b a‘’=c
a’-at=b-c a+z=b-c log, (b 0)=y+2z

Es decir: log, (b - ¢) = log, b + log, ¢

b) Por la definicién de logaritmos:

Ioga[g] =X log, b=y log,c =2z
c
axzﬁ a’=b a’=c
c
a’ b ., b b
—=— ai=— logs| —|=y—2
a c c c

Es decir: Iogg[g] =log, b —log,c
c

Demuestra la siguiente igualdad: log (a*> — b = log (a + b) + log (a — b)
log (@ + b) 4+ log (a — b) = log [(a + b)(a — b)] = log (@* — b?)

Si el 4rea de esta figura es 10 cm?, ;jcudl es su altura? D

La longitud de la base mide: 1 + J2 em

Calculamos la altura: 10 :(1 + \E) -h

J— “ \“\
p=_10 _10 105:—1o+1oﬁ cm )

71—1—\/5_ -1 A "8

Dos piezas méviles de una maquina se desplazan
a la misma velocidad. La primera pieza describe

una circunferencia de radio 5 cmy la segunda
se desplaza de un extremo al otro del diametro
de esa circunferencia. A B

Si ambas piezas parten del mismo punto, ;jcoincidirdn

en algun momento?
Suponemos que ambas piezas parten de A. /

Llamamos v a la velocidad que llevan los dos moviles.

La distancia recorrida por el movil que se desplaza por la circunferencia

enlos puntos Ay Bes: 5n(k — 1), siendo k un nimero natural. La distancia recorrida
por el mévil que se desplaza por el didmetro en los puntos Ay Bes: 10(k — 1),
siendo k un numero natural. Las distancias recorridas por el mévil que se desplaza
por la circunferencia son nimeros irracionales, mientras que las distancias
recorridas por el movil que se desplaza por el didmetro son nimeros naturales.
Por tanto, nunca coincidirdn ambos méviles.
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El ultimo Caton

El calor era infernal, apenas quedaba aire y ya casi no veia, y no sélo
por las gotas de sudor que me caian en los ojos, sino porque estaba
destallecida. Notaba un dulce sopor, un sueto ardiente que se apode-
raba de mi, dejandome sin fuerza. El suelo, aquella fria plancha de
hierro que nos habia recibido al llegar, era un lago de fuego que des-
lumbraba. Todo tenia un resplandor anaranjado y rojizo, incluso no-
sotros. [...]
Pero, entonces, lo comprendi. {Era tan facil! Me basto echar una ulti-
ma mirada a las manos que Farag y yo teniamos entrelazadas: en aquel
| amasijo, humedo por el sudor y brillante por la luz, los dedos se ha-
bian multiplicado... A mi cabeza volvié, como en un sueno, un juego
infantil, un truco que mi hermano Cesare me habia enseniado cuando
era pequena para no tener que aprender de memoria las tablas de
multiplicar. Para la tabla del nueve, me habia explicado Cesare, solo
habia que extender las dos manos, contar desde el dedo menique de la
mano izquierda hasta llegar al nimero multiplicador y doblar ese de-
. do. La cantidad de dedos que quedaba a la izquierda, era la primera
' cifra del resultado, y la que quedaba a la derecha, la segunda.
Me desasi del apreton de Farag, que no abrio los ojos, y regresé frente
al angel. Por un momento crei que perderia el equilibrio, pero me sos-
tuvo la esperanza. {No eran seis y tres los eslabones que habia que de-
jar colgando! Eran sesenta y tres. Pero sesenta y tres no era una com-
binacion que pudiera marcarse en aquella caja fuerte. Sesenta y tres
era el producto, el resultado de multiplicar otros dos numeros, como
en el truco de Cesare, jy eran tan faciles de adivinar!: jlos numeros de
Dante, el nueve y el siete! Nueve por siete, sesenta y tres; siete por
nueve, sesenta y tres, seis y tres. No habia mas posibilidades. Solté un
grito de alegria y empecé a tirar de las cadenas. Es cierto que desvaria-
ba, que mi mente sufria de una euforia que no era otra cosa que el re-
sultado de la falta de oxigeno. Pero aquella euforia me habia propor-
cionado la solucion: jSiete y nueve! O nueve y siete, que fue la clave
que funciono. [...] La losa con la figura del angel se hundi6 lentamen-
' teen la tierra, dejando a la vista un nuevo y fresco corredor.

MATILDE ASENSI

e
= il

Justifica algebraicamente por qué funciona el truco para la tabla
de multiplicar por 9 y demuestra que no existe un truco parecido
para multiplicar por un nimero distinto de 9.

En la tabla del nueve, a medida que vamos multiplicando

por un nimero mayor, sumamos una unidad en las decenas

y restamos otra unidad en las unidades:
9-n=n(10—-1)=10n—n

Por este motivo funciona el truco.

En las tablas de multiplicar, desde la tabla del uno hasta la tabla
del ocho, a medida que vamos multiplicando por un nimero
mayor no siempre sumamos una unidad en las decenas.
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SOLUCIONARIO

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

Pon un ejemplo de polinomio de grado 4 y con término independiente —5.
Determina sus términos y su valor numérico parax =2y x = —1.

Respuesta abierta.

PX) =x* — x> 4 5x — 5

PQ)=2"-2"+5-2-5=13

P=1)=(=1)" = (=1’ +5-(=1)—5=-8

Saca factor comun a las siguientes expresiones.
a) 4x%yz® —12xz*> —20xy‘z
b) 2x(3x* —1) —8(3x* — 1) —(3x* — 1)

a) AXyz — 12x7 — 20xy'z = dxz(xy’Z — 3z — 5y

b) 2x3x* — 1) =8B -1 =03 —-1)=03*—-1)2x—-8—-1)=
=3 = 1)2x—=9)

Realiza esta division por la regla de Ruffini.
(4x° —12x* —20x 4+ 2): (x + 2)

4 0 =12 0 -20 2
-2 -8 16 -8 16 8
|4 -8 4 -8 —4 [

o

Indica los elementos de esta ecuacion.
(x+2) - x—=5+4+2=7—x
Términos: x% —3x; —8; 7; —x°
Primer miembro: (x + 2) - (x — 5) + 2
Multiplicando el primer miembro: x> — 3x — 8
Segundo miembro: 7 — x°
Incoégnita: x
Grado: 2
Soluciones: x; = —2,09; x, = 3,59

. - . .o x+4 1 5—x
;Cudles de los siguientes valores son soluciones de la ecuacién - = ?

La solucién de la ecuacion es la del apartado d), x = 2.
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006 | Resuelve las siguientes ecuaciones.

%=1 x—=1_x 4x —3) 5k +8)

) _ 9 = 6(x +3)—2
3 7 2 2 6
b) g_(z)(_nzo d) 3[x—§]+4(2x—1)= X+4—2(x+4)
g Xl Xl X g 14— x4 6=21x - x =8
3 72
b) @*(kf]):O—>3x7674x+2:O—>X:74
o =3 _SH8 43— 1 —36—5x—40=
2 6 172
= 36x+108—12 > x = ———
29
d
) 3[X—§]+4<2x—1)—X+4—2(x+4>+21x—14+56x—28—
:x+4—14x—56—>)<:—%
ACTIVIDADES

001 | Calcula estos nimeros combinatorios.

o el ef

’ 76 | 11
3) [7]: no_76_ 9 [12]: 21121110
2) 25t 24 3)7 390 3.2
! |
b) [ — =21 d) 8| _ 8! —3
5/ 5.2 7)) 70
002 | Desarrolla las siguientes potencias, utilizando el binomio de Newton.
a) (2x—5y b) (¢ + 2x°

a) (2x —5)°=8x> — 60x> + 150x — 125
b) (X 4+ 2x)° = x"> 4+ 10x" + 40x"" 4 80x° + 80x” 4 32x°

003 | Comprueba si los siguientes nimeros son raices del polinomio
P(x) = x* + 3x> — 2x* 4+ 6x — 8.

a) x=1 b) x=2 o x=-—1 d x=-4
a) P)=1"+3-1"-2-1"4+6-1-8=0
Por tanto, x = 1 es una raiz del polinomio.
b) PRQ)=2"+3-2°-2-2+6-2-8=36
Q) PN = (=143 (=1 =2- (=1 +6-(~1) —8=—18
d) P(—4)=(—4"+3- (-4’ -2 (-4’ +6- (-4 —-8=0
Por tanto, x = —4 es una raiz del polinomio.
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004 | Calcula las raices enteras de estos polinomios.

a) PX)=x"—1 b) Q) =x>* —9x* —x + 105
b) |1 -9 —1 105
7 7 =14 =105
1 =2 =15 0
5| 5 15
1 3 0
La raiz entera del polinomio es: 1 Las raices enteras del polinomio son: {—3, 5, 7}

005 | Factoriza estos polinomios.
a) 2 —8x*+2x+ 12 b) 3x* —8x* —20x+ 16 ) 2x*+ 15 +31x* + 12x

a) 2¢ =8+ 2x+ 12=20x+ Nx — 2)(x — 3)
b) 3x° —8x* — 20x+ 16 = (x + 2)(x — 4)(3x — 2)
A 22X+ 15+ 31 + 12X =x(x+ ) +4H02x+ 1)

006 | Encuentra las raices enteras de los polinomios.

a) 12x4+ 2 4+ 4 4+ 9x* b) x* —8x* —9 €) 2 + 10x* +28x% + 32x%
a) 2 9 12 4
2| -4 —10 —4
25 210 La Unica raiz entera es; —2
2| -4
2 1 0
2X4+1=0—> x = ' Estaraiz no es entera.

b) 1T 0 -8 0 -9

-3 -3 9 =3 9
1 =3 1T =3 & Las raices enteras son: {—3, 3}
3 3 0 3

1 0 1 0

€) Sacamos factor comun: 2x*(¢ 4+ 5x* + 14x + 16)

1 5 14 16
-2 -2 -6 -16 Las raices enteras son: {—2, 0}
I 0

007 | Simplifica estas fracciones algebraicas.
3x? —5x 20 —8x + 4x?
3x 12 4+ 8x
3x*—5x  3x—5 b 20— 8x +4x? x*—2x+5

a)

3x 3 12 4+ 8x 2X+3
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008 | Realiza esta operacion y simplifica el resultado.

3 v 2-x
3x24+6x  x  6x+12
3 1 2—x x>+ 4x +18
L At

I+ 6x  x 6x+12  6x(x+2)

009 | Clasificay resuelve estas ecuaciones de segundo grado.

a) X*—10x+21=0 f) 3x*—18x=0
b) 3x*4+20x+12=0 g) 4x*—36=0
) 3xX%+9%—4=0 h) —8x*+40=0
d) 4’ —12x+9=0 i) —5x*+30x=0
e) 2 +5x—8=0 ) 3x=2¢

a) Ecuacion completa:

X =1 +21=0—> x =

2]
10+ 4 {x1:7

= -
2 X, =3

b) Ecuacién completa:

—204/20°—4-3-12

2-3

42X 4+12=0—> x =

¢) Ecuacion completa:

949 —4-3-(-4)

N+ K—4=0—>x=

23
_ 9129 o
Lo —9EN129 = 6 -
6 —9-+/129
o= =339

d) Ecuacion completa:

4 12X +9=0—>x =

e) Ecuacion completa:

—5+45 —4:(—=2)-(-8) —5++-39
—>x=

=2 +5x—8=0—>x=

2:(-2) —4
No tiene soluciones reales.
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f) Ecuacién incompleta:
3 —18x=0—-3xx—6)=0— x;, =0 X, =6
g) Ecuacion incompleta:
40 —36=0-x=v9 5x=-3 x=3
h) Ecuacién incompleta:
—8¢ +40=0-x=1/5
i) Ecuacién incompleta:
5 4+30x=0-=5x(—x+6)=0—>x=0 X, =6
j)  Ecuacion incompleta:

N =2 >3x¥=0->x=0

010 | Resuelve estas ecuaciones.
a) 36*—1)+2x—5)—20=0
b) 2—x)0Bx+1)—@B+x)(x—1)+8x*—15x+3=0
o (X+2)x—3)—x(2x+1)+6x=0
d) 3x(x —2) +2(1 +9x) —2 =3x(x + 4)
)

e) 2—x(2x+2) —4(x—3)—5x=0

a) 3¢ =1 +2x—5—-20=0—-3+2x—33=0

_ 22 -43:(33) _ 2220 |x, -

X = =
2-3 6 3

X, =3
b) 2—=Xx)GBx+1)—CB+X)x—1)4+8"—15x+3=0

8+Je4—64
4

% —8x+8=0— 2

Q) X+ —3)—xX+1N+6x=0—> X +4—6=0

() xJ(-4 —416 _a+J-8
21 2

X =

No tiene solucién real.
d) 3x(x—2)+2(14+9%) —2=3x(x+4)

0 =0 — No es una ecuacion, es una identidad.
) R—X2x+2) —4x—3)—5x=0——-2¢—7x+16=0
_ N EJ7r -4 (=206 744177

X
2-(=2) —4
X, = _7% V177 =1,58
%
% = *7% VI77 _ 508
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011 | Determina, sin resolver la ecuacion, el nimero de soluciones que tiene.

a) —2x*4+5x—8=0 d 2*—x—3=0

b) 9x*+30x+25=0 e) x*+9x—2=0

) =54+ 9% —6=0 f) 0,34x*4+0,5x—1=0
Calculamos el discriminante:
a) A=b’—4ac=5 —4-(-2)-(—8) = —39 < 0.No tiene solucion real.
b) A=0b>—4ac=30°—4-9.25=0.Tiene una solucion.
Q) A=b'—4ac=9"—4-(-5)-(—6) = —39 < 0. No tiene solucion real.
d) A=b’—4ac= (1) —4-2-(-3) = 25> 0.Tiene dos soluciones.
e) A=b'—4ac=9"—4-(-1)-(—2) =73 > 0. Tiene dos soluciones.
f) A=b"—4ac=05"—4-034-(—1)= 161> 0.Tiene dos soluciones.

012 | ;Cudntas soluciones pueden tener estas ecuaciones bicuadradas? Resuélvelas.
a) " —37x*+9=0
b) X*(* —1)=16(x*—1)
Q) 25x%0¢ —1)+11x*+1)—7=0

Como las ecuaciones son de cuarto grado, pueden tener un maximo de cuatro
soluciones.

a)

— 2
4¢ — 37 +9=0-"542—-377+9=0

(=37) £ (=37 —4-4.9 37435 |[4=9
= _— %
2.4 8 7 =—
4
Z7=9 —>x,=-3 X, =3
1 1 1
= — X3 = —— X4 = —
2 2
R — 1) =160 — 1) 5 — 174+ 16 =025 2~ 1724 16 =0
—(=17)£ (=17 —4-1-16 17415 {;:1
7= = -
2-1 2 z, =16
Zi=1—x=-1 X, =1

2, =16—>x3=—4 X, =4

250 =N+ 11X+ 1) —7=0
536 — 25¢ + 4=0-2=5362 — 2574+ 4=0

—(=25) k(=257 —4-36:4 257 |97

1
7= j
2-36 72 =4
9
1 1 1
7= — X =—— X, = —
4 2 2
2 2
= — X3 = —— X, = =
9 3 3
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013 | Halla la solucidn de las siguientes ecuaciones con fracciones algebraicas
1 x+7
a) X+ —— +
x+1 X+1
4 3—x?
by —+———=0
) x* x?
2 7
a) X+7] =2 e —x—6=0
X4+ 1 X +1
—(=NEJ(=1) =4-1-(=6) 1£5 {x1:3
X = = -
21 2 X7 =2
2 _
b) i4+37;(:0—>7x F3 4= 2 43244=0
X X

—3+£3*—4-(=1)-4 345 {ZW:—1
7= = -

2-(=1 -2 z, =4
z; = —1 — No tiene solucion real.

=4—-x=2 Xy = —2

014 | Resuelve estas ecuaciones con radicales.
) Vx+4 +V2x—1=6
) x2 —3x* —2 =4
) Vx +x+12 =Bx + 4
) 2x+1-3Vax—3 +5=0

X+4 +yX—-1=060->%—-1=x+4-120/x+4 +36
— (X =417 = (—12/x+4) = x* = 226x +1.105 =0
—(=226) £ \[(=226) —4-1-1.105
X =

_ 226£216 {x] =5
21

5 X, = 221
La soluciéon es x = 5.

b) x? —{3x’—=2 =4 > x"—8+16=3x>-2 > x"—11x>+18=0

2 2 117418=0

—(=1)E£J(=11)° —4-118  11£7 {21:9
= -
2.1 2 Z; =2
21=9->x=-3 X, =3
22:2%)(3:\/5 X4:_\/?

Las soluciones son x; = =3y x, = 3.

7 =
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Q Jx +x+12 = Jex+4 SXH2YXPHI12X +x+12=8x+4

S 4x? +48x =36x7 —96x +64 > 22 =9 +4=0

—(-N£J(-9P 424 947 |y =
= -
22 4

X =

1
2
X, =4
La solucién es x = 4.

d) 2dx+1=3J4x =3 +5=0—> QJx+ 1) =(3J4x —3 —5)*
— (6 —32%)> = (=304/4x —3)? > 64x> —249x +171=10

- —(—249) £ \[(—249Y — 464171 _ 2494135 N _2

64
264 256 X, =3
La solucién es x = 3.
015 | Estas ecuaciones aparecen factorizadas. Encuentra su solucion.
a) 3x —1)(x+2)x —4) =0 d) 2x*(x —3)*3x+4)=0
b) x(x —2)(x+3)(x —12) =0 e) 5x(x —1)*2x+7)%=0
o 2x—1)4x+3)x—2)=0
a) xp =1 X, =—2 x3=4 d))Q:O X, =3 Xs:,i
3
7
b) ;=0 xx=2 x3=-3 x,=12 e)x;=0 xx=1 x3= ——
2
@] xwzi xz:fi X3 =2
2 4

016 | Factoriza las ecuaciones y resuélvelas.
a) x* —2x* —13x +38x —24=0
b) x¥* —6x*+ 10X —6x>+9x =0
A X*+8C+17x*+8x+16=0

a) (k— Nx—2)x—=3)x+4)=0
xi=1 x=2 x3=3 x,=-4

b) x(x —3)*x*+ 1) =0

=0 x,=3
A K+40¢+1)=0
xX=—4

017 | Escribe una ecuacion que tenga como soluciones: x =3, x=2yx= —7.
{Cudl es el minimo grado que puede tener?

Respuesta abierta.
X—=3)x—-2K+7)=0
El minimo grado que puede tener es 3.



018 | Resuelve estos sistemas de ecuaciones.

a) 4x+6y=0 b) 5p+ 2g=1
6x —9y = —6 15p —10g = 11

Escoge el método que consideres mdas adecuado.

a) Resolvemos el sistema por sustitucion:
= 3
4x+6y =0 } Y

6x —9y = —6 2
_3.—
-3
6~—yf9y:f6—>y:i—>x: 3 -~
2 3 2

b) Resolvemos el sistema por reduccion:

Sp4 2g=1]—> —15p— 6g=—3
150 —10g = 11 150 —10g = 11

Sumamos las ecuaciones:
—15p — 69 = —3}

150 —10g = 1 .
—l6g = 8—>q:—;

Sustituimos en una de las ecuaciones:

sp+2. o1 p=2
2 5

019 | Halla las soluciones de estos sistemas.

a) 32x+y—1)—6@x —y) =15
—X+y+3x—-2y+6)=4

X =5 n 2y —1 -5

3 5
32—X)+4y+1)=36

b)

a) Resolvemos el sistema por sustitucion:

32x4+y—1)—6@x—y) =15 _>72X+y:2
—X+y+3x—2y+6)=4 2X—5y=-14

Resolvemos por reduccion:

22X+ y= 2
2Xx—=5=-14
—4y=-12—>y=3

Sustituimos en una de las ecuaciones:

1
—2X+3:2%X:3

!

SOLUCIONARIO

55



56

Ecuaciones, inecuaciones y sistemas

by x=5 , ¥=1_, 5% + 6y = 58 }

3 5 T 344y =26
30— X+ 4y +1) =36

Resolvemos por reduccion:

5+ 6y = 58] —=>  15x + 18y = 174
—3x + 4y = 26] —2> —15x 4+ 20y = 130
38y =304—>y=38

Sustituimos en una de las ecuaciones:

5X4+ 6:-8=58—>x=2

020 | Clasifica estos sistemas de ecuaciones, y resuélvelos por el método mas adecuado.

a) 8 —2y =4 b) p+2g=1
—12x+3y =—6 3p— g=11
a) 8x—2y=4 Ly 4y
Sty =—6] 7

Sistema compatible indeterminado: y = 4x — 2.

b) Resolvemos el sistema por reduccion:
p+29=1 ﬂ>—3p—6q:—3
3p—qg=11 3p— qg= 11

—_ 8
_7q = 8— q= 77

Sustituimos en una de las ecuaciones:

7 7

Sistema compatible determinado.

021 | Decide de qué tipo son estos sistemas de ecuaciones y representa graficamente

su solucién.
a) —12x+9y = -2 b) 21a—14b=35
8 —6y =0 —12a+ 8b=-20
a) Sistema incompatible. b) Sistema compatible determinado.
Y Y
03 I
‘|..
—+———t——— —+——t—t——t—t—T7t+—t—t—t
03 X I X
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022 | Resuelve los sistemas.

a) x? +y? =202 b) x2 +xy =24
X +y =20 x +2y=13

a) Resolvemos el sistema por sustitucion:
2 2
=202 g,
x+y=20

=1

(ZO—y)2+y2:202—>y2—20y+99:O—>ly 9
L=

Sustituimos en la ecuacion:
x;=20—11=9
X, =20—9=11

b) Resolvemos el sistema por sustitucion:

2 _

Xy =24 139

X+ 2y =13

=5
29

(13—20)'+ (13— 2))y=24—>27— 3% + 145=0—

Hy =

Sustituimos en la ecuacion:

9
X =13-2.5=3 6=13-2-—=-16

023 | Calcula dos nimeros, sabiendo que su suma es 42 y la suma de sus inversos es 5

Planteamos el sistema de ecuaciones:

X+y=42

R I SR
f-f—fzz 72y +72x =T7xy

X oy
Resolvemos el sistema por sustitucion:
=18
T+ 7242 —y)=T7@2 —y)y >y — 42y +432=0— ‘H] Y
L, =

X =42 —18=24
X, =42 — 24 =18
Los nuimeros pedidos son 18y 24.

1
024 | Resuelve la siguiente inecuacion: ?X —4<3x+1
Razona los pasos realizados para resolverla.
, ]
+ Resolvemos la ecuacion: Ex —4=3+1-ox==-2

« Tomamos un punto cualquiera de cada intervalo:
X = —4de (—o0, —2) x=0de (-2, +x)
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025

026

- Comprobamos si esos puntos son soluciones:
—4
Six=—4— —6= 7—4 <3 (=4)+1=—11 = (=00, —2) es solucion.

Six=0——4>1-(—2,+00) no es solucién:
« Comprobamos si el extremo es solucién.

-2
Six:—2—>75=774§3~(72)+1:75 — x = —2 es solucién.

Por tanto, la solucién de la inecuacion es el intervalo (—oo, —2].

Encuentra el error cometido en la resolucién de esta inecuacion.
2x <8x—12
—6x<—12 - 6x<12 - x<2 — (—x0,2)
Al pasar del segundo al tercer paso, se ha multiplicado la ecuacién por —1,

y se deberia haber cambiado el sentido de la desigualdad, por las relaciones
de orden que cumplen los numeros reales.

Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado con una incégnita.

a) x*—=3x+2<0 f) x—=3)x+4)>0
b) x? —=3x+2>0 g) x+3)x<4

) x*—9% >0 h) x* —30 >x

d) x¥*-9<0 ) xX*+x+3<0
e) xX>+2<0 j) 4x*—4x+1<0

X, =1

X, =2

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=0 x=1,5 X=3

Six=0—=0"—-3-0+2>0—(—o0, 1) no es solucion de la inecuacion.

a) Resolvemos la ecuacion: x> — 3x +2 =0 —>{

Six=15—15"—3-15+2<0-(1,2) es solucion de la inecuacion.
Six=3—>32—3-342>0— (2, 4) no es solucion de la inecuacion.
Las soluciones de la ecuacién lo son también de la inecuacion.

Por tanto, la soluciéon es [1, 2].

b) Se deduce del apartado anterior que las soluciones de la inecuacion son:

(=00, TTU [2, +00)
=0
c) Resolvemos la ecuacion: x> — 9x =0 — lf —9
L, =
Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
Xx=—1 x=1 x=10
Six=—1—=(=1?—=9-(=1)>0— (—o0,0) es solucién de la inecuacion.

Six=1-12-9.1<0-(0,9) no es solucion de la inecuacion.
Six=10—10"—=9-10> 0—> (9, +o0) es solucién de la inecuacion.
Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.

Por tanto, la solucion es (—oo, 0) U (9, +o0).
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X, = —3

X, =3

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=-—=10 x=0 x=10

Resolvemos la ecuacion: x> — 9 =0— {

Six=—=10—(=10)> — 9 > 0 — (—o0, —3) no es solucion de la inecuacion.

Six=0—-0"—9<0—=(=3,3) es solucién de la inecuacion.

Six=10—10°— 9 > 0 — (3, +0) no es solucion de la inecuacion.

Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.

Por tanto, la solucién es (—3, 3).

El primer miembro de la inecuacion siempre serd positivo.

Por tanto, la inecuacién no tiene solucién.

=4

L, =

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=—10 x=0 x=10

Six=—=10—> (=10 = 3)(—10 + 4) > 0 — (—o0, —4) es solucion

de la inecuacion.

Resolvemos la ecuacion: (x — 3)(x +4) =0— i

Six=0—(0 — 3)(0+4) <0—(—4,3) no es solucién de la inecuacién.

Six=10— (10 — 3)(10 +4) > 0 — (3, +0) es solucién de la inecuacion.

Las soluciones de la ecuacion lo son también de la inecuacion.

Por tanto, la soluciéon es (—oo, —4] U [3, +00).

Resolvemos la ecuacion: (x + 3)x =4 — {? i —4

, =

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=—10 x=0 x=10

Six=—=10—>(=10+3) - (—10) — 4 > 0 — (—o0, —4) no es solucién

de la inecuacion.

Six=0—(0—-3)-0—-4<0—(—4,1)essolucién de la inecuacién.

Six=10—(10—3)-104+4 >0 — (1, +0) no es solucién de la inecuacion.

Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.
Por tanto, la soluciéon es (—4, 1).
., X, = =5
Resolvemos la ecuacion: x> — x — 30 =0 — {XW B
L, =
Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=—10 x=0 x=10
Six=—10—= (=10’ — 10 — 30 > 0 = (—o0, —5) no es solucion
de la inecuacion.

Six=0—0"—0—30<0—(=5,6) es solucion de la inecuacion.

Six=10—10>—= 10— 30 > 0 — (6, +20) no es solucion de la inecuacion.

Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.
Por tanto, la solucién es (=5, 6).

El primer miembro de la inecuacion es siempre mayor o igual que cero.
Por tanto, la inecuacién no tiene solucion.

El primer miembro de la inecuacién es siempre mayor o igual que cero.
Por tanto, la inecuacién no tiene solucion.
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027

Resuelve estas inecuaciones de grado superior, siguiendo el método utilizado
para las inecuaciones de segundo grado.

a) (x—2)x—3)x*—2)>0 Q) X*+2x*+3x—6<0
b) x(x —4)x+ 1)x* —1) <0 d) x*—=5x>4+4x24+ 9 —9>0

x =2

a) Resolvemos la ecuacion: (x — 2)(x — 3)(xX* —2) =0 — 1%2 = ;/5
X3 =

Xs =3

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:

x=-10 x=0 x=15 X=25 x=10
Six=—10- (=10 — 2)(~10 — 3)((= 10 — 2) > 0 — (—o0, —/2 ) es solucion.
Six=0—-(0—2)(0-3)(0*-2<0 —>(\F —\5) no es solucion.
Six=15-(1,5— 2)(1,5 — 3)(1,5” = 2) > 0> (~/2, 2) es solucién.
Six=25—025-2)25-3)25 —2) <0— (2, 3) no es solucion.
Six=10-— (10 — 2)(10 — 3)(10° — 2) > 0 — (3, +00) es solucion.
Las soluciones de la ecuacién lo son de la inecuacion.

Por tanto, la solucién es (—oo, —\/E] [\F 2} [3,400).

X = —1
X, =0

o

Resolvemos la ecuacion: x(x — 4)(x +1)0¢ — 1) =0—>

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=-10 x=-0,5 x=05 xX=2 x=10

Six=—10—->—=10- (=10 =4 (=10 4+ D(=10° = 1) >0 — (—o0, —1)
no es solucion.

Six=—-05——-05-(—05—4)(—0,5+ N(=05°—1)<0—(—1,0)
es solucion.

Six=05—0,5-(05—4) 0,5+ 10,5 — 1) >0—(0, 1) no es solucion.
Six=2—2-2—-4Q2+1)(2°-1)<0—(1,4) es solucion.
Six=10—10-(10 — H(10+ 1)(10* — 1) > 0 — (4, +00) no es solucion.
Las soluciones de la ecuacion lo son de la inecuacion.

Por tanto, la solucion es [—1,0] U [1, 4].

€) Resolvemos la ecuacion: x> + 2 +3x —6=0—>x=1
Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=0 x=10
Six=0—0"+2-0"4+3-0—6<0—>(—o00, 1) es solucion.
Six=10—10°+2-10°+3-10 — 6 > 0 — (1, +00) no es solucion.
Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.

Por tanto, la solucién es (—oo, 1).
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-3
1 2
d) Resolvemos la ecuacion: x' — 5+ 4x* + 9x — 9=0— X =1
1++13
Xy = ————
2
Xy =3

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=-—10 x=0 X=2 xX=25 x=10
Six=—-10= (=10 = 5- (=101 +4-(—=10>+9- (=100 = 9>0

[—oo, 1_13] es solucion.
2

1—+13
Six:O—)O“—5~O3+4~02+9-O—9<O—>[2,1] no es solucién.

14+ 13
Six:2—>24—5-23+4-22+9-2—9>O—>[1,+2]essolucién.

14+ 13

SiX:2,5—>2,54—5~2,53+4-2,52+9-2,5—9<O—>[+2,3]

no es solucion.
Six=10—=10"=5-10°+4-10°4+9-10 — 9> 0 — (3, +00) es solucion.

Las soluciones de la ecuacién no lo son de la inecuacion.

1—@] 14413
2

2

U1

Por tanto, la solucién es [—oo, U (3, +).

Representa en el plano la regién solucién de estas inecuaciones.

a) x+y<o0 o 2x—y>1
b) x —y <0 d y—22>0
a) Y 0 Y
X X
b) 4 d) Y
X X
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029 | Dibuja las siguientes regiones del plano.
a) Los puntos del plano con abscisa positiva.
b) Los puntos del plano con ordenada mayor o igual que cero.

Encuentra una inecuacién que tenga cada una de esas regiones como conjunto
solucién.

a) x>0 b) y>0

030 | Calculalas soluciones de estos sistemas de inecuaciones.

a) x+3>5 b) 154+7x>8
2x—1>11 3x <14x + 6

a x+3>5 X >2
2x—=1>11 X>6

Elegimos el intervalo que cumple las dos inecuaciones: (2, +o).

6
X>——

x> —1
b) 15+7x >8 }_}
1

3x < 14x+6

) ) ) ) 6
Elegimos el intervalo que cumple las dos inecuaciones: [_F +00].

031 | Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones con una incégnita.

a) x*—3x<6 b) 2x + x* <3x*> + 4
6x? + 4x >3 7x* 4+ Xx>2x—6

3—+/33 34++/33
a) x2—3x<6 SX<

2 2
6X2+4X23} —2—22 <X<—2+\/22
6 o 6

—2-J2 2422
p ]

Elegimos el intervalo que cumple las dos inecuaciones: p

b) 2x + x* <3x* + 4
X4+ Xx>2x—6
Son ciertas para todos los nimeros reales.

} — Siempre se cumplen.
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SOLUCIONARIO 2

Calcula las soluciones de estos sistemas de inecuaciones.

a) x+2y<4 b) 12x —3y >7
-2+ y >3 —x+2y <12
a) 14 b) 1
/
/
X ) /I
X
Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones con dos incognitas.
a) 2x—3y+6>0 b) 4x —y >0
x+2y < x <2
a) YA b) Y
N /
™ /
N
5 N
— /
> X 2
X
I

Calcula 31, 4!, 5, 6!y 7!, y comprueba si son ciertas las siguientes expresiones.
a) 2!-31=6! b) 31+ 41=7! c) 6! —21=4l

31=6 41 =24 5/=120 6l =720 71'=5.040
a) 21-31=12 6/=720 b) 314+41=30 71=5040 c 6l—21=718 41=24
Por tanto, ninguna expresion es cierta.

Simplifica las expresiones sin hallar previamente el valor de los factoriales.

1 ] 1 1 1 !
a8 g2 g ekt g By 0y X
41 6! al 41 7131 (x —3)!
|
9 & _6.5-3
41
9]
b) —=9-8-7 =504
|
Q (a+|2)':(a+2)(a+1):az+3a+2
at
8l
d = =8.7-6-5=1680
41
| .
100 _10-9-8
7030 3-2-1
x!
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036 Calcula las incégnitas y comprueba estas igualdades.

1 H i E I R H

a) No consideramos la solucién trivial x = 6.

8 8l (8
6 o6l |2

10 100 (10
2 7]73!.7!7[3]

a
5

_ al :[ a ]
@—5)-5 a—=5

037 | Completa los siguientes desarrollos.
U a) Bx+2f =81 + [ + [+ 9601+ 16
b) (3 —4y)P’ =27 —[y+ 1441+
o (2p —qg)*=16p* —32p8qE + 24 pBgB +[] + g0
d) 3mn —p??=[m*nE —27mBnCp0 4+ [Imnp* — pU
(Bx+ 2" =81x" + 216> + 216x° + 96x + 16
b) (3 — 4y =27 — 108y + 144y* — 64y°
(2p — g =16p* = 32p°q" + 24p’q" — 8pq° + q°
Bmn — p?* =27m’n* — 27m’n’p* + 9Imnp” — p°

038 | Sabiendo que 5,1 =5+ 0,1y que 0,99 =1 —0,01; calcula el valor de 5,1°y 0,99
“®® | empleando la férmula del binomio de Newton.

5P°=(5+017°=5+3-5".01+3-5-01°+0,1°=
=125+75+0,15+ 0,001 = 132,651

099°=(1-001)=1"=2-1-001+001"=1— 002+ 00001 = 0,9801

039 | Determina los términos que se indican en estos desarrollos.

Qo

a) Séptimo término de (x 4+ 2y)". ¢) Decimosexto término de (2p + g»)*.
b) Décimo término de (x> —3)". d) Decimocuarto término de (—a + 2)*".
a) 13.440x%° Q) 306.726.174.720p"°q*°
b) —98513.415x" d) 1.666.990.080a°

040 | Halla las potencias cuyo desarrollo da lugar a estas expresiones.
- a) 4x>+20x+ 25

b) 27x* —54x* 4 36x —8

o) 81p*+216p>+216p° + 96p + 16

a) (2x+ 5y b) Bx—2) 0 Bp+2*
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SOLUCIONARIO

Encuentra los términos indicados de los siguientes desarrollos.
a) Eltérmino central de (3p* —2qg)".

b) Eltérmino que contiene x'?en (2x* + 1)°.
10
) ) 2
¢) Eltérmino que contiene x'' en [ — XZ] .
X

a) 43.110.144p"q° b) 5376x" o —960x"

El séptimo y el octavo términos del desarrollo de una potencia son 1.792x? y'2

y 1.024x y', respectivamente. Intenta descubrir de qué binomio hemos calculado
una potencia.

X+ 2y°°

Comprueba si M(x) = 2x*> — 5x* + 4x — 4 es divisible por x — 2y, en caso
afirmativo, encuentra un polinomio N(x) que permita escribir M(x) de la forma
M(x) = (x —2) - N(x).

Dividimos el polinomio entre x — 2:

2 -5 4 —4
2 4 =2

4
7o 2 o
El polinomio N(x) es el cociente:
NOX) =2 —x+2

Determina las raices de los siguientes polinomios.

a) (x —=3)x+5)x—2) e) X*+8x*+17x+ 10
b) x(x —2(2x+ 1) f) 3x*+7x*—22x—8
) (2x —1(@Bx+ 2)(x + 3)? g) 2x* =113 +21x* —16x+ 4
d) x*—3x*—6x+8 h) x* —4x* —12x* + 32x + 64
a) xx=-5  x=2 X3=3
b) )<1=7i X, =0 X3 =2
2
Q x,=-3 xzzf3 ><3=l
3 2
d) 1 -3 -6 8
1 1 =2
1 -2 -8 0
-2 -2 8
1 -4 0
4 4
1 0
X, =—2 X, =1 X;=4
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1 7 10 0

f) 3 7 -2 -8

2 6 26 8
3 13 4 |0
—4 —12 —4

9 |2 =11 21 —16 4
1 2 -9 12 —4
2 -9 12 —4 |0

2 4 —10 4
2 -5 210
2 4 -2
2 -1 ] 0
2Xx—=1=0
.l
2
1
Xi=— Xx=1 x3=2
2
h) 1 -4 —12 32 64
-2 -2 12 0 —64
1T -6 0 32 [0
-2 -2 16 —32
1 -8 16 0
4 4 —16
1 —4 0
4 4
K 0
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SOLUCIONARIO

De un polinomio de segundo grado, P(x), se sabe que P(1) = —6, P(0) = —3
y una de sus raices es 3. Determinalo.

Obtén el valor de m para que el polinomio mx® — 6x*> — 4x + 8 tenga 2 por raiz.

x—=3)ax+b)=0

Como P(1) = —6:
—2a—2b=-6
Como P(0) = —3:
—3b=-3

Por tanto, resultaquea=2yb=1.
El polinomio pedido es 2x* — 5x — 3.

Y como 2 es raiz:
m-22—6.-22-4.248=0->m=3

Obtén el valor de n para que el polinomio 2x* + 2x*> 4+ nx + 3 tenga —3 por raiz.

Como —3 esraiz
2-(=3P+2-(=3°+n-(-3)+3=0->n=-11

;Qué valor debe tomar a para que el resto de dividir x> + ax*> —3x —a entre x — 4
sea 677

Dividimos el polinomio entre x — 4:
1 a -3 —a
4 4 164+ 4a 52+16a
|1 4+a 13+4a [52+15a
Igualamos el resto a 67:
524+ 15a=67 =a=1

Determina a y b de manera que el polinomio x* + ax? + bx — 6 sea divisible por x —2
y por x + 3.

Dividimos el polinomio entre x — 2:
1 a b —6
2 2 4+ 2a 8+ 4a+2b

\1 24a 4+2a+b [24+4a+2b

Dividimos el polinomio entre x + 3:

1 a b —6
-3 9—3a —27+9a —3b

|1 —3+a 9-3a+b [-33+9a-3b

Resolvemos el sistema:

24+4a+2b=0
—334+9a—-3b=0

-3

}—)(J:Z b=-5
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049 | Escribe un polinomio de tercer grado cuyas raices sean las que se indican
[ Jele)
en cada caso.

a) 2,3y5 b) —2,—-1y4 c 2,2y—4

Respuesta abierta, por ejemplo:
a) PX)=((x—2)x—3)x—05)

b) Qb)) = (x — Dl + 2)(x+ 1)

Q RK) =Kx+4Dx—2)7°

050 | Encuentra un polinomio P(x) de segundo grado cuyas raices sean 1y —2
“?" | ytal que P(3) = 30.
=(x-1 2
Q) = —1)x +2) PO = 30— x4 2)
Q3)=10

051 | Escribe un polinomio de tercer grado cuyas raices sean 3, —1y —1,
“" | ytal que Q(2) = —18.

Px) = (x —3)(x + 1)
PQ2) = -9

= Q) = 2x = 3)(x +1)°

052 | Operay simplifica.

eCo

3 1 2 3—2 1 3
a+2 2a+4 3a+6 p+2 p+3 2a—6

g3 1 2 __m

a+2 2a+4 3a+6 6(a+2)

3—2 1 11— p?
o) P TP P

p+2 p+3  (p+2p+3

3 1 1

+
2a—6 3—a 2@ —3)

053 | Realiza las operaciones y simplifica el resultado.

| Jole)

3x —1 _ X+ 2 9 4 _ 5
Ax +12 4x —12 a+b a—b
_ _y2? _y2

2—x _ 1 n 5 d 4 —x 9—x
x> —3x 4x—12 6x—18 X4+ 2 x+3
3 -1 x+2 o2 =15 -3

Ix+12 4x—12 4x + 3)x —3)

2—x 1 5 5x — 24
b) - + =

X2 —=3x 4 —12 6x—18 12xX(3—x)

4 5 a-+ 9%
Q) =

a+b a—b (a+bb-a
4—x*  9—x?

X+2 X+3

=5-2

1
3—a




SOLUCIONARIO

054 | Comprueba si el numero indicado en cada apartado es solucion de la ecuacion.
Yele!
a) 2x* —x—-2)+6(3 —x) —2(x —3) —8=0

X=-2
b) 2(—x—=2)(1 —=x) =2(x+1)=0
x=+3
Q) R4+Xx5x—03Bx—4)+3x—1) —x>4+2x+4) =0
x=—3
2

d) 3x(x —2)+2(14+9%)+11=0

X=—
2

a) No, las soluciones son x; =2y x, = 3.
b) Si,las soluciones son x, = —v/3 y X, = J3.

, - 3
c) Si,lasoluciéones x = —5.

d) No, esta ecuacidén no tiene solucion real.

055 | Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado con denominadores.

eCo

_y?2 _ _ 2 2
a)2X+3 x+§:0 c)x2x:1_3x+x
3 4 12 2 4
2—x  3x? —2x 19 X2+ x  (x+2x
b) + + 1% o g XEX WX,
2 3 6 5 2
— 2 —
a) ZTX+¥+§:O%874X2+973X+23:O%74X273x+4O:O
3649
(DI 4440 T
X =
2-(—4) . —3+e
’ 8
_ 2 _ _ 2
oy 22X I P 673 O T TN eyt 1=0
2 3 6 6 6 6
222 411
X = - x=-1
2.1
92 2
g X ZZX :173X:X A4 =43 X 53 K+ 4=0
—(B) £ (-5 —4-3-4 54+4-23
= 23 TrE T

No tiene solucion real.
xX° + x X + 2
Kix, bt

=02 + %A+ +1x =027 +12x =0

12
x(7x+12):0%x1:77 X, =0
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056

| Jolke)

057

[ X Je)

Busca las soluciones de las siguientes ecuaciones con fracciones algebraicas
y comprueba, al menos, una de las soluciones.

1—x? 3x+1 1

a —+ +—=0
X 4 6
2 p—
b)X+4+1 4x+i:0
X 3 15
2—x 5  3x? —2x
Q ==—
x 6 3x
_2
g 12X +3X:1+é:O%12—12X2+9X2+3X+2X:O+—3X2+5x+12:0
X
545 —4-(=3)-12 5413 | =-2
X = D= 3
2.(=3) 6 =3
-3 3:341 1 -8 10 1
S L . AL A )
3 4 6 3 4 6
2 1—4
p X4 X 05 15K 4 60 + 5% — 20x? + 8x = 0
X 3 5
— —5x> +13x+60 =0
134137 —4-(-5)- 60 13437 |x =-12
X = — X = 4 5
2.(=5) ~10 Y =5
5244 1—-4.5 8 29 19 8
———== - =
5 3 15 5 3 15
J— 27
Q) 2ox 5 X 2X—)6—3X:5X—6X2+4X—>X2—2X+1:O
2X 6 3x
(DS 411
X = > x=1
2.1
2-1 5 3.P—-2.1 1 5 1
- =4+ =———4+—=0
2.1 6 3.1 2 6 3

Resuelve las ecuaciones de segundo grado sin utilizar la férmula correspondiente.
a) x(x+3)—2(x>—4)—8=0 b) 2x+3)>—8(2x+1)=0

a) x(x+3)—20—4)—-8=0

Operamos: —x*+4 3x =0

Es una ecuacion incompleta cuyas soluciones son x; =0y x;, = 3.
b) (2x43) —8(2x+1)=0

Operamos: 4x* — 4x+1=0

Factorizamos el primer miembro de la ecuacion utilizando las igualdades notables:
2x—1y =0

- 1
La solucién es x = E



058

L X Xe)

059

P

060

061

[ X Je)

SOLUCIONARIO

La suma de las soluciones de una ecuacién de segundo grado es 4 y su producto
es —21.

a) Escribe la ecuacion correspondiente.
b) Determina dichas soluciones.

a) x(4—x)=-21

b) —x*+4x+21=0—x=

—4 (4 —4. (1) 20 a{X* -3

2.(=1) X, =7
Las soluciones son =3y 7.

Calcula k en cada caso.

a) x>+ kx + 25 = 0 tiene una solucion.
b) x* —4x + k =0 no tiene soluciones.
c) kx*+ 8x + 5 = 0tiene dos soluciones.

a) KK—4-1-25=0—k=10
b) (—4 —4-1-k<0—>(48)
o} 82—4~k~5>0—>[—oo,]56]

Resuelve la ecuacién de segundo grado utilizando las igualdades notables.
Relaciona el resultado con el nUmero de soluciones.

ax2+bx+c:0—>x2+b—x+£20
a a
, . bx c , bx b’ b’ ¢
B e b G e R
a a a 40 4a’*  a
bY 0 b b c
X+—| = - X+ — == -
2a 40> a 2a 40°  a
—b b? — 4ac —b+~b?—4ac
X=—=+,|—"TF 5 x=—-—°- "
2a 4q° 2a

SiNb? —4ac < 0 — No tiene solucion.
SiNb?* —4ac = 0 — Tiene una solucion.
Sinb? —4ac > 0 — Tiene dos soluciones.

;Qué valor debe tomar k para que los nimeros indicados sean soluciones
de las ecuaciones?

a) 2¢+5x+k=0 b) k(x> —5x+ 1) —6(x+2) + 4(k —x) —65=0
x:i X=-—-2
2

2
a) 2-[3] +5-i+k:O—>k:f12
2 2

b) KI(=2) —5-(=2)+11—-6-((—2)+2)+4-(k—(=2)—65=0—k=3
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062 | ;Qué valores deben tomar ay b para que la ecuacion ax® + bx —30 =0tenga
°®= | dos soluciones, x; =5y x, = —3?

Sustituimos las dos soluciones en la ecuacién y formamos un sistema donde
las incégnitas son ay b:

2Sa+5bao:o}'—3> 750 4+ 15b = 90}

9a—3b—30=0[ — 45a—15b =150
120a =240—>a=2
—9.2-3b-30=0—>b=—4

063 | Di, sin resolverlas, cudl es la suma y el producto de las raices de las siguientes
ecuaciones, y luego calculalas para comprobarlo.

a) xX>’+5x—14=0 ) IX*+9x—10=0
b) x>+ x=0 d) 4> —4x+1=0

Partimos de una ecuacion de segundo grado cuyas soluciones sonay b:
x—akx—-0b=0

Después, multiplicamos: x* — ax — bx +ab=0-x’ — (@ + b)x +ab=0

Por tanto, el producto de las raices es el término independiente y la suma
de las raices es el opuesto al coeficiente del término de primer grado.

a) El producto de las raices es —14 y la suma es —5.
Lasrafcessonx; = =7y x, = 2.
b) El producto de las raiceses Oy la sumaes —1.

Lasrafcessonx; = =1y x, =0.

c) Elproducto de las raices es _10 ylasumaes —1.

. 5
Las raices son x; = f; y X, = g
1
d) El producto de las raices es " ylasumaes 1.

Laraizesx = ;

064 | Escribe ecuaciones de segundo grado cuyas soluciones sean:

eCo

a) x;=—4yx,=2 o x;=3yx,=-3
3 1
b) x;,=0yx,=—7 d) x1:?yx2:?
Respuesta abierta.
a) X+4k—-2)=0
b) xx+7)=0
0 K=3)Kx+3)=0

o =3l=3-
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065 | Resuelve las ecuaciones.

| Jeolke)

a) 2x—3_3—x:0
x2 =1  x+1
b) 3 _5—x:0
X+ 2 X+1
9 —X+3_9-x _,
x—1 x* —1
d) X x—1: 3 >
x2—4 x+4+2 x-=2
o) x+4_ 1—2x -0

x—3 x> —x—6

g XT3 3T o 3 —ax43=0— X — =0
x2 =1 x4+1
=0 xx=2
b) 3 —57)(:O%3x+3+x2—3x—10:0%x2—7:0
X+ 2 X+ 1
X =—~7  x, =7
0 X3 X g e 44394 x=0x —H+6=0
x—1 x? =1
X_—(—S)i\/(—3)2—4-1-6 3415
2.1 2
No tiene solucion real.
X x—1 3 ) 5
d) = — 29X+ X =3X+2=3x+6—-2x +8
x> =4  x+42 x—=2
—3x? =5x—12=0
(5 £ (=57 —4-3-(412) 5413 [N =3
* 2.3 T Tle=-2
’ 3
o XA 172X 48 - T+ =0 X 4847 =0
x—3 x'—x—-6
848 —4.1.7 _g46 1x1:—1
X = = -
2.1 2 X, = =7
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Qg@ Estas ecuaciones tienen menos de cuatro soluciones. Determinalas.
o a) 8x*+26x2+15=0

b) 9x*+80x>2—9=0

Q6 —Xiz + xi“ =0

d) 901 —x)(1 +x?) +80x2=0

Q) 8¢* +26x2 +15=0 225872 + 267 +15=0

3
—264./26°—4-8-15  _26+14 asTy
zZ = = N :
2-8 16 2 =5
No tiene solucion real.
b) o' +80° —9=0-"""5972 +87-9=0
—80+./80°—4-9-(-9) 8048 |z =
7 = = — 9
2-9 18 2, =9
1 1
n=l=2Xx=—— X =—
3 3
7z, = —9 — No tiene solucién real.
5 02 P 2=x.
Q) 6——2+—4:O%6x —5*+2=0—>62"—-52+2=0
X X

—(5)EJ(H) —4-6-2  5+-23
26 12
No tiene solucion real.

7 =

d) 91— x2)(1+ x2) +80x> =0 — —9x* +80x2 +9=0 -2 972 + 807+ 9=0

—80+./80%> —4-(—9)-9 —80+ 82 2 =9
7 =

= - 1
2-(—9 —18 Z; :75
zZ=9->x=-3 x,=3
1
Z,= _§_> No tiene solucion real.

067 | Obtén las soluciones de las ecuaciones.

L X 2]

203 —7.
a) M:6
2x2 —12
2_
b) 3x*(x? —2) = X =2
3
C) Sx_i,_E:&
X x3
d) 2 =1—3x?
2x?



a)

SOLUCIONARIO

2x 377 — 2
U et 13 43620225 22— 13743620
%0 —12
—(—13) £ (=13 —=4-1-36 1345 {2129
z= = -
21 2 =4
z71=9->x=-3 x=3

=4>x3=—2 Xx,=2

2_2 2
(=)= XL o 19 +2=0222502 19742 =0
(19 +J(-19°—4.9.2  19+17 |2 =?
A = — 1
2.9 18 7, =—
9
21:2—>x1=7\/5 xzzx/?
1 1
Ly=— > X3=—— X4=—
9 3 3
8x+£:2—2—>2x4+3x2—5:oz—:$2z2+3z—5:0
X X
—34+/3’—4-2-(-5 —3+7 a=1
z= = - 5
2.2 4 7, =—=
2
Zi=1-5x=-1 X, =1
5 . »
7z, = —— — No tiene solucion real.
%:1—3)(2—>6x“—2x2+9:OZ—:£>622—22+9:O
()£ (=2 =4-6-9 2+£+-212
zZ = =

2-6 12

No tiene solucion real.

068 | Completa las siguientes ecuaciones escribiendo un nimero en el segundo miembro,

eeC

de manera que tengan estas soluciones.

& Jx+7 —2Jan 1 =[]

xX=2

SR I N
\/; NX+5 \ 4x
x=4
a) VXx+7 —2Ndx+1=-3
b) e = 2 ]

I Sxts 12 Iax
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069 | Resuelve y comprueba las soluciones.

L X 2]

a) x+J2x+3 =6 o) 2X7_52=1
X_
b) 24/3x+1—-2x+2=0 d) Vx+2 —Vx—6 —-2=0
A X+FVUA+3 =6 +3=x>—12%4+36—> x>—14x+33=0
—(—14) £ (1474133  14+38 {x1:3
X = = -
21 2 X, =11

X=3->33+,2-343 =6
X=M1T=>11+42-11+3 #6

b) 2J3x+1—-2x+2=0— 4x*—20x =0
X=5—232y3:-5+1-2-542=2-4-10+2=0
Xx=0—22y3-04+1-2-042=2-14+2#0

9 Y2 e qxi7=0
x—=5
—(—=120 £ (=122 —4-1-27 12+6 {x1:9
X = = -
2.1 2 X, =3
2:9-2
o N29-2 4
9-5 4
232
x=3-3 2 ° £
3-5 -2

d) Vx+2 —Vx—6 -2=0—=x+2=x—6+4JXx—-6+4—>1=x—-6
x=7-J742-V7-6-2=3-1-2=0

070 | Estas ecuaciones tienen cero, una o dos soluciones. Determinalas.

o0 3 5_
a) 2Jx+1—-3V4x—3 —5=0 d) = x
1+ Vx 3

b) V3x —2 —Vx—2 =2 e) V2x—2 —Jx—-5+1=0
A Vx*+3x —Jx+8 =0

a) No tiene solucion.

b) Tiene dos soluciones:x; =2 x,=6

c) Tienedos soluciones:x; =2 x, = —4

d) Tiene una solucién: x =4
)

e) No tiene solucion.
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071 | Las ecuaciones tienen tres soluciones. Dada una solucién, calcula las otras
| dos soluciones.

a) x+3)x*—2x—3)=0 b) (2a —1)(4a®+ 20a +25)=0
xX= -3 a:l
2

a) Resolvemos la ecuacion X’ — 2x — 3 =0:
(= £(=2"~4-1-(-3) 244 _){X1:—1
2-1 2 X, =3

b) Resolvemos la ecuacion 4a’ 4+ 20a + 25 = 0:

_fZOj:\l20274~4~25 _ 20 5

a= —>a=—=
2-4 8 2

X =

072 | Halla la solucién de estas ecuaciones.

a) X +4*4+x—6=0 A X+ 1) +2x+36=12x(x+1)
b) x*(x 4+ 6) =32 d) 2x> —5x> —14x+8=0
a) 1 4 1 —6
1 1 5
15 6 [0
-2 -2 -6
5 oo
-3 -3
S h o
Xi=-3 x=—2 x3=1

b) x(x+6)=32—>x>*+6x*—32=0

16 0 -32
2 2 16 3
18 16 [ 0
—4| -4 16
T4 [0
4| -4
1 [o

Xp=—4 x,=2

A XNPH+HN+2C+36=12xK+1) > x*+2 —11x2—12x+36 =0

12 -1 =12 36
2 2 8 6 -36
1 4 3 -18 [ 0
2 2 12 18
16 9]0
-3 -3 -9
1 3]0
-3 -3
o

Xi=-3 XxX,=2
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d) 2 =5 —14 8
-2 —4 18 -8
2 -9 4 0
4 8 —4
2 -1 0
2x—1=0
1
X=—
2
1
X =—  Xx==2 x3=4
2

073 | Escribe ecuaciones factorizadas que tengan las soluciones y el grado indicados.
o0

a) Grado 3y soluciones5, —2y?7. b) Grado 4y soluciones 1, =3y —4.
Respuesta abierta.
a) (K+2k—5K—7)=0 b) (x — 1) ’(x+3)x+4) =0

074 Halla las soluciones de estas ecuaciones.
 la) 6 —7x*—x+2=0
b) 4x3(x —3) + 2x* +30(x + 1) = 23x(x — 1)
A x*4+3¢ —-11x*+2x=0
a) 6 —7 =1 2
1 6 -1 =2
6 -1 =2 |0

Resolvemos la ecuacion 6x> — x — 2 =0:

(D12 —46-(=2)  1+7 x=
= -

X = 2
2.6 12 —_
3
1 2
X=—— X;=— XxX3=1
2 3
b) 4x(x —3)4+ 2 +30(x +1) = 23x(x = 1) = 4x* — 12> = 21x* +53x +30 =0
4 —12 =21 53 30
-2 -8 40 -38 -30
4 -20 19 15 0
3 12 =24 —15
4 -8 -5 0

Resolvemos la ecuacion 4x> — 8x — 5= 0:

—(—8) k(8> —4-4-(=5  8+12 n=-=
= N .
2.4 8 WS
2

X =

Xj=—— X, =-2 )(3:i X4 =3
2 2
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A X 4+3¢ =11+ 2x=0-x(+3¢—-11x+2)=0

T 3 =1 2
2 2 10 =2
5 -1 |0
Resolvemos la ecuacion x> + 5x — 1 =0;
545 —=4-1-(=1) —54++29
X = =
2-1 2
—5—-+429 5429
X, = ) = X3=0 Xx4=2
2 2
075 | Resuelve estas ecuaciones.
[SX<ke}
3 2
a) X’ + x +XX+1:X+1 d) 3 " 2 _izi
3 6 X+1 x—1 X 2
p— 2 J—
b 3X2[4+7]=6(17x 4) o 2 =2+4x _
X ' X241
X2
g —

xX+7)+x+1=0
16

X+ x? X+ 1

a) + X =x+1-2243*=5x—6=0
3 6
2 3 =5 -6
—1 -2 =1 6
2 1 —6 0
2| 4 6
2 =3 0
2Xx—3=0
3
X ==
2
Xi==2 X;=-1 )(37i
2
b) 3x2[4+7 U= a7 —3ax 8 =0
X X
4 7 =34 8
2 8 30 -8
4 15 -4 0
4| —16 4
4 1o
4x —1=0
1
X:7
4
1
X=—4 X=— Xz3=2
4
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2
9 %(x+7)+x—H:O%X3+7X2+16X+16:O

17 16 16
—4| -4 -12 -16
13 4 [0

Resolvemos la ecuacion x> + 3x + 4 = 0:

L 3EVY 44 34V
2

— No tiene solucion real.

2-1
X=—4
d) & + 2 Sl e yed e 42=0
X+ 1 x—=1 X 2
-5 8 3 2
2 —-10 -4 =2
|-5 -2 -1 [0
Resolvemos la ecuacion —5x> — 2x — 1 =0
—_— — 27 P - o (— -\/7
X = ( 2)i\/( A —4-(=5)- =N = 2+ 16 — No tiene solucion real.
2-(=5) -10
X=2
Ay —
g ZUWZDFH 5 e ia—3=0
X2+ 1
2 —7 4 -3
3 6 —3 3
2 -1 1 ]0

Resolvemos la ecuacion 2x> — x 4+ 1 =0:

—(DENEY—4-2-1 1T
2:2 4

X = — No tiene solucion real.

X=73

076 | Del siguiente sistema de ecuaciones se sabe que x = —1 forma parte de su solucién.
““" | Determina el valor dey.
32x4y —1)—6(@x —y) =15
—X+y+3x—20+6=4

xty=2 —-y=0
2X =5y = =2

077 | Resuelve los siguientes sistemas.

a) 2 +4)+3B—-2)—-1=12
5+y)—4x+1)—2y+10=0
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6(x —2y —3)—32x+y—3)+x+7=0
3x —6y) —2x —y)+y =0
243 y+l g
3 5
x—5 2y-—1 -0
2 3
X+3 _y7—5:0
9 8
X—y+1 x+2y-3 -0

2 5

—@2x+3y—2)—6x —y+1)=—15

Ax +3) =12 —y +3) = —32}

6(x +2y —3)—5(—2x+3y—1)+3=6

a)

3y
x—1

16 =

—2x+4)+363-2)—-1=12 —2X—6y =12
S5+ —4x+1)—-2y+10=0 X+3y+6=0
Sistema compatible indeterminado.

6(x—2y—3)—3(2x+y—3)+x+7:0} X—15y:2}

}—>x=f3yf6

3x—6y)—2x—y)+y =0 x—15 =0
Sistema incompatible.

2x+3+y+17
3 5 10x + 3y = 27] —=25 —30x— 9y = —81
x=5 y-1_, 3x— 4y =13] =% 30x— 40y =130
2 3
S>y==—1->3x—-4-(-1)=13-5x=3
x=3 y=-1
X+37y—5_0
9 s _)8)(—9)/2—69
2x—y+1_x+2y—370 8 — 9y = —11
2 5
Sistema incompatible.
—(X+3y -2 -6k —y+1)=—15
Ax+3)—12—y+3)=-32
—8x + 3y =—11 ?—8x+3y:—11 —>y:l—>8x—4:8—>x:é
=8 +12y=-8|—> 8 —12y=38 3 2
X—i y—i
2 3

6(x +2y —3)—=5(-2x+3y—-1+3=6
16x —3y =16
16:37)/ =y
x—1
Sistema compatible indeterminado.
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078

L X 2]

079

L X 2]

080

L X 2]

081

®00

Dada la ecuacién 2x — 5y = 14, encuentra otra ecuacion para que juntas formen
un sistema de dos ecuaciones que:

a) Tenga una sola solucion. b) No tenga soluciones. c¢) Tenga infinitas soluciones.

Respuesta abierta.
a) x—7y=1 b) 2x—5y=0 ) 4x—10y=28

Halla, si es posible, un valor de a para que el sistema:
6x —4y =12 }
—9% +ay =—18
a) Seaincompatible.
b) Sea compatible indeterminado.
c) Sea compatible determinado.

6 -4

-9 a

6a=36—>a=056

a) No es posible. b) a=6 c) a#6

Encuentra, si es posible, un valor de b para que el sistema:
8x —12y = 20}
4x+ 9y =0b

a) Seaincompatible.

b) Sea compatible indeterminado.

c) Sea compatible determinado.

8 —12
" * 5 — El sistema es siempre compatible determinado.

Resuelve los siguientes sistemas con tres ecuaciones y dos incégnitas,
y representa las soluciones.

a) 2xX+y=-1 o 22X+ y=0
—X+y=—4 —3x =2y =1
—A4x —y = —1 x—=3y=7

b) x4+ y=7 d —4x+2y=0
X—y=2 6x —3y =2
3x—2y=0 3x =2y = -2

a) XxX+y=-1

—X+y=—-4t—> _X+y:_4}—>x:1%—1+y:—4—>y:—3
—A4x —y = —1
—A4x —y = —1
x=1 y=-3
b) x+ y=7
X— y=2
X—=2y=0

Las soluciones de las dos primeras ecuaciones sonx =3 ey =4,
que no verifican la tercera ecuacion. Por tanto, el sistema es incompatible.
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g 2x+y=0 _
a—oy =122y MEY=0L o ity —0sy =2
—3x -2y =1
X—=3y=7
x=1 y==2
d) —4x+2y=0
ox —3y =2
X—=2y=-2

) . 10
Las soluciones de la segunda y tercera ecuacionessonx =—-ey =26,
que no verifican la primera ecuacion. Por tanto, el sistema es incompatible.

Determina las soluciones de estos sistemas de tres ecuaciones con tres incognitas.

a) xX+3y+ z=11 b) 2x— y+ z=4
X—2y+3z2=6 —X+3y—2z=1
—X+ y— z=-2 X+2y+ z=1

a X434+ z=11

X—2y+3z2=6

X=2-3+6 7y—5z——1}'—2> 14y—102:—2}
%
X+ y— z=-2

—y+22=4 | 5 -5y+10z=20
> y=2—>-2+4+2=4—-7z=3
x=2-2—3-34+6=]
x=1 y=2 z=3

b) X—y+ z=4 c _>
43y —27=1 X=*2y_72+1>—5y—z:2}_>Z:,2_>5y,(,2):2_>y:o
X+2+ z=1 Vo=

Xx=-2-0—(-2)+1=3
x=3 y=0 z=-2

Resuelve las inecuaciones.
a) x+15<3 —7x o —x—13<3+7x
b) x+11>3 —4x d 2x+11>6+ 5x
a) X+ 15<3-7x—=>6x<—-12—>x<2
(=00, =2]

8
b) x+ 11 23—4x—>5x2—8%xzfg

8
——, 4+
5
Q) x—13<34+7x—>—-16<8x— —2<x
[—2, +o0)
d) 2x+11 26+5x—>523x9§2x
[ 5
o0, 2
3
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084 | Halla la solucion de las siguientes inecuaciones.
Yele!
a) x—2(x+2)—32—4x) <9
b) 4(10 —2x) —3(2x+ 1) > —-3(x+ 1) —(2 —3x)
x+2 2x+4+4
Q —
3 2

>1

A X—2+2—-32-40<9—->x—2xX—-4—-6+12x<9

[ 19
Co, 2
11

b) 4(1072X)73(2X+1)Z*3(X~|»W)*(2*3X)—>714X2742—>X§£=3

—>H><§19—>x§B
11

14
(—o0,3]
) X;rz —”;4 >W—>2X+4—6x—12>6—>—4x>14—>X<—%

085 | Encuentra la solucion de las inecuaciones.

eCo

a) 1—5x _24+3x Si
4 5 2
b) —2+3x+6—4x+120
5 3 2
9 1_2x—5+1—4x_x—1<0
6 2 3
g X AN T s 30— <10
4 5 2
37
— 4% <37 5> x> —
49
5]
—— 400
49
b) %ﬁ-%-ﬁ-%ZO%—12+18X+60—4OX+1520
%—22)(2—63—>x§§
2
[ 63
o0 O3
2
q W—2X675+]724X—X;1<O%6—2x+5+3—12x—2x+2<0
- —-lx < =16 > x >1
(1, 4o0)



086 | Resuelve estas inecuaciones.

| Jeolke)

a)

b)

2k —5)—3R2—-2x) <0
—X+3Q2+x >3

42x —5)+28—-2x)+7 >0
31—2x) =32x—=1)+1>0
X—2 1—x

4
5 3

2—3x _ 3—3x
6 2

<0

>0

24 5x 1
3

—3Kk+1)-2—

2x —1 1
+;<0

2

a) 2x—5-32—2<0 8 <16
—X+32+x>3 2x > -3

X <2
3
- 3 —>[,2]
X>——= 2
2
b) 42x =5 +28—-2)+7>0 4x+3>0
31—2)—-32x—=1)+1>0 —12x+72>0
x>
- 74 —>[—3,
X< — 4
12
X—2 1—x
o} - + 3 <0 % —1<0
2—3x 3—3x ox—7>0
— >0
6 2
X >—
2 7
- —|—, 400
/ [6 ]
X >—
6
2+ 5x
d) —3x+1-2— ] > 1 723x720>3}
2_2x—1+i<0 4 —-24+1<0
5
X <=1
- 1+ — (=00, —1)
X< —
4

2

1

SOLUCIONARIO
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087 | ;Cudl es la solucién de estas inecuaciones?

L X 2]

a) xX>’—x—6<0 ) 2X°4+5x4+6<0 e) 2x*+5x—3>0
b) —x*—2x+8<0 d —x*+3x—4<0 f) 6x2+31x+18<0
.z 2 X1:72
a) Resolvemos la ecuacion: x*—x —6 =0 — =3
=

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=-—10 x=0 x=10
Six=—10—(=10)4+10 — 6 > 0 — (—o0, —2) no es solucién de la inecuacion.
Six=0—-0>"—0—6<0— (=2, 3)es solucién de la inecuacion.
Six=10—10°—10 — 6 > 0 — (3, +00) no es solucion de la inecuacion.
Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.
Por tanto, la solucion es (—2, 3).
b) Resolvemos la ecuacion: —x* —2x +8 = 0 — {i‘ i ;4
=
Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=-=10 x=0 x=10
Six=—10— —(=10)* — 2+ (—10) + 8 < 0 = (—o0, —4) es solucién
de lainecuacion.
Six=0-——-0"—2-0+8>0— (=4, 2) no es solucién de la inecuacion.
Six=10—>—=10°=2-104+8 < 0 — (2, +) es solucion de la inecuacion.
Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.
Por tanto, la solucién es (—oo, —4) U (2, +00).

c) Resolvemos la ecuacion: 2x* +5x + 6 = 0 — No tiene solucion real.
El primer miembro de la ecuacion siempre toma valores positivos.
No tiene solucién.

d) Resolvemos la ecuacion: —x* + 3x — 4 = 0 — No tiene solucion real.
El primer miembro de la ecuaciéon siempre toma valores negativos.
Es una identidad.
X, = -3
e) Resolvemos la ecuacion: 2x* +5x —3 =0 — 1
X, = —
2
Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:

x=—10 x=0 x=10
Six=—-10—=2-(=10°45-(=10) — 3 > 0 = (—o0, —3) es solucion
de la inecuacion.

1
Six=0-2-0°+5-0-3<0— [—3, ;] no es solucion de la inecuacion.

1
Six=10—-2-10°+5-10-3>0— [E +00] es solucion de la inecuacion.
Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.

Por tanto, la solucién es (—eo, —3) U

1 ]
—, T
2
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)
f) Resolvemos la ecuacion: 6x” 4+ 31x +18 =0 — 22
Xy = ——
3
Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=-=10 X=—1 x=0
9
Six=—10—=6(—10°+31-(—10)+ 18 > O—>[—00, ——| no es soluciéon
de la inecuacion. 2

9 2
Six=—1—-6-(=124+31-(-1)+18< O—)[——, ——] es soluciéon
de la inecuacion. 2 3

2
Six=0—-6-0"4+31-0+ 18>O—>[7—, +00]noesso|ucic’>n
de la inecuacion. 3

Las soluciones de la ecuacién lo son de la inecuacion.

2

- ——

Por tanto, la solucion es 3|

088 | Resuelve estas inecuaciones que contienen fracciones algebraicas.

Qo

a) X+3<0 e} _X+1>0
X —5 2—3x
b 2= <o g 2=% _1>0
x+3 2X+5
2 x+3<0_>x+3>0 x>-3
X—5 x—5<0 x <5
(=3,5)
2X—3 2Xx—3<0 x<i
2 0= +3>0} 2
X+3 X x>_3

x>1
9 —X+1 >0 —x+1<0}

- 2
2 —3x 2—3x>0 X<§
[—oo, 3 U (1, +o0)
3
X < —1
d) 2—x i —3x—3 N 5
2X+5 2X+5 X>—5
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089 | Determina las soluciones de estas inecuaciones.

[ X Je)
2 —1
X+2 Xk =1)
3 5

a) >0

3x—1 X —x?

2 3
1= _2X2+1
3 4

_ 2
d) 3_2x 3+16x+x >0
2 3
_ 2 2
X 1_12x X ZZX +1_
4 3 3

b) +1<0

>5

Q x

X

XTH+Q>O—>5x+10+3x2—3x>0%3X2—|—2x+10>0

El primer miembro de la inecuacién es siempre positivo, por lo que siempre
se cumple. Es cierta para todos los nimeros reales.

a)

-1 x—x 5 5
b) T—T+1<O%9X—3—ZX+2X +6<0—->2%+7x+3<0

Resolvemos la ecuacion:
20 +7x+3=0—> 1

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=—10 X=—1 x=0

Six=—-10=2-(=10°47-(=10) 4+ 3 > 0 = (—o0, —3) no es solucion
de la inecuacion.

1
Six=—-1-22-(=1)+7-(-1)4+3<0 —>[—3, ——] es solucion
de la inecuacion. 2

1
Six=0—-2-0°+7-0+3>0— [—5 +00] no es solucion de la inecuacion.

Las soluciones de la ecuacién no lo son de la inecuacion.

L 1
Por tanto, la solucién es [—3, —2].

T—2x 2?41
X_i_i
3
Resolvemos la ecuacion:
—6x° +20x — 67 =0

>512x—4+8—6x"—3>60— —6x"+20x —67 >0

No tiene solucién real. Como el primer miembro de la ecuacion toma siempre
valores negativos, la inecuacion no tiene solucion.
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2X—3  16x4 x*

d) 3—7+f20%18—6x+9+32x+2%20

2
S 2P H+26x4+27>0

Resolvemos la ecuacion:

—13—+/115
2
—13++115

2
Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=—10 xX=-5 x=0

X =
224 26x+27=0 >

X, =

—13— x/T]

SiX-—]O—)Z-(—WO)2+26-(—1O)+27>O—>[— 5

es solucion de la inecuacion.
3115 —13+\/115]
2 ' 2

Six:5—>~2~(5)2+26~(5)+27<0—>[_]

no es solucion de la inecuacion.
—134+115
Six—O%-2-02+26-O+27>0e[+2

, +00] es solucion
de la inecuacion.

Las soluciones de la ecuacién lo son de la inecuacion.

Portanto,Iasoluciénes[—oo, _13_2 1> U _13—’_2 1> , +
_ 2 2

X1 02X X 4T A 331730

4 3

Resolvemos la ecuacion:

_—3B- \/97
3 733+v977

=
8
Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=—10 xX= -5 x=0

A7 +33x+7=0—

—33—-+977
Six=—10—4- (=107 433 - (10)+7>0—>[—oo, W]
es solucion de la inecuacion. 8
—33—+977 —=33++977
Six——5—>4~(—5)2—0—33-(—5)+7<0—>{ ; , +8 ]

no es solucion de la inecuacion.

Six=0—4-0"4+33-0+7>0—
de la inecuacion.

oo | es solucion

[33+v977 N ]
—

Las soluciones de la ecuacién lo son de la inecuacion.

—33—~977 U —33+V977 n

8 8

Por tanto, la solucion es [—00,
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090 | Obtén las soluciones de estos sistemas.

[“Xeke]
a) x>=3x—4>0| b) x>-3x—4<0| o x*—3x—4>0| d) x*—3x—4<0
2x—3<0 2x—3<0 2x—3>0 2x—3>0

a xX2=3x—4>0
2x—3<0
Resolvemos cada una de las inecuaciones:
Xp = —1
X, =4
Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=—10 x=0 x=10
Six=—-10= (=10 —=3-(=10) =4 > 0 — (—o0, —1) es solucion
de la inecuacion.

x2—3x—4:O—>{

Six=0—-0>-3-0—4<0—(—1,4) no es solucion de la inecuacion.
Six=10—10>=3-10 — 4 > 0 — (4, +00) es solucion de la inecuacion.
Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.

Por tanto, la solucién es (—oo, —1) U (4, +o0).

3
X —3<0->x<—
2
3
—oo, 2.
2
La solucién del sistema es la interseccion de las soluciones de cada una
de las inecuaciones: (—oo, —1).

Por tanto, la solucion es

3
b) Repitiendo el proceso del apartado anterior, la solucion es [1, 2].

c) Repitiendo el proceso del apartado anterior, la solucién es (4, 4+0).

d) Repitiendo el proceso del apartado anterior, la solucién es [; 4].

091 | Resuelve estos sistemas de inecuaciones.
L ORe)

a) 10—-3x—x2<0 o x*+4x—-5>0
3x+5>-16 3x —2<10
b) 10 —3x — x> <0 d) x?4+4x—-5<0
2x—3>13 3x —2>10

a) Resolvemos cada una de las inecuaciones.

X, =—5

X, =2

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=-—10 x=0 x=10

Six=—10— —(=10)> =3 - (=10) + 10 < 0 = (—o0, —5) es solucion.

Six=0-——-0"—=3-0+10>0— (=5,2) no es solucién.

Six=10——10°=3-10+ 10 < 0 — (2, +o0) es solucion

7X273X+1O=O—)<[

Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.
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Por tanto, la solucién es (—oo, —5) U (2, +0).
3X+5>—-16—>x>—7
Por tanto, la solucién es (—7, +o0).
La solucioén del sistema es la interseccién de las soluciones de cada una
de las inecuaciones: (—7, —5) U (2, 4+-0).
b) Lainecuacion de segundo grado es la misma que en el apartado anterior.
Por tanto, la solucién es (—oo, —5) U (2, +o0):
2X—=3>13—>5x>8
Por tanto, la solucion es (8, +oo)
La solucion del sistema es la interseccion de las soluciones de cada una
de las inecuaciones: (8, 4+o0).
¢) Resolvemos cada una de las inecuaciones:
X;=—5
X, =1
Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:

x=—10 x=0 x=10

Six=—-10—= (=10 +4-(=10) = 5> 0 — (—o0, —5) es solucién
de la inecuacion.

x2+4x—5:0—>{

Six=0—0"+4-0-5<0—(=5,1) no es solucion de la inecuacion.
Six=10—10"+4-10 — 5> 0— (1, +00) es solucion de la inecuacion.
Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.
Por tanto, la solucién es (—oo, —5) U (1, +).

3Xx—2<10—>x<4
Por tanto, la solucion es (—oo, 4).
La solucion del sistema es la interseccién de las soluciones de cada una
de las inecuaciones: (—oo, —5) U (1, 4).

d) Repitiendo el proceso del apartado anterior, vemos que el sistema
no tiene solucion.

Obtén gréficamente las soluciones de los siguientes sistemas de inecuaciones.

a) 2Xx—3y+6<0 b) 2x —3y+6 >0
x+2y >11 x+2y >11
a) Lasolucion es la regidon mas oscura. b) La solucion es la regidon mas oscura.
14 14
N N
N N
N N
N N R N
N
X ~ X
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093 | Calcula las soluciones de estos sistemas.
®0CT

a) x—y+6<0| b) 2x—y+6<0

—4x +2y <2 —4x 42y >2

a) No tiene solucion.
YA

b) La solucién es la regién més oscura.
14

X
094 | Resuelve los sistemas.
se®
2 6
a Xty _y+6 9
3 5
4— 2—
7)( + 7}/ < 2
3 5
b) 1 x=2+3 > x—y+1
2 3 2
1— 2X—4—y " 2x + 3y >0
3 2
a) Lasolucion es la region mas oscura.
14
\
A
X
N
\

b) La solucién es la regién mas oscura.

0 2x—y+6>0} d) 2X—y+6>0}

—4x +2y <2 —4x + 2y >2

c) Lasolucion es la regidon mas oscura.

YA

d) Lasolucion es la region mas oscura.

Y
X
1,6 3—
X+ + X+y< y
2 25 5
X+l x+y—3 341
3 2 4

) Lasolucion es la region mas oscura.
Y

A\
\
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095 | Determina la sumay el producto de las soluciones de la ecuacion.
[ X Je)
x> —9%+14=0

Halla las soluciones. ;Puedes explicar lo que sucede?

El producto de las raices es 14y la suma es 9.
Lasraicessonx; =2yx, =7.

Siel coeficiente del término de segundo grado es 1, el producto de las raices
es el término independiente y la suma de las raices es el opuesto al coeficiente
del término de primer grado.

096 | Estudia el valor de los coeficientes de la ecuacién bicuadrada ax* 4+ bx> + ¢ =0,
oo H 1A
para que tenga cuatro, tres, dos, una o ninguna solucién.

Analizamos el nimero de raices de la ecuacion bicuadrada ax* + bx> + ¢ =0
a partir de las raices obtenidas en la ecuacion de segundo grado asociada,
az?+bz+c=0.

Si A =+b*—4ac <0 — No tiene solucion.

Si A =+/b—4ac :O%z:;—b%Sig—b<O—>Notienesolucién.
a a

—Si ;—b =0(b =0, c=0) — Tiene una soluciéon: x = 0.
a

. —b ) )
— Si—— > 0 — Tiene dos soluciones opuestas.
2a

Si A =+/b? — 4ac >0 — La ecuacién de segundo grado tiene dos soluciones.

Silas dos soluciones son negativas, la ecuacion bicuadrada no tiene solucion.

—b—~b’—4ac —b —~b%—4ac ) -
2— <0y T <0 — No tiene solucion.
a

Si'una solucién es negativa y la otra es cero:
—b . -

¢ =0y — <0 — Tiene una solucién: x = 0.
a

Siuna solucion es positiva y la otra es cero:

c=0y =t > 0 — Tiene tres soluciones: x = 0, x = + =t
a a

Silas dos soluciones son positivas, la ecuacion bicuadrada tiene cuatro

soluciones.
—b—~b’ —4ac —b—b*—4ac ) )
—————— >0y ——— >0 — Tiene cuatro soluciones.
2a 2a

Lo+ b’ — 4ac
= 2a

" —b—~b”—4ac

2a
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097 | Utiliza el método de sustitucion para resolver estos sistemas de ecuaciones
[ X Je) .
no lineales.

a) y=x o) 10 = xy
xX+y—2=0 x+2=y+5

b) y—x*—5x+3=0 d y+x*—5x+6=0
y=6x—1 XxX—y+9=0
a) Resolvemos el sistema por sustitucion:
y=x
x+y—2=0
X4+x—-2=0
—1£JP—4-1(=2) 143 {XW:—2
X = = -

2-1 2 X, =1
Las solucionesson:x;=—2 x, =1

Sixy=—2->y,=4
Sixo=1->y,=1

b) Resolvemos el sistema por sustitucion:
y—x>—5+3=0
y=06x—1
—X*+x+2=0
—1£JP—4-(=1)-2 —143 [x]zz
= -

B 2-(=1) 2 X =—1
Las solucionesson:x; =2  x, = —1
Sixy=2->y=6-2-1=11

Six,=—1>y,=6-(-1)—1=-7

c) Resolvemos el sistema por sustitucion:
10 = Xy}
X+2=y+5
X —3x—10=0

(-3 —4-1-(-10) _ 3£7 {m —_—
2-1 2 X, =5
Las soluciones son:x; = —2  x, =5

10
Sixj==-2—>y=—-=-5
-2
10
Six2:5—>y2:?:2

X =

d) Resolvemos el sistema por sustitucion:
y+x2—5x+6:0}
x—y+9=0
X —4x4+15=0
Esta ecuacion no tiene solucion real, por lo que el sistema no tiene solucion.
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Resuelve la ecuacion.
2
2 x—i -3 x—l =0
X X

. L 1 . -
Trata de hacerlo sustituyendo en la expresién x —— =t y obtendras una ecuacién
X

de segundo grado. Calcula las soluciones para la incégnita t y luego sustituye
para hallar el valor de x.

S RER

o 1
Sustituimos: X — — =1t

X
Resolvemos la ecuacion: 2t — 3t =0
3
t=— t,=0
2
Sustituimos para calcular x:
_1_3
X 2
1
Xi=—— X;=2
2
X3 =—1 X, =1

Determina la solucién de estas ecuaciones realizando las sustituciones de variable
necesarias.

2
a) 2[x+1] —9[X+1]+10=0
X X

2
b) X _ % i8¢
x2—6x+9 x-—3
i 1
a) Sustituimos:t=x——=0
X
Resolvemos la ecuacion: 2t — 9t 4+ 10 =0
h=> =2
2
Sustituimos para calcular x:
1 5
X+—==
X 2
X, = i X, =2
1
X+—=2
X
X3 =1
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b) Factorizamos el denominador de segundo grado:

x? 6x

k-3 x-3
Lo expresamos como una identidad notable:

2
[ al —3] —1=0
x—3

Sustituimos: t =

+8=0

-3
X—3
Resolvemos la ecuacion: 2 — 1 =0
L=-1 L=1
Sustituimos para calcular x:
X
X—3

1=

1= —3->x=4

—3->5x,=6
X—3

Si Max sube de tres en tres los escalones de una torre, tiene que dar 30 pasos menos
que si los sube de dos en dos. ;Cuantos escalones tiene la torre?

Llamamos x al nimero de escalones:
%+30:§—>2x+180:3x%x:180

La torre tiene 180 escalones.

El jeque Omar tiene dispuesto en su testamento que la tercera parte de sus camellos
se entregue a su primogénito, Ali; la tercera parte del rebafio sea para su segundo
hijo, Casim, y el resto vaya a parar a su esposa Fatima. A la muerte de Omary, una vez
hecho el reparto, a Fatima le corresponden 140 camellos. ;Cuantos componian
el rebano del jeque?

Llamamos x al nimero de camellos del jeque:

X X
Xf?f§:140—>3xf2)<:420—>x:420

El rebafo del jeque estaba compuesto por 420 camellos.

En una bodega venden dos tipos de vino: crianza
y reserva. Averigua cudl es su precio si sabemos
que Juan compré 3 botellas de reserva

y 12 botellas de crianza y pag6 69 €,

mientras que Belén compré 6 botellas de crianza
y 8 botellas de reserva, pago6 80 €.

Llamamos x al precio de la botella de crianza
e yal precio de la botella de reserva:
12x+3y:69}—> 12+ 3y =69

(= > —13y=-91—>y=7
6x + 8y = 80 i)%2xf16y:7160} Y Y
6x+8-7=80—x=4

El precio de la botella de crianza es de 4 € y el precio de la botella de reserva
esde7 €.
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SOLUCIONARIO 2

Un comerciante compra melones a 40 céntimos/kg y los vende a 60 céntimos. Halla
cudntos kilogramos de melones comprd si se le estropearon 10 kg y obtuvo 42 €.

Llamamos x al nimero de kilogramos de melones que compré:
020(x — 10) =42

x =220

El comerciante compré 220 kg de melones.

Carmen se dispone a invertir 100.000 €.

En el banco le ofrecen dos productos: Fondo Tipo A,
al 4% de interés anual, y Fondo Riesgo B, al 6 %

de interés anual. Invierte una parte en cada tipo

de fondo y al cabo del afio obtiene 4.500 € de
intereses. ;Cuanto adquirié de cada producto?

Llamamos x al dinero invertido en el Fondo Tipo A
e yal dinero invertido en el Fondo B:
X + y = 100,000
0,04x + 0,06y = 4.500 }
— 4.000 — 0,04y + 0,06y = 4.500
— 0,02y =500 — y = 25.000
x = 100.000 — 25.000 = 75.000

Adquirié 75.000 € del Fondo Tipo A, y 25.000 € del Fondo Riesgo B.

Un ciclista y un coche parten uno al encuentro del otro desde dos ciudades separadas
por 180 km. Sabiendo que el ciclista avanza cuatro veces mas despacio que el coche
y que tardan 1 h 48 min en encontrarse, ;cual es la velocidad de cada uno?

Planteamos un sistema de ecuaciones, teniendo en cuentaque e =v - t.

Llamamos x a la distancia recorrida por el ciclista e y a la velocidad del mismo:

1h48min=18h

X=181 180 1,8y =72 = y=20

180 — x = 7,2y =0T =Y

x=18-20=36

La velocidad del ciclista es 20 km/h, y la velocidad del coche es 80 km/h.

Un camidn sale de una ciudad a 80 km/h y dos horas después parte en la misma
direccion un coche a 100 km/h. ;Cuanto tardara en alcanzarlo y cuanta distancia
habran recorrido habra recorrido hasta ese momento?
Planteamos un sistema de ecuaciones, teniendo en cuenta quee =v - t.
Llamamos x a la distancia recorrida por el camién e y al tiempo que tarda en alcanzarlo:
x = 80y
x + 160 = 100y
x=280-8=0640
Tardara 8 horas en alcanzarlo y habrd recorrido 800 kilémetros.

]—)80y+160:100y—>y:8
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Los lados de un rectangulo se diferencian en 2 m. Si aumentaramos 2 m cada lado,
el 4rea se incrementaria en 40 m Halla las dimensiones del poligono.
Llamamos x al lado menor del poligono e y a su area:
xXx+2) =y
X +2x+4)=y+40
y=8(@8+2) =80
Los lados del poligono original miden 8 y 10 m, respectivamente.

}—>x2+6x+8=X2+2X+4O—>4X=32—>X:8

Calcula un nimero, sabiendo que la suma de sus cifras es 14, y que si se invierte
el orden en que estan colocadas, el nimero disminuye en 18 unidades.

Llamamos x a la cifra de las decenas e y a la de las unidades:
X+y:14}% y:14—x}
10y +x+18=10x + y Y —-%+18=0
21260 -H%-—K%+18=0-218 =14 -5 x =8
y=14-8=6
El nimero es 86.

El alquiler de una tienda de campafa cuesta 80 € al dia. Inés estd preparando una
excursion con sus amigos y hace la siguiente reflexion: «Si fuéramos tres amigos mas,
tendriamos que pagar 6 € menos cada uno». ;Cuantos amigos van de excursién?

Llamamos x al numero de amigos de Inés, e y al dinero que tiene que pagar cada uno:
Xy = 80} 80 480
—->|—4+3|(y—6=80—->80—-—-+4+3y—18=280
—y’—6y—160=0

S —(-6)£ /(=6 —4-1-(-160) _ 6£26 _ 1% = —10 - Solucién no valida

21 2 v, =16
Siy2:16—>x2:@:5
16

Van de excursién 5 amigos.

Jacinto esté cercando un terreno de forma rectangular. Cuando lleva puesto alambre
a dos lados consecutivos de la tierra, se da cuenta que ha gastado 170 m de alambre.
Si sabe que la diagonal del rectangulo mide 130 m, ;cuales son las dimensiones

y el rea del terreno?

Llamamos x e y a las dimensiones del terreno:
x+y=170

X2+y2:1302}—>y2470y+6.ooo:o

_ 170+ V(1707 —4-1-6000 _ 170470 _ {y1 =120
a 2-1 2 ¥, =50
Siyi=120—>x, =170 — 120 =50
Siy,=50—->x,=170—-50=120
Las dimensiones del terreno son 120y 50 m, respectivamente.

El 4rea del terreno mide 6.000 m?.



SOLUCIONARIO

La apotema de un hexédgono regular mide 8 cm. Determina la medida de su lado
y de su drea.

o —
O -
O —

Llamamos x al lado del hexdgono, y aplicamos el teorema de Pitdgoras al triangulo
rectdngulo que tiene por catetos de la apotema y la mitad del lado, y por

hipotenusa, la longitud del lado:
256 1673 1673

2
x282+[;]%4x2256+>(2—>x ?—nq:— X, =

3 3
1643
cm.
3
El drea de un poligono regular es: A =

La longitud del lado es

P-a,

Por tanto, el rea mide: A = 128+/3 cm?

112 | Averigua las dimensiones que tiene un pliego rectangular de papel, sabiendo

“®" | que si dejamos los margenes laterales de 1 cmy los verticales de 2,5 cm, el 4rea
es 360 cm?, y que si los margenes laterales son de 2 cm y los verticales son de 1,25 cm,
el drea es la misma.

Llamamos x e y a las dimensiones del pliego:
35042y

X
<X_2)(y_5):360}e Y5 Lo 15y 875=0

x =4y —2,5 =360 (o 30+
y—=25
2 35
, —(19) (1 —4-2 (<875 _ 158 |y =—
= - 5
2:2 4 J =25
35 350+ 27 350+2-25
Siy=—2 =2 =14 Sy, =25 x,= 22 50
2 —35 25—5
2

Las dimensiones del pliego son 20y 25 cm, respectivamente.

113 | Calcula un nimero entero, sabiendo que si al cuadrado del siguiente nimero
7 | le restamos ocho veces su inverso obtenemos 23.

Llamamos x al nimero:

(X+1)2—§:23—>X3+2X2+X—8:23X—>X3+2X2—22X—8:O
X

12 =22 -8

4 4 24 8

e 2 [0

XH6x+2=0-x=

—6£V62 412 _ —6£2/7 R X =—3-7

2.1 2 Xy = =347

X1=*3*\/7 X2=73+\/7 X;=4

El nimero entero es 4.
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Ecuaciones, inecuaciones y sistemas

Si aumentaramos en 4 cm la arista de un cubo, su volumen se multiplicaria por 8.
Halla la medida de la arista.

Llamamos x a la arista del cubo:

X+4P =8> -7 +12x*+48x+64=0
—7 12 48 64

4 —28 —64 —64

|-7 =16 =16 [ 0

xX=4

7 —=16x—16=0— 7+ 16x+ 16 =0

—16£V16°—4-7-16  —16£~—192
14

2-7
La longitud de la arista es de 4 cm.

— No tiene solucion.

Dos vacas y tres terneros valen lo mismo que dieciséis ovejas. Una vaca y cuatro
ovejas valen igual que tres terneros. Tres terneros y ocho ovejas cuestan lo mismo
que cuatro vacas. Averigua el precio de cada animal.

Llamamos x al precio de las vacas, y al precio de los terneros y z al precio
de las ovejas:
2+ 3y =16z x = 4z
X+4z=3y > 8
y=—=z
Sy + 82 = 4x 3

Una vaca vale lo mismo que cuatro ovejas, y un ternero cuesta igual que ocho
terceras partes del precio de una oveja.

Un nimero que tiene tres cifras lo representamos en la forma abc. Determinalo,
sabiendo que si escribes cab, el nimero disminuye 459 unidades; si escribes bac,
el numero disminuye 360 unidades, y que bca es 45 unidades menor que bac.

A la cifra de las centenas la llamamos g, a la de las decenas by a la de las unidades c:

100a + 106 + ¢ = 100c + 10a + b + 459 90a + 9b — 99¢ = 459
100a + 10b + ¢ = 100b 4 10a + c + 360} — 90a — 90b = 360

1006 4 10¢ 4+ @ = 100b + 100 + ¢ — 45 —90 4+ 9c = —45
100+b-11c=51] b
—  10a—10b =40} 2=F0 o=

—10b 4 10c = —10

—a+c=-5
a=c+5yb=c+1
Para determinar la solucién sabemos que los tres nimeros son enteros y,

por tanto, ¢ es un numero de 0a 9. Como a= c + 5, ¢ solo puede valer 0, 1,2, 3y 4.
Para cada uno de estos valores de cresultan ay b.

Sic=0,entonces:a=>5yb=1.Elndmeroes 510.
Sic=1,entonces:a =6y b =2 Elndmero es 621.
Sic=2,entonces:a =7y b =3.Elnimero es 732.
Sic=3,entonces:a =8y b =4.El nimero es 843.
Sic=4, entonces:a=9yb=>5.Elnimero es 954.



@ =
o —
ON

11

[ X Je)

119

(XX

SOLUCIONARIO

El triple de un nimero menos su mitad es siempre mayor que 3.
;Qué numeros cumplen esta propiedad?

Llamamos x al nimero:
3x;>3—>6xx>6—>x>§—>[§,+oo]

. . . 6
Los numeros que cumplen esta propiedad son los nimeros mayores que —.
5

De un numero se sabe que si a su cuadrado le restamos su mitad,
se obtiene un nimero menor que 1. ;Qué nimero puede ser?

, X
Llamamos x al nimero: x* —3 <l->2X%*—x—-2<0

1—~N17
X} = T
Resolvemos la ecuacion: 2> — x —2 =0 —
N7
’ 4
Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=—10 x=0 x=10
) 5 1—~17 .,
Six=—=10—>2-(=10)" — (=10) — 1 > 0 —|—00, —— | no es solucién
de la inecuacion. 4
, , 1=V17 14417 y _ y
Six=0—-2-00-0-1<0— PR 4 es solucién de la inecuacion.
Six=10—-2-10°—=10—1> O—>[H_17, +oo] no es solucion de la inecuacion.
4

Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacién.
[1\/17 1+\/17]
4 '

4

Por tanto, la solucién es

, ) , 1—~17 1
Los nimeros pedidos son los niimeros mayores que Ty menores que

;{Es cierto que la suma de un nimero y de su cuadrado es siempre positiva?
;Qué numeros cumplen esa condicion?

Llamamos x al nimero:

. 1 ’
Vemos que no se verifica que: 75 + ; =——
x+x>0

., X =—1
Resolvemos la ecuacion: x* + x = 0 — { !

X, =0

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=-—10 x=-05 x=10

Six=—10— (=10 — 10 > 0 = (=00, 0) es solucién de la inecuacion.

Six=—0,5-=(—05)"—0,5<0— (—1,0) no es solucién de la inecuacion.

Six=10— 10>+ 10 > 0 — (0, 4+0) es solucién de la inecuacion.

Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.

Por tanto, la solucion es (—oo, —1) U (0, 400).

+V17
o
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120 | Encuentra todos los nimeros enteros que multiplicados por el siguiente nimero
[ X Je)
den un resultado menor que 24.

Llamamos x al nimero:
xXX+1)<245x4+x—-24<0

Resolvemos la ecuacion:

1=

X1 =

2
14

2

X+ x—24=0-

X2

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:

x=—10 x=0 x=10

—1—+97

Six=—-10—= (=10 =10 — 24 > O%[OO, ] no es solucion
de la inecuacion. 2

—1—+97 —=14++97
SiX_O%OZ+O—24<O%[ , + ]essoluc'c’m
de la inecuacion. 2 2

—1=-+97

Six=10— 10410 — 24>O%[29, 00| no es solucion

de la inecuacion.

Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacién.

Jo7 1+\/§]’

- —1—
Por tanto, la soluciéon es[ ,

2 2
. ) , —1—-~97
Los nimeros pedidos son los nimeros mayores que E— y menores
—14++97
que —

121 | Determina para qué valores de x es posible realizar las operaciones indicadas.

a) v5—3x

b) Vvx—3

) V4 —3x—x?
d) log (2 —5x)

e) log (6 —x —x?)
f) log 0@ —2x+1)

a) 5—3)(20%>(§i

w

b) x—3>0—>x>3
[3, +00)
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SOLUCIONARIO 2

Q 4—-3x—x*>0
=—4

Resolvemos la ecuacion: —x* —3x +4 =0 — { _
X, =

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=—10 x=0 x=10

Six=—-10— —(=10)> = 3-(=10) + 4 < 0 = (—o0,—4) no es solucion
de la inecuacion.

Six=0——0>—=3-0+4>0—(—4,1)essolucion de la inecuacion.
Six=10—=—10°=3-10+4 < 0 — (1, +00) no es solucién de la inecuacion.
Las soluciones de la ecuacion lo son de la inecuacion.

Por tanto, la soluciéon es [—4, 1].

d) 2—5X>O—>x<%

[ 2
oo, £
5

e 6—x—x>0

. X, = -3
Resolvemos la ecuacion: —x* —x +6 =0 — {X‘
=

Tomamos un punto de cada intervalo en que queda dividida la recta:
x=—10 x=0 x=10

Six=—10— —(=10)* = (—=10) 4+ 6 < 0 = (—o0,—3) no es solucion
de la inecuacion.

Six=0——0>—0+6>0—(—3,2) es solucion de la inecuacion.
Six=10—= =10 =10+ 6 < 0 — (2, +00) no es solucién de la inecuacion.
Las soluciones de la ecuacion no lo son de la inecuacion.

Por tanto, la soluciéon es (—3, 2).

f) X*=2x+1>0

La ecuacién solo se anula para x = 1,y en el resto de los valores el primer
miembro de la inecuacién es siempre positivo.
X #1

122 | Jesusy Beatriz quieren saber cudnto cuesta un bote de refresco, pero no recuerdan
°®® | exactamente lo que pagaron. Jests compré 8 botes y sabe que pag6 con un billete
de 5 €y que le devolvieron una moneda de 2 € y algo méas de dinero. Beatriz
compré 18 botes y recuerda que pagé la cantidad exacta con un billete de 5 €,
una moneda de 2 € y alguna moneda més. Con estos datos, ;qué podrias

decir del precio del bote de refresco?

Llamamos x al precio del bote de refresco:

3
5—8X>2} Xx<3
7

18x <7 <L

18 ‘

El precio del bote de refresco OO
es menor que 0,375 €.
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PARA FINALIZAR...

123 | Demuestra la siguiente propiedad que cumplen los nimeros combinatorios.
n n n n n
o+ )=+ (o)
2"=004+1)"= n 1"+ n | K (USSR n "= n + n N n
0 1 n 0 1 n

124 | Demuestra, utilizando el método de induccién, las siguientes igualdades.

a) 1+2+3+...+n:@

b) 12+22+32+"'+HZZW

2
) P+2 4+ 4. 4n’= "(”+”‘

2

a) Comprobamos que las igualdades se verifican para n = 1:M =1
2
Suponemos cierta la igualdad para n = ky la demostramos paran =k + 1:
ktk+1) K Hk+2k+2  k+DKk+2)

2 2

+k+1

La igualdad es cierta.

b) Comprobamos que las igualdades se verifican paran = 1;% =1

6
Suponemos cierta la igualdad para n = ky la demostramos paran =k + 1:

ktk+1)@k+1) Sk = k(k+1)(2/<+61)+6(k+1) _ (k+1)(/<+62)(2/<+3)

La igualdad es cierta.

104 7) r »
2
Suponemos cierta la igualdad para n = ky la demostramos paran =k + 1:

'k(k—H) (k+1>(k+z>r
2 2

¢) Comprobamos que las igualdades se verifican para n = 1:|

2

K6k 13+ 12k+ 4
4

+ (k41

La igualdad es cierta.

125 | Discute las soluciones de la siguiente ecuacién, segun los valores de m.
X —2x+logm=0
Por la definicién de logaritmo, m > 0: A = b — 4ac = (—2)* — 4 -1 -logm
Para que la ecuacion no tenga solucion: 4 —4logm < 0 — (10, +0)
Para que la ecuacién tenga una solucion: 4 —4logm=0—m =10
Para que la ecuacién tenga dos soluciones: 4 — 4 log m > 0 — (—oo, 10)
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SOLUCIONARIO

126 | Silas soluciones de la ecuacién ax® + bx + ¢ = 0 son x; y x,, escribe ecuaciones

127

128

129

Tenemos un suelo rectangular, formado por baldosas enteras
cuadradas de color claro, que esta rodeado de baldosas
oscuras, también cuadradas. ;Qué dimensiones debe tener

el rectangulo claro para que el nUmero de baldosas

de la zona clara sea igual al de la franja oscura que lo rodea?

de segundo grado cuyas soluciones sean:

a) Loscuadradosdex;yx,. b) Losinversosdex;yx,. ¢) Losopuestosdex;y x,.

a) X—XxDX—x)=0—>x>— X +x)x+x{ - X3

b) [x—1][x—]]O—>x2—[1+]]x+1-]O
X X XX X1 X

O K+ X)X+ x) =0—=X +06+X) + X - X, =0

Halla la relacién entre los coeficientes de la ecuacion ax® + bx*> + cx+d =0
y la suma, el producto y la suma de los dobles productos de sus tres raices.

= =B —=0=x—(a+ B+~ + @B+ oy +ByYx —abfy=0

Dividiendo la ecuacion de tercer grado entre el coeficiente del monomio de mayor
grado, y comparando los coeficientes, se obtiene que:

El coeficiente de segundo grado es el opuesto a la suma de las tres raices.

El coeficiente de primer grado es la suma del resultado de multiplicar las raices
dos a dos.

El término independiente es el opuesto del producto de las tres raices.

Juany Luis suben en una escalera mecénica. Juan sube tres veces mds rapido que su
amigo, haciéndolo ambos de peldafio en peldafio. Al terminar de subir, Juan conté
75 escalones y Luis conté 50 escalones. Con esos datos, calcula los peldainos
«visibles» de la escalera.

Mientras Juan sube un escalén, la escalera mecanica ha subido x escalones,
y el nimero de escalones visibles es 75 + 75x.

Luis sube 50 escalones. Como lo hace tres veces mas despacio que Juan, mientras
que Luis sube un escaldn, la escalera sube 3x. El nimero de escalones visibles
es 50 4+ 150x.

1
Por tanto, resulta que: 75 4+ 75x = 50 + 150x - x = g

El nimero de peldafos «visibles» es 100.

Sean x e y el nUmero de baldosas claras que hay en el largo y el ancho.
(x 4+ 2)(y + 2) = 2xy — Esta ecuacién tiene infinitas soluciones.
Una solucion de esta ecuacion es:x=10ey =3

Es decir, el rectdngulo claro tendrd 10 baldosas de largo y 3 baldosas de ancho.
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LITERATURA Y MATEMATICAS

La medicion del mundo

El cielo estaba encapotado, la tierra, embarrada. Trepo por encima de un seto y se
encontro, jadeante, sudado y cubierto de agujas de pino, delante de dos mucha-
chas. Al preguntarle qué hacia alli, explico, nervioso, la técnica de la triangulacion:
conociendo un lado y dos angulos de un triangulo, se podian determinar los otros
lados y el angulo desconocido. Asi que se escogia un triangulo en cualquier lugar
de aquella tierra de Dios, se media el lado de mas facil acceso, y se determinaban
los angulos para el tercer punto con ese aparato. Levanto el teodolito y lo giro, asi
asa, y fijense ustedes, asi, con dedos torpes, de un lado a otro, como si fuera la pri-
mera vez. Luego anadase una serie de tales triangulos uno junto a otro. [...]

Pero un paisaje, repuso la mayor de las dos, no era un plano.

El la mir6 fijamente. Habfa faltado la pausa. Como si ella no precisase reflexionar.
Desde luego que no, contesto ¢l sonriendo.

Los angulos de un triangulo, dijo ella, sumaban en un plano ciento ochenta grados,
pero no sobre una esfera. Con eso quedaba dicho todo.

El la observé como si la viera entonces por primera vez. Ella le devolvié la mirada enar-
cando las cejas. Si, dijo €l. Bien. Para compensarlo, habia que encoger en cierto modo
los triangulos después de la medicion hasta un tamario infinitamente pequeno. En prin-
cipio una sencilla operacion diferencial. Aunque de esa forma... Se sento en el suelo y
saco su bloc. De esa forma, murmuré mientras pergeriaba sus anotaciones, todavia no lo
habia realizado nadie. Cuando levanto la vista, se habia quedado solo. [...]

Pidi6 por carta la mano de Johanna y fue rechazado. No tenia nada contra él, escri-
bio ella, solo que dudaba que la existencia a su lado fuese saludable. Sospechaba
que €l extraia la vida y la energia de las personas de su entorno, igual que la tierra
del sol y el mar de los rios, de que cerca de él una estaria condenada a la palidez y a
la semirrealidad de una existencia de espectro.

[Pasado un tiempo, lo volvio a intentar y, esta vez, fue aceptado. «El», uno de los dos
protagonistas de esta novela, se llamaba Gauss y fue uno de los astronomos, fisicos y
matematicos mas importantes del siglo xix.]

DANIEL KEHLMANN

ENTUETW P P T LY
IR A=
En una superficie de tierra plana, hay tres arboles, A, By C, y no podemos acceder al arbol C.
La distancia entre Ay B es de 26 m, y con un teodolito, como el de Gauss, medimos los dngulos

N N
CABy CBA y obtenemos 48° y 60°, respectivamente. Con estos datos, ;qué otras distancias
o0 areas podemos calcular? Basandote en esto, explica la técnica de la triangulacion.

Podemos hallar el angulo desconocido, teniendo en cuenta que la suma de los dngulos de un
tridngulo es 180%

180° — 60° — 48° =72°
Aplicamos el teorema del seno:
a b _ c a b 26 {0:20,32m

= = — = =
sen ,’4\ sen E sen 6 sen 48° sen 60° sen 72° b=2368m
Para calcular el drea podemos aplicar la férmula de Herén.

Sillamamos p al semiperimetro, entonces:

A=p(p—a)p—bp—0 A = /3535 —2032)(35 — 23,68)(35 — 26) = 228,79 m’

La técnica de la triangulacion consiste en la aplicacion de la trigonometria para hallar distancias
desconocidas.




SOLUCIONARIO

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Halla el término que falta para que estos pares de razones formen una proporcion.

4 10 3 X X X

a) —y— b) —y— Q) —y—

7y X 10y2 3y2
a) x=175 b) x=06 c) x=6

002 | Calcula el angulo complementario y suplementario de:
a) 15° b) 47° c) 78° d) 89°
a) Eldngulo complementario de 15° es 75°y el suplementario es 165°.
b) Elangulo complementario de 47° es 43°y el suplementario es 133°.
c) Eldngulo complementario de 78° es 12°y el suplementario es 102°.
d) El'dngulo complementario de 89° es 1°y el suplementario es 91°.

003 | Estos triangulos son semejantes. ;Cuanto tiene que medir ¢?

10cm
Como los tridngulos son semejantes, las medidas de los lados son proporcionales.
Por tanto, ¢ tiene que medir 6 cm.

004 | Razona por qué son semejantes los tres triangulos rectdngulos que aparecen
al trazar la altura sobre la hipotenusa en un tridngulo recténgulo.

Para explicar que los tridngulos son semejantes, vamos a demostrar

que los tres dngulos son iguales:

1.° Los tres triangulos tienen un angulo recto.

2.° Eltridngulo mediano y el tridngulo menor comparten un dngulo agudo con el
tridngulo mayor.

3.° Dado que la suma de los d&ngulos de un tridngulo es un valor constante,
si coincide la medida de dos dngulos, el tercer angulo serd igual.

005 | Indica cudles de estas ternas de longitudes corresponden a los lados
de un tridngulo.
a) 3cm,4cmy5cm c) 5cm,15cmy30cm
b) Tcm,2cmy3cm d) 15cm,8cmy20cm

a) Pueden ser las longitudes de los lados de un tridangulo, ya que el lado mayor
es menor que la suma de los otros lados.

b) No pueden ser las longitudes de los lados de un tridngulo, puesto que el lado
mayor es igual que la suma de los otros lados.

c) No pueden ser las longitudes de los lados de un tridngulo, porque el lado
mayor es menor que la suma de los otros lados.

d) Pueden ser las longitudes de los lados de un tridngulo, ya que el lado mayor
es menor que la suma de los otros lados.
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Trigonometria

Py ~ ~ A
006 | En un tridngulo ABC, el angulo A = 105°. ;Cudnto suman By C?

Como la suma de los tres dngulos de un tridngulo es igual a 180°:
180° — 105°=75°
Por tanto, los angulos Eyfdeben sumar 75°.

007 | Construye triangulos con los siguientes datos.

a) a=5cm,b=4cmyc=3cm <) a:Scm,b:4cmyf:20°
b) a:Scm,§:60°y6:4S° d) a:Scm,§:50°yﬁ:85°
a) @ b
c

)

o)

ACTIVIDADES

001 | Expresa en grados los dangulos cuya amplitud es 1, 2, 3, 4, 5 y 6 radianes.

Como 2« rad son 360

Si 27 rad —=— 360° } 360 -1
- X =

ran = 570 1 7' 45"
Trad —s x grados ow

1rad =57°17"45"

2rad = 114°35' 30"
3rad =171°53" 14"
4rad =229°10' 59"
5rad = 286° 28" 44"
6 rad = 343°46' 29"

002 | Expresa en radianes la medida de los dngulos de los cuatro primeros poligonos
regulares.

Sillamamos n al nimero de lados del poligono regular, entonces la medida
180°(n —2)
n

de sus dngulos viene dada por la expresion:

Los angulos de un tridngulo equildtero miden: 60° = 3 rad
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SOLUCIONARIO

Los angulos de un cuadrado miden: 90° = % rad
Los &ngulos de un pentdgono regular miden: 108° = ?ﬁ rad

2
Los dngulos de un hexdgono regular miden: 120° = ?ﬂ rad

003 | Calcula las razones trigonométricas de los angulos agudos.

a) b)
53077
28 cm 5cm
45cm
6cm
a) LlamamosC al angulo opuesto al lado de 28 cm.
~ 2 ~
senC:—8:O,53 secC:5—3:1,89 c
53 28
~ 45 ~ 53
cosC=—=085 cosecC=—=1,18
53 45 B
~ 28 ~ 45
tgC =— =062 cotgC=—=1561
s 7" 8 8
Llamamos B al angulo opuesto al lado de 45 cm.
~ 45 ~ 53
sen B=—=1085 secB=—=1,18
53 45
~ 2 ~
cos B= 2 =053 cosec B= 23 =189
53 28
~ 4 ~ 2
th:—S:1,61 Coth:—8:O,62
28 45
b) Calculamos la diagonal del rectédngulo utilizando el teorema de Pitdgoras:
D=+5+6" =61 cm
Llamamos C al angulo opuesto al lado de 6 cm.
~ ~ 61
senC:L:O,ﬁ secC:£:1,3 A ¢
Je1 6J_
cosC = SEE = 064 cosecC = Yo =156
Je1 5
~ 6 ~ 5
tgC=—=12 cotgC=—=1083
5 6 8

Llamamos B al angulo opuesto al lado de 5 cm.

Je1

~ 5 ~

senB=— =064 secB=———=156
Jer 5

COSEIL:O,77 cosecgzﬁzw
Jer 6

~ 5 ~ 6
tgB=—=10383 cotgB=—=1.2
g 6 7 5
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004 | Demuestra que se cumplen las siguientes igualdades.
1

1 Cos o
a) seco= b) cosec o= Q cotlgo=——=
COs sen o tgo sen o
a 1 1
a) seca=—=—=
c < CoS
a
1 1
b) coseca="2=— =
b sena
a
1 1 1 cos o
Q ooiga=—=——= = =
b wa sen o sen a
C cos o
005 | Calcula las razones trigonométricas del angulo si:
1 2
a) sena= — b) tg a=0,49 Q) cosa= 3 d) sena=0,2
sen o = % 1Y
a) sen’ a4 cos’ =1 —| +cos’a=1
4
so— |12 =¥ g2 A
16 4 V15 15
1 e T 1
" sen o SN ¥ =g cosa= . 2 4 \/E
= o= = =
s o J15

=15
15
4
senu:Z—>coseCo<:4

1
b) cosa= |[—— = 0sa=09 — seca=1,11
T4+ tg° o

5 5 cosa=09
sen” o+ cos” o =1

sen” o+ 09% =1
tg> = 0,49 — cotg o = 2,04

sen o = 044 — cosec o = 2,29

-

2
s =—
Q sen’ a4 cos’ o =1 ——325 sen’ o +

senao = El 7—>COS€COL*L*£
9 3 Js s
5 Vs
sen o Seﬁ&—T,COSOL—g 3
ga= g o= =—— S ogoa=——
g 0s o g 2 2 9 Js
3
3 V15
seno =———> 0se oL = — = ——
3 15
110
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SOLUCIONARIO

sena=0,2
d) sen* a4+ cos*? a =1—— 02+ cos> o = 1

— cos o =098 — sec oo = 1,02
sen o sena=02; cos o =098 0

2
tgoa = fga=—""—-—=02— cotga =49
J CoS 7 0,98 7

1

sen o = 0,2 — cosec o = 5

006 | Razona si existe algun angulo para el que se verifique:

a) sena=0,3ycosa=0,8 c¢) cosa=0,1ysena=0,99
b) sena=0,72ytga=1,04

a) No existe, ya que no cumple las relaciones trigonométricas.
sen’ o+ cos’ aa = 1,03+ 082 =073 # 1

b) Siexiste, pues cumple las relaciones trigonométricas.
0,72
Calculamos el coseno:1,04 = ——— — cos o = 0,69 — 0,72° + 0,69” = 1
s «

c) Siexiste, porque cumple las relaciones trigonométricas.
0,17 +099° =1

007 | Calcula la altura de un triangulo equilatero de lado 5 cm, sin utilizar el teorema
de Pitagoras.

c0530°:§ﬁh:5~cos30°:4,33cm

La altura del tridangulo es 4,33 cm.

008 | Sila altura de un tridngulo equilatero mide 5,196 cm; calcula cudnto mide el lado
del triangulo, sin utilizar el teorema de Pitagoras.

519

cos 30° = —>l=6am

El lado del tridngulo mide 6 cm.

009 | Halla el valor de las siguientes expresiones.

a) cos 30° —sen 60° + tg 45° c) tg60°+ sen 45° — cos? 30°
b) cos?60° — sen? 45° d) tg30°+ tg 60° —sen 30° - cos 30°
3 3
a) c0530°—sen60°+tg45°:§f§+1:1
5 2
1 J2 1
b) cos®60° — sen’ 45° —[ ] - -
2 2 4

V2 (V3) | 314342
o) tg60°+sen45°—c05230°=\/§+ff NO | AN NS
2 2 4
d) t930°+tg60°fsen30°-cos30°:§+\/§—%~ \/3 = B]f
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010 | Indica el signo que tienen las razones trigonométricas de los angulos,
identificando el cuadrante en el que se encuentran.

a) 66° d) 135°
b) 18° e) 342°
c) 175° f) 120°

a) Esdel 1. cuadrante; todas las razones trigonométricas son positivas.
b) Esdel 1.° cuadrante; todas las razones trigonométricas son positivas.

c) Esdel2.°cuadrante; el senoy la cosecante son positivas, y el resto
de las razones trigonométricas son negativas.

d) Esdel2.°cuadrante; el senoy la cosecante son positivos, y el resto
de las razones trigonométricas son negativas.

e) Esdel4° cuadrante; el cosenoy la secante son positivos, y el resto
de las razones trigonométricas son negativas.

f) Esdel 2.2 cuadrante; el seno y la cosecante son positivos, y el resto
de las razones trigonométricas son negativas.

011 | Razona la respuesta.
a) ;Por qué no existe tg 90°?

b) Ocurre lo mismo con todos los dangulos que son multiplos de 90°?

a) No existe, porque cos 90° = 0.

b) Si multiplicamos 90° por un nuimero par, la tangente es cero,
ya que el seno vale 0y el coseno vale 1.

Si multiplicamos 90° por un nimero impar, la tangente no estd definida,
puesto que el coseno vale 0.

012 | Indica el signo de las razones trigonométricas de los angulos cuya amplitud
es multiplo de 90°.

Estudiamos los dngulos que son multiplos de 90°:

« Para 360° - k, siendo k un nimero natural.
El coseno y la secante son positivos, el seno y la tangente valen 0y la cosecante
y la cotangente no estan definidas.

Para 90° + 360° - k, siendo k un nimero natural.
El senoy la cosecante son positivos, el coseno y la cotangente valen 0
y la secante y la tangente no estan definidas.

o Para 180° + 360° - k, siendo k un nimero natural.
El coseno y la secante son negativos, el senoy la tangente valen 0y la cosecante
y la cotangente no estan definidas.

o Para 270° + 360° - k, siendo k un nimero natural.
El senoy la cosecante son negativos, el coseno y la cotangente valen 0
y la secante y la tangente no estan definidas.



SOLUCIONARIO

013 | Sabiendo que cos 50° = 0,6428; halla las razones trigonométricas de:
a) 130° b) 230° c) —50° d) 310°

Calculamos el seno de 50°:

sen” 50° 40,6428 = 1 sen 50° = 0,766
a) —cos 50° = cos 130° = —0,6428; sen 50° = sen 130° = 0,766; tg 130° = —1,1918
sec 130° = —1,5557; cosec 130° = 1,3054; cotg 130° = —0,8391

b) —cos 50° = cos 230° = —0,6428; —sen 50° = sen 230° = —0,766
tg 230°=1,1918; sec 230° = —1,5557; cosec 230° = —1,3054; cotg 230° = 0,8391

c) cos 50° = cos (—50°) = 0,6428; —sen 50° = sen (—50°) = —0,766
tg (—=50°) = —1,1918; sec (—50°) = 1,5557; cosec (—50°) = —1,3054
cotg (—50°) = —0,8391

d) cos 50° = cos 310° = 0,6428; —sen 50° = sen 310° = —0,766
tg 310°= —1,1918; sec 310° = 1,5557; cosec 310° = —1,3054
cotg 310° = —0,8391

014 | Calcula las razones trigonométricas en funcién de las razones de otros angulos
del 1.* cuadrante.

a) 475° b) 885° c) 1.130° d) 695° e) 1.215° f) 985°

a) sen475°=sen 115° = sen 65° = 0,9063
cos 475° = cos 115° = —sen 65° = —0,4226
tg475°=1tg 115° = —tg 65° = —2,1445

b) sen 885° = sen 165° = sen 15° = 0,2588
€0os 885° = cos 165° = —cos 15° = —0,9659
tg885°=1tg 165° = —tg 15° = —0,2679

c) sen 1.130° = sen 50° = 0,766
cos 1.130° = cos 50° = 0,6428
tg1.130°=1tg 50°=1,1917

d) sen 695° = sen 335° = —sen 25° = —0,4226
€05 695° = cos 335° = cos 25° = 0,9063
tg 695° = tg 335° = —tg 25° = 0,4663

2

e) sen 1.215° = sen 135° = sen 45° :T

2

cos 1.215° = cos 135° = —cos45° = ——
tg1.215°=1tg 135°= —tg45°= —1
f) sen 985° = sen 265° = —sen 85° = —0,9962

€05 985° = cos 265° = —cos 85° = —0,0872
tg 985° = tg 265° = tg 85° = 11,4301
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1
015 | Sabiendo que sen oo = —, calcula:
a) sen(90° — ) b) sen(180° — o) c) sen(—o)

a) i = sen o = cos (90° — o)
5

Sustituimos en la expresién para calcular sen (180° — «):

1 2J6
€0s* (90° — ) + sen”* (90° — o) = 1;5en (90° — o) = 4|1 — — = ——
25 5
b) sen (180° — o) = sen u:i
5
o) sen(—a) = —sena = —%
016 | Sisen 18°=0,309y cos 18° = 0,951; halla:
a) sen72° b) cos162° c tg(—72°)

a) sen72°=sen (90° — 18°) = cos 18°= 0,951
b) cos 162° = cos (180° — 18°) = —cos 18° = —0,951
Q) tg(—72°)=—tg72°= —tg(90° — 18°) =

1 cos 18 0951

= _ = = = —3,0777
tg18° sen 18° 0,309

017 | Indica cdmo son los dngulos vy 3 si cumplen las siguientes igualdades.
a) sena=cos(3 b) cosa=cos(3 c) sena=senf3

a) Los dngulos son complementarios.
b) Los dngulos son opuestos.
¢) Losangulos son suplementarios.

018 | A partir de las razones de 30°y 45°, calcula las razones trigonométricas de 75°y 22,5°.

sen 75° = sen (30° 4 45°) = sen 30° - cos 45° + cos 30° - sen 45° =

V2, 5T i+l
4

=097

2 2 2 2
cos 75° = cos (30° + 45°) = cos 30° - cos 45° — sen 30° - sen 45° =

_3 V2 0 2 _Je-V2
2 2 2 2 4 ’
tg 30° — tg 45° By
tg75° = tg (30° + 45°) = —J g®H> __ 3 —373

141tg 30°-tg 45°

° [1— cos 45°
sen 22,5° = sen 425 =+ CZS =+
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SOLUCIONARIO

1+ 22
° 1+ cos 45°
c0s 225° = cos % 4 |1t 5 — 4 5 2 _ 40

+——" =4

° 1— cos 45°
tg225° =tg o
2 14 cos 45°

019 | Expresa, en funcién de tg o, las razones trigonométricas sen 2ay cos 2.

sen
oS o= «

s Jo = 2 5en o Cos & go  2sen’ o senPa=1-cos’a  2(1—cos’ o)
g o g o
2
2= | R —
2205 a T Tiiga 1+t 2tga
tg o g o 1+ 1tg° o
2oy =1— 2
05 20 = cos? o — sen? o LET TN 062 o — (1— cos? o) =
1
052 o =
1+ tg? 2
=142 cos’ o RN B
T+ tg* o

020 | Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas en el intervalo [0°, 360°].

a) 5senx=2 b) 7 cosx = —1 o) 5tgx=12 d) 2tgx=2
2 X, = 23° 34" 41,44"
a) S5senx=2->sen x =— —

X, = 156° 25' 18,56"

1 x; = 98°12' 47,56"
b) 7c0s x=—1>c0s x=———> o .
7 X, = 261° 47" 1244

12 [x =67 22" 4849"
S5tgx=12->tgx=——1"" '
O SYXZN D GX="2 20 o4 20 4849"

= 45°
d) 2igx=2—>tgx=1—-1"
) 2tgx=2tx=1o {20

021 | Resuelve estas ecuaciones trigonométricas y simplifica el resultado.

a) sen2x=1 b) cosx+ cos2x=0

a) sen2x =1— 2x =90°+ 360°- k — x = 45° 4+ 180°- k

b) cosx+ cos2x=0—cosx+ 2senxcosx=0—cosx(1 + 2senx) =0
05 X =0 —s x = 90° + 360° - k
x = 270° 4 360° - k

142 5en x =0 = sen x = —— — X:2100+3600'k
5 7 ]x = 330° 4 360° - k
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022

023

024

025

En un tridngulo rectangulo cuyo angulo recto es A, se sabe queb=30myc=25m.
Resuélvelo.

Aplicamos el teorema de Pitagoras para calcular la hipotenusa:

h=+/30"+25 =1525 =3905m

Utilizamos una de las razones trigonométricas para calcular uno de sus angulos
agudos:

~ b 30 ~
senB=—=——=10,7682 - B=50°11"'40"

’

Usamos la relacién de dngulos complementarios para hallar el tercer dngulo:
C=90°— 50°11' 40" = 39°48' 20"

Py ~
De un tridngulo rectdngulo ABC, conocemos que C = 62°y que la hipotenusa a

mide 1 m. Halla sus elementos.
Aplicamos la relacién de dngulos complementarios para calcular el tercer dngulo:
B=90° — 62°=28°

Utilizamos una de sus razones trigonométricas para hallar otro de sus lados:

sen§=£=%—>b:sen 28° = 04695 m
a

Usamos el teorema de Pitdgoras para determinar el tercer lado:

c=+T7—04695 =08829m

Calcula by c en estos triangulos.

a) C b) b
14 A
o m 44
b B 18cm
86°
55° ¢
C

A B

a) B=180°—88°—55°=37°

9 __ b ¢ , b _ M L, i09m
senA  senB  senC sen 37° sen 55°

C

aA: bA: CA% ¢ = 14 —c=1708 cm
senA  senB  senC ~ sen88°  sen 55°

b) C=180°— 44° — 86° = 50°
Aplicamos el teorema del seno como en el apartado anterior y resulta:
b=2585cm c=1985cm

Razona si es posible que en un tridngulo se cumplan estas igualdades.
b c

= a= =

senB senC

a=

Es posible si el tridangulo es rectdngulo, porque entonces A=90° y sen A=1.



026

027

028

029

SOLUCIONARIO

Un triangulo /@ es rectangulo y la longitud de su hipotenusa es a.

a) Aplica el teorema del coseno al angulo recto A.

b) ;En qué teorema se transforma el teorema del coseno en este caso?
a) a’=0b’+c’—2bc-cos 0° = b’ + ¢?
b) Se transforma en el teorema de Pitdgoras.

Decide si las siguientes medidas corresponden a las longitudes de lados
de un tridngulo, e indica si es acutdngulo, rectdngulo u obtuséngulo.

a) 12,11y9cm b) 23,14y 8cm c) 26,24y 10cm d) 40,30y20m

a) =0+ —2bc-coOsA—12=1124+9—2.11-9.cos A

— cos A=0,2929 — A =72°57'59,7" — El tridngulo es acutangulo.
b) Las medidas no forman un tridngulo, ya que la suma de los lados menores es

menor que el lado mayor.
Q) @=b"4C—2bc-cosA—26"=24+10"—2-24-10-cos A

S cosA=0-—A=90°"—El tridngulo es rectadngulo.

d) =0+ —2bc-cos A—s 40> =30% 4+ 20> — 2-30-20 - cos A

—cosA=—025—A=104°28" 39" - El tridngulo es obtusangulo.

En una construccion, dos vigas de 10 m estan soldadas por sus extremos y forman

un triangulo con otra viga de 15 m. Halla los angulos que forman entre si.

Llamamosa=15m,b=10myc=10m.

Utilizamos el teorema del coseno para obtener dos de sus dngulos:
@ =0+ —2bc-cosA—15=10°+10—2-10-10- cos A
A=97°10'50,7"

b'=a’+c —2ac-cosB—10°=15"4+10—2-15-10- cos B
B=41°24'346"

Usamos la propiedad de que la suma de los dangulos de un tridngulo mide 180°,

para calcular el tercer dngulo:
A+B+C=097°10'50,7" +41°24'34,6" + C = 180° — C = 41° 24' 34,6"

En un romboide, los lados miden 5 cm y 8 cm y una de sus diagonales mide 10 cm.

Calcula la medida de sus cuatro dngulos.

Llamamosa=5cm,b=8cmyc=10cm.
Utilizamos el teorema del coseno para obtener dos de sus angulos:
@=b"4+C—2bc-cosA—5=8+10"—2-8-10-cos A

A=29°41'10,7"
B’ =a+c—2ac-cosB—>8=54+10>—2-5-10-cos B
B=52°24'3738"

Usamos la propiedad de que la suma de los éngulos de un tridangulo mide 180°,

para calcular el tercer dngulo:
A+B+C=29°41'107"+52°24'378" +C=180° = C = 97°54' 11,5"
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030 | Resuelve el triangulo, sabiendo que dos de sus lados miden 14 cmy 18 cm,
respectivamente, y el 4ngulo opuesto a uno de ellos mide 70°. Dibuja el tridngulo.

Aplicamos el teorema del seno para calcular el angulo opuesto al lado conocido:

a __b ¢ 1% 18 B upsy34a

senA  senB  senC senB  sen70°

Utilizamos la propiedad de que la suma de los dngulos de un tridngulo mide 180°,
para calcular el tercer dngulo:
A+B+C=180"—A+46°57' 344" +70° = 180° > A = 63°2' 256"
Usamos el teorema del seno para calcular el tercer lado:
a b c a 18

<~ = <= - — = —a=1707 cm
senA  senB  senC sen 63° 2' 25,6" sen 70°

Al resolver el tridngulo cona=4m,c=6 myA = 25°, obtenemos como soluciones
dos tridngulos obtusangulos. Comprueba que esto es posible y dibuja las soluciones.

Aplicamos el teorema del seno para calcular el dngulo opuesto al lado conocido:
a b c 4 6 {6: 39°20' 257"
_)

— = — = —— = —
senA  senB  senC sen 25° senC

C=140°39'34"

Utilizamos la propiedad de que la suma de los dngulos de un tridngulo mide 180°,
para calcular el tercer dngulo:

12 s0lucién: A + B+ C = 180° — 25° + B+ 39°20' 25,7" = 180° — B= 115°39' 34"
22 solucion: A + B + C = 180° — 25° 4 B + 140° 39' 34" = 180° — B = 14°20' 26"

Usamos el teorema del seno para calcular el tercer lado:

4
1.7 solucion: GA: bA: CA—> b = —>b=853m
senA  senB  senC sen 115°39' 34" sen 25°
2.2 solucién: GA = b___¢ - b = 4 —b=234m

senA  senB  senC  sen14°20'26"  sen 25°




SOLUCIONARIO

032 | Transforma los siguientes dngulos en grados o radianes, segun corresponda.

| Jeolke)

a) 225° d) —1,5rad g) —270° j) 03rad m) 264° 25'
7T
b) 75° e) 2rad h) 140°40' k) 120° n) 7 rad
., T . —bTw
) 160° f) 540° oS rad ) 315° ) — rad
5“ 1 n T( B 1 n
a) e rad  d) 85°56'372" Q) - rad ) 17°11'1944"  m) 461 rad
57 27
b) E rad e) 114°35'30" h) 246rad K T rad n) 630°
8 7
9 Srad ) 3mrad ) 60° ) 5 rad f) 144°
9 4
033 | Dibuja tres dangulos agudos A, §ya tales que:
[ Jeke)
~ 1 ~ 4 ~
senA=— cosB=— tgC=34
3 5
17 cm
3cm 5cm
Tcm
A B
4cm 5¢cm
034 | Dibuja dos rectas perpendiculares a uno
°® | de los lados de este angulo, de modo
que se formen dos triangulos rectangulos.
Mide los lados de los dos tridngulos y verifica
que las razones del angulo A son idénticas .
en ambos. !
Respuesta abierta:
w?’&
< 4,5cm
3cm
A
4cm
6cm
~ 45 ~ 6 ~ 3 45
senA=—=——=06 cosA=—=——=08 tgA=—= =075
7,5 7,5 6
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035 | Comprueba si son ciertas o no las siguientes igualdades, sin usar la calculadora.

L X 2]

a) sen 30° + sen 45° = sen 75°
b) cos 90° — cos 30° = cos 60°
c) tg60°=2tg30°

d) sen 60° =2 sen 30° cos 30°
cos 90°

2
f) cos 60° = cos® 30° — sen®30°

e) cos 45° =

a) Falsa
sen 75° = sen (30° + 45°) = sen 30° - cos 45° + cos 30° - sen 45° # sen 30° + sen 45°

b) Falsa
cos 60 ° = cos (90° — 30°) = cos 90° - cos 30° — sen 90° - sen 30° # cos 90° — cos 30°
c) Falsa
2tg 30°
1g60°=1tg(2-30°) =9 % 1g30°
1—1tg° 30°

d) Verdadera
sen 60° = sen (2 - 30°) = 2 sen 30° - cos 30°
e) Falsa
0 . 1— cos 90 " cos 90
1+ cos 90° 2

cos 45° = cos

f) Verdadera
cos 60° = cos (2 - 30°) = cos’ 30° — sen” 30°

036 | Los angulos A, §yfson agudos. Completa la siguiente tabla sin determinarlos.

Seno Coseno Tangente
sen A = 0,5602 cos A =0,8284 tgA=06763
senB=09828 cos B=0,1849 tgB=53151
senC = 06616 cosC = 03384 tgC = 2,7804

0,56022 4 cos?A=1— cos A=+/1—0,5602> = 0,8284
~ 05602
tgA= = 06763
0,8284

sen’B 40,1849 = 1 — sen B=+/1—10,1849? = 09828

~ 05602
tgB=—2%
08284

cosC = ; = 0,3384
\ 14 2,78042

sen’C 40,3384 =1 — senC=+/1— 033842 = 06616

= 06763
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| Jeolke)

038

| Jeolke)

Emplea la calculadora para determinar los angulos agudos que cumplen:

a) cosA=0,3453 e) tg E=03554
b) tgB=2,3688 f) senF=0,0968
) cosecC=1,9044 g) sen G =0,2494
d) cosD=0,9726 h) cotg H=25

a) cosA=03453 —>A=69°47'596"

O

)
)
)
)
f)
9)
h)

o 0O

D

tg B=2,3688 — B=67°6'45:84"

cosec C = 1,9044 — sen C = 0,5251 — C = 31°40' 299"
cosD=09726 -D=13°26'363"

tg E=03554 — E=19°33' 548"

sen F=0,0968 — F=5°33"17,75"

senG = 02494 —G=14°26'312"
cotgH=25->tgH=04—H=21°48"507"

Determina las siguientes razones.

a) sen19°22'37" e) sec54°28' ) tg %
b) cos 44°52' f) cosec ™ j) cos 0,845
c) cos1,03 g) tg83°41'57" k) cotg 35° 40'
d) sen 2n h) sen37°25" )] sec—~
5 6

a) sen19°22'37"=0,3318

b) cos44°52'=0,7088

c) cos1,03=05148

sen 2—“ = 09511
5

sec 54°28' = 1,7206
No esta definida.
tg83°41' 57" = 9,0567
sen 37°25" =0,6019

™
tg 5= 04142
€05 0,845 = 0,6637

cotg 35°40' = 1,3934

sec & =1,1547
6

SOLUCIONARIO
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039 | Resuelve los triangulos rectangulos correspondientes,
[ Jele) . < s
considerando que A es el angulo recto.

a) b:7m,§:48° d) a:6cm,6:42°12'
b) c:12m,§:28° e) b=3m,c=6m
¢) a=13m,c=5m f) b=8m,a=10m

a) Aplicamos la relacién de angulos complementarios para calcular el tercer
angulo:
C=090° —48°=42°
Usamos una de sus razones trigonométricas para hallar otro de sus lados:
b a 7
— = - =a—>a=942m
-~ O
senB  senA sen 48

Utilizamos el teorema de Pitdgoras para obtener el tercer lado:
c=+942°-7" =63m

b) Aplicamos la relacion de dngulos complementarios para hallar el tercer angulo:
C=90° - 28° = 62°
Usamos una de sus razones trigonométricas para obtener otro de sus lados:
b c b 12

== - = —b=638m
senB  senC sen 28° sen 62°

Utilizamos el teorema de Pitédgoras para hallar el tercer lado:
a=+/12°+638" =1359m

c) Aplicamos el teorema de Pitdgoras para calcular el tercer lado:

b=+13"=5 =12m

senB = %% B=67°22'485"

senf:%—>6:22°37' 115"

d) Aplicamos la relacién de angulos complementarios para obtener el tercer dngulo:
B=90°— 42°12' = 47° 48"
Usamos una de sus razones trigonométricas para hallar otro de sus lados:
b a b

— = —— -=6—>b=444m
senB  senA sen 47° 48

Utilizamos el teorema de Pitdgoras para obtener el tercer lado:
c=+6"—444> =404 m

e) Aplicamos el teorema de Pitdgoras para hallar el tercer lado:

a=+3*+62=671m

senBe—— B 26°33" 26,6"

d

senCe—2 =632 334"

d
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f) Utilizamos el teorema de Pitadgoras para calcular el tercer lado:
c=+10°-8> =6m

senB = % —B=153"7'4837"

senf:%efz 36°52'11,63"

Si nos situamos a 40 metros de la chimenea de una fabrica la vemos bajo un angulo
de 26°. ;Qué altura tiene? Considera que los ojos del observador estan situados
a 175 cm del suelo.

tg26°=-9 5 a=1951m
40

1951+ 1,75=2126m

La altura de la chimenea es 21,26 m.

Una barca esta atada a la orilla de
un canal con una cuerda que mide
8 metros. En cierto momento,

esta cuerda forma un angulo de 38°
con el borde. ;A qué distancia

de la orilla se encuentra

la barca?

sen38°:§—>b:4,93m

La barca se encuentra
a 4,93 mdelaorilla.

Las bases de un trapecio is6sceles miden 8 cmy 14 cm, y los lados iguales, 5 cm.
Calcula la medida de sus angulos.

senB= % —B=53"7'4837"
=090° — 53°7'4837" = 36°52' 11,63" 5

C
D=90°+36°52'11,6"=126°52'11,63"

{Qué angulo forman entre si las diagonales de un rectdngulo de 10 cm de base
y 6 cm de altura?

Hallamos la longitud de la diagonal utilizando el teorema de Pitdgoras:
d=110"+6 =136 = 1166 cm

Calculamos el dngulo opuesto al lado de 6 cm, en el tridangulo isdsceles que tiene
por lados iguales la mitad de la diagonal:

583’ =583 4+6"—2-583-6-cosA—A=591"5027"

El angulo que forman entre sf las diagonales del rectangulo es 59° 1' 50,27".
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044 | Un pentagono regular esta inscrito en una circunferencia de 20 cm de radio.
""" | Determina la medida de su lado.

El pentdgono regular se puede dividir en cinco tridngulos isdsceles.

o

=72

, 360
Calculamos el dngulo central:

El dngulo central mide 72°.

Hallamos los restantes dngulos del tridangulo:
180°=72°42A —A =54
Aplicamos el teorema del seno:

b a b 20

== —— = — b =2351cm
senB  senA sen 72° sen 54°

El lado mide 23,51 cm.

045 | Calcula la longitud del lado de un dodecdgono regular circunscrito a una
[ X Je) . o .
circunferencia de radio 6 cm

El dodecdgono regular se divide en 24 tridngulos rectdngulos.

Calculamos el dngulo central: 360 =15°
El dngulo central mide 15°.
Aplicamos el teorema del seno:
b -2 b =6—->b=155cm

senB  send  sen15°

El lado mide 3,1 cm.

046 | Latabla muestra razones trigonométricas de dngulos de distintos cuadrantes.
°“" | Sin determinarlos, complétala con las razones que faltan.

Cuadrante sen cos tg
Segundo 0,6702 —0,7422 —0,903
Tercero 08911 ~0,4539 ~1,9631
Cuarto 08016 —0,5979 —0,7459
Tercero —0,7822 —0,623 1,2555
Segundo 0,8849 —0,4657 —1,9004
Cuarto —0,7158 0,6983 —1,0251
067022 4+ cos?A=1— cos A= 1— 06702 = —0,7422
- 702
gh=_06702 _ —0,903
—0,7422
sen’ B+ (—0,4539)? = 1 — sen B =+/1— 04539 = 0,8911
gB=_981 _ 963
—04539
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cosC= S =0,8016
1+ (—0,7459)?

sen’C+0,8016° =1 — senC =+/1— 080167 = —0,5979
(—0,7822) + cos’D=1— cos D =+/1— 07822 = —0,623
1

D="0782 _ 15555 cosb=, | = 04657
—0623 T+ (—1,9004)
sen*E+ (—0,465772 =1 — sen E =+ 1— 04657° = 0,8849
sen’F4- 069832 = 1 — sen F=+/1— 069832 = —0,7158
tgF=—971%8 _ 4 551
06983
047 | Sin usar la calculadora, determina.
o0
37

™
a) senm—tgw+2cos ™ Q) t921r—sen?—2c057

b) cos T _sen 3 d) cos 2w —sen 2w

a) Senﬁ—fgﬂ+2COSTY=O—%+2-1=2

b) cosl—sen?:0—1:—1
Q thﬂ—sen%—Zcos3—ﬂ=%—1—2~0:—1
d) cos2m—sen2n=1-0=1

048 | Completa, sin usar la calculadora, los valores del seno de los siguientes dngulos.

[“Jeze]

—T —T ™ ™ ™
—T - - 0 - - - ™
2 6 4 3 2
o | | Lo |2 L]
2 2
3T 5T Vi 9T
T 2T T 3w T 4 T 57
-1 0 1 0 -1 0 1 0

049 | Completa, sin usar la calculadora, los valores del coseno de los siguientes angulos.

[ Jeie]

T e S PO . S I A .
T2 6 4 3 2 B
R e I R P I A
2 2 2
Eul 27 o 3w I 4T o 57
2 2 2 2
0 1 0 -1 0 1 0 -1
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050

| Jolke)

051

eCo

052

eCo

Completa, sin usar la calculadora, los valores de la tangente de los siguientes
angulos.

—60° | —45° | —30° | 0° | 30° | 45° | 60° 90°
J3 J3 No
3| - e B e V3| definido

120° | 135° | 150° | 180° | 210° | 225° | 240° 270°

J3 J3 No
3| R U B B V3 | Gefinido

Utiliza la calculadora para hallar las razones.

a) sen319°12'52" e) cosec200° 16' i) tg”T“
b) cos 434°26' f) sec %K j) cos 3,845
) tg7,03 g) tg 183°13'53" k) cotg ”Tﬂ
d) sen 8?“ h) sen333°55" I) cosec5,24

a) sen319°12'52" = —0,6532 g) tg 183°13'53" =0,0565

b) cos434°26' =0,2684 h) sen 333°55" = —0,4538

) tg7,03=09257 ) tg T — 24142

8

d) sen 8—;‘ = 09511 j) cos 3,845 = —0,7626

€) cosec 200°16' = —2,8869 K corg”T“ — 17321

f) sec2®— 14142 ) cosec 524 =—1,1574

4

Reduce los angulos al 1. cuadrante y calcula estas razones.
a) sen131° e) sec 156°23'6" i) cotg 295°12' 45"
b) cos 334° 46' f) tg 238°24' j) sec203°36' 54"
c) tg 146° 22" g) sen302°15"
d) cosec 122°53' h) cos 192°21'32"

) sen 131° =sen 49° = 0,7547

) cos 334° 46" = cos 25° 14' = 0,9046

) tg146°22" = —tg33°59' 38" = —0,6744

) cosec 122° 53" = cosec 57°7' = 1,1908

) sec 156°23"' 6" = —sec 23°36' 54" = —1,0914

) 1 238°24' = tg58°24' = 1,6255

sen 302° 15" = —sen 57°45' = —0,8480

) cos192°21'32" = —cos 12°21' 32" = —0,9767
cotg 295°12' 45" = —cotg 64°47' 15" = —0,4708
sec 203°36' 54" = —sec 23°36' 54" = —1,0914

S0 o0 oW
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SOLUCIONARIO

053 | En la circunferencia goniométrica, dibuja y obtén con ayuda de la calculadora.
EYers!

a) Dos angulos cuyo seno valga 0,36.
b) Dos dngulos cuya tangente valga —3,54.

a) sena=0,36
o, =21°6"'0,706"
o, = 158°53' 592"

/-
2

b) tgB=—354
3, = 285°46' 27"
3, =105°46' 27"

8

oaWas
NZAN

054 | Halla los siguientes angulos.

[ Jele)

a) arccos 0,4539 d) arccos (—0,3996) g) arcsen 0,6862
b) arcsen 0,9284 e) arctg2,1618 h) arcsen (—0,3308)
¢) arctg (—0,5459) f) arc cos (—0,2926)
a) arc cos 04539 = 63°20,95" e) arctg2,1618 =65°10'32,9"
b) arcsen0,9284 =68°11'12,3" f) arc cos (—0,2926) = 107° 49,2"
C) arctg (—0,5459) = 331°22" 12" g) arcsen 06862 = 43°19'48,2"
d) arc cos (—0,3996) = 113°33' 11" h) arc sen (—0,3308) = 340° 40' 58"

055 | Conocidas las razones de 30°, 45°y 60°, obtén, sin usar la calculadora, las razones
°“7 | de 120°,225°, 240° y 300°.

sen 120° = sen 60° = g sen 240° = —sen 60° = —g
cos 120° = —cos 60° = —% cos 240° = —cos 60° = —%
tg120° = —tg 60° = —/3 19 240° = tg 60° = /3

sen 225° = —sen 45° = ,g sen 300° = —sen 60° = fg
€05 225° = —cos 45° = —Q cos 300° = cos 60° :%

19 225° =19 45° = 1 tg300° = —tg 60° = —/3
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056 | Determina el dngulo avdel 1.* cuadrante cuyas razones trigonométricas verifican:
[ X Je)
seno= |sen249°31'|  cosa= |cos249°31'| tgou= |tg249°31'|

Halla cudles son sus razones trigonométricas.

sen o= |sen249°31'| =0,9368 — o = 69° 31"
cosa= |cos249°31'| =0,3499 — o = 69° 31"
tga= |tg249°31'| =26770 = o = 69° 31"

057 | ;Qué angulo del 3.°" cuadrante tiene el mismo coseno que 132°24'18"?
X ke

Usa la calculadora para obtener las razones de esos dos dangulos y compdralas.
El dngulo del 3. cuadrante que tiene el mismo coseno que 132°24' 18"
es 227°35"42",
cos 132°24' 18" = cos 227°35' 42" = —0,6744
sen 132°24' 18" = —sen 227° 35" 42" = 0,7384
tg 132°24'18" = —tg 227°35' 42" = —1,0949

058 | ;Qué angulo del 2.° cuadrante tiene la misma tangente que 337° 54' 29"?
L X B
Con ayuda de la calculadora, obtén las razones de los angulos y comparalas.

El dngulo del 2.° cuadrante que tiene la misma tangente que 337° 54' 29"
es 157°54' 29",

cos 337°54' 29" = —cos 157° 54' 29" = 0,9266
sen 337°54' 29" = —sen 157°54' 29" = —0,3761
tg 337°54' 29" = tg 157° 54' 29" = —0,4059

959 Sabiendo que sen av= 0,23 y que cces un angulo agudo, determina las razones
“ | trigonométricas.

a) coso

b) tg o

q tg(—o)

d) cos (180° — o)

e) sen (180°+ o)

f) sen (720° + o)

a) 023°+cos’a=1-—cosa=+1—0,23 =09732
0,23

b) tga=—"—"—=0,2363

,9732
0 tg(—a)=—tga=—0,2363
d) cos (180° — o) = —cos oo = —0,9732
e) sen(180°+ o) = —sen o= —0,23
f) sen(720°+ o) = sen a = 0,23
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A~
060 | En la siguiente circunferencia, calcula la medida

°2% | del segmento ABy del arco de circunferencia AB.
Comoeel éngulo;\\:90°,e| angulo B=90° — 30° = 60°. B

sen30°:%—>AB:4cm

El segmento AB mide 4 cm.

Como el angulo de 30° es inscrito, el dngulo central que abarca el arco AB

mide 60°.

Calculamos la longitud de un arco de 60° en una circunferencia de 4 cm de radio:

A/§ _ 21 -4 - 60 _ Am
360° 3

Fl arco AB mide 4,19 cm.

=419 cm

06 Halla las razones trigonométricas de estos dngulos.

L Jeke]

a) ‘K<’*{<371\-,C05"{: —0,54 b) 37“<6< 2w, 5end=0
a) sen’ N + (=0,54)° = 1— sen y = —/1— (—0,54)* = —0,8417
tg~ = ﬂ“f =1,5587

i

b) No existe ningun angulo con estas condiciones, pues si sen = 0,
entonces & = 2km.

062 | Calcula el area de este triangulo.

eCo

46° 37°
25m

La altura sobre el lado conocido divide al tridngulo
inicial en dos triangulos rectangulos. Aplicamos

la definicion de tangente en los dngulos
conocidos y formamos un sistema

de ecuaciones.

g3 ="
9or= —h=x-1tg37 }_}X: 251946 .0
tg 46":425h —>h=025-x -tg 46° tg 37° + tg 46°

— X

h=1447-tg37°=109m
La altura del tridngulo mide 10,9 m.

25-10,9

Calculamos el &rea: A = = 1363 m?

El drea del triangulo mide 136,3 m?.
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063 | Resuelve los siguientes triangulos.

| Jolke)

a) a=10cm,b=14cm,c=8cm e) a=21cm;b=14cm;c=18cm
b) b=6cm,c=9cm,A=3912' f) a=9cm,c=5cm,B=103°27'
€) a=7cm,B=23849,C=66°40' g) b=83cm;c=9,1cm;C=112°50
d) a=8cm,b=10cm, B=36°38' h) c=6cm,A=27°42',B=098°20
a) Aplicamos el teorema del coseno:
~ ~ =@’ + b+ —100 4196 + 64
=0+ —2bc- cosA—cosA= ato e * +o4
2bc 2148
=0,7143
A=44°24'551" b o —
~ ~ = a c —1 1
b’=a’ 4+ —2ac- cosB—cosB= tate + Tor _
2ac 2-10-8
=02
B=101°32"13"

C=180°—44°24'55,1" —101°32' 13" =34°2'51,85"

o

Aplicamos el teorema del coseno:
FP=b4+—2bc-COsSA—>FP =6+ —2-6-9-c0539°12' = a=577cm
~ P— 2 2 —36 + 33,3 + 81
b’=a’+c—2ac-cosB—cosB= +Za to 2+577 ;L =
=07534 ac I

B=41°4 14,51" —C=180°—39°12"— 41°4' 14,51" = 99° 43" 45 49"
Q) A=180° — 38°49' — 66°40' = 74°31°
Aplicamos el teorema del seno:
b a b 7
—= —— = —>b=455cm
senB  senA sen38°49'  sen74°31'
7
CA: GA% < = —>c=6,67cm
senC  senA sen 66° 40 sen74° 31"
d) Aplicamos el teorema del seno:
b ___a , 10 8 L enA—o04774
senB  senA sen36°38'  senA
A=28°30'457"
C=180°— 36°38' — 28° 30'45,7" =114°51"14,3"
c a c 8

— = —— = —c=1521cm
senC  senA sen 114°51' 143"  sen 28°30' 45,7"

e) Aplicamos el teorema del coseno:
~ ~ @b+ —44 4+ 24
@=b+—2bc- cosA—s cosh=—2 +f o _ A% 3M
— 01567 2bc 2-1,4-18

A = 80°58' 54,9"

~ ~ _h2 2 2 _
b*=a*+c —2ac- cosB— cosB= bra+c 196+ 4414324
— 07606 2ac 2-21-18

B = 40°29' 4,08"

C=180"— 40°29'4,08" = 58°32" 1,02"
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f) Aplicamos el teorema del coseno:
b'=a’+c—2ac-cosB—b= \/81 +25—90-cos 103° 27" =1127cm
Aplicamos el teorema del seno:
bA _9 N2 9 L nA—o77e7
senB  senA sen 103° 27" senA
A=50°57'266"— C=180° — 50°57' 26,6" — 103°27" = 25°35' 334"
g) Aplicamos el teorema del seno:
< - bA - 2! =83 senB=08406
senC  senB sen 112°50' sen B
B=57°12 18,2" —A=180°— 112°50' — 57°12' 182" =9°57'41,8"
o= 9,1-sen 91°57' 41,8 —171cm
sen 112° 50'
h) C=180° — 27°42' — 98°20' = 53°58'
Aplicamos el teorema del seno:
CA: aA—> 0 = a —>a=345cm
senC  senA sen 53° 58" sen27°42'
CA: bA—> 6 = b —b=734cm
senC  senB sen 53°58' sen 98° 20"
Encuentra las soluciones para estos triangulos.
a) a=12cm,b=7cm,c=6cm d) b:6cm;c:4,5cm;6:38°26‘
b) a=8cm,c=9cm,A=42°55 e) c=12cm,A=92°B=26°28
¢ a=10cm,c=9cm,A=72°55' f) a=11cm,b=12cm,A=27°36
a) Aplicamos el teorema del coseno:
~ —a’+ b 2 —144 + 49 + 36
cosA=—2tr T _ T30 5704
2bc 2-7-6
A=134°37'6"
N~ B+ —49 4144
cosB— b°+a°+c¢ _ 9 + +36:O/9097
2ac 2-12-6
B=24°31'588"
C=180°— 24°31" 588" — 134°37'6" = 20° 50' 55,2"
b) Aplicamos el teorema del seno:
CA: GAH 9A: 8 —>sen6:0,7661
senC  senA senC  sen42°55'
C=50°2" B=180°— 42°55' — 50°2" =87°4' 58"
b,\: a,\% o = 8 —b=11,73cm
senB  senA sen 87°4' 58" sen42°55'
c) Aplicamos el teorema del seno:

€ _a , 9 10 ent—o08603

senC  senA senC  sen72°55'

C=5920' 572" B=180° — 59°20' 572" — 72°55'=47°44"' 276"
b __a b 0 b—774em

senB  senA  send7°44' 276"  sen72°55'

131



132

Trigonometria

065

L X Xe)

d) Aplicamos el teorema del seno:

CA: bA—> 4> = 6A—>sen§:O,8288
senC  senB sen 38° 26 sen B
B=55°58'34,2"
A =180° — 55°58' 342" — 38°26' = 85°35' 25,8"
¢ __a 4 a —a=722cm

senC  senA sen 38° 26 a sen 85°35' 25,8"

e) C=180°—92°— 26°28' =61°32'
Aplicamos el teorema del seno:

c __b — 12 = b —b=6,08cm

senC  senB sen 61° 32" sen 26° 28"
CAZ a,\% 12 = a —a=1364cm
senC  senA sen 61° 32" sen 92°

f) Aplicamos el teorema del seno:

bA: CEEEN ]ZA: N senB=05054
senB  senA senB sen 27° 36"
B=30°21'3138"
C=180°—30°21" 31,8" —27°36'=122°2'28.2"

C a C 11

— = —— = —c=20,13cm
senC  senA sen 122°2' 28,2" sen 27° 36'

Obtén el valor de a en la siguiente figura.

Calculamos el dangulo desconocido del triangulo menor:
180° — 27°—22°=131°
Aplicamos el teorema del seno para conocer la longitud de la diagonal:

b__ ¢ — b = 32 —b=532cm

senB  senC sen 131° sen 27°

Utilizamos el teorema del coseno para calcular el valor de a:
=0+ —2bc-cosA—a’ =532 +4—2-532-4-cos84°—a=631cm

El valorde aes 6,31 cm.

066 | En una pared hay dos argollas distantes 8 m entre si. Un nifio ata cada extremo

Qo

de una cuerda a las argollas y se aleja de la pared hasta que la cuerda queda tensa.
En ese momento, la cuerda forma dngulos de 50°y 37° con la pared.

a) ;Cuanto mide la cuerda?
b) ;A qué distancia esta el nifio de la pared?



067
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La altura del lado conocido divide al tridngulo inicial en dos tridngulos rectdngulos.

Aplicamos la definicion de tangente en los angulos conocidos y formamos
un sistema de ecuaciones.

tg50° =
g _X —>h:x~thO° } _ 8'tg370 =31m
tg3r=—1_|Ph=08-X1t937 tg37°+1tg50°

8 —x

h=31-tg50°=369m
El nifo estd a una distancia de 3,69 m de la pared.

sen50°:ﬁ—>BA:ﬂ:4l82m
A sen 50°

5e037°:ﬁ—>64:ﬂ:6,13m
CA sen 37°

Calculamos la longitud de la cuerda:
8+482+613=1895m
La cuerda mide 18,95 m.

Dos exploradores se han perdido y deciden seguir caminos distintos para conseguir
ayuda. Para saber dénde estd el otro en cada momento mantienen un rumbo

fijo y sus trayectorias forman un angulo de 54°. Si uno camina a 5 km/h y el otro

lo hace a 4 km/h, ja qué distancia se encuentran al cabo de 2 horas?

;Y después de 6 horas?

Después de 2 horas, los exploradores y el punto de origen forman un tridngulo
del que conocemos dos lados, de 10y 8 km, respectivamente, y el angulo
comprendido es de 54°.

Aplicamos el teorema del coseno para calcular el lado que falta:

@ =b'+—2bc-cosA—>a>=10+8 —2-10- 8 cos 54°— g = 8,36 km

Al cabo de 2 horas estan a 8,36 km de distancia.

Después de 6 horas, los exploradores han recorrido 30 y 24 km, respectivamente.
El tridngulo formado es semejante al anterior, ya que estan en posicion de Tales.
Calculamos la distancia a la que se encuentran los exploradores:

8,36 - 3 =2508km

Después de 6 horas estan a 25,08 km de distancia.
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068 | Un globo aerostético se encuentra

L X 2]

069
seo

sujeto al suelo, mediante dos cables
de acero, en dos puntos que distan
60 m. El cable més corto mide 80 m
y el dngulo que forma el otro cable

con el suelo es de 37°. gom

Calcula. (370
a) La medida del otro cable. 60m
b) La distancia del globo al suelo.
a) c __ 4 - €0 __ 8 asenf:OASM

senC B senA senC a sen 37°

C=26°49'518" B=180°—26°49'518" —37°=116°10'82"

Aplicamos el teorema del seno para calcular la medida del otro cable:

b __a b =8 L b—11931m

senB  senA sen116°10'82"  sen37°
La medida del otro cable es 119,31 m.

b) Calculamos la distancia del globo al suelo:

sen37°:L%h:71,8m

g

El globo estd a 71,8 m de altura.

Los segmentos que unen los vértices de un tridngulo con su circuncentro dividen

la circunferencia circunscrita en 3 partes.

a) Si el radio de dicha circunferencia mide 4 cm y dos de los arcos tienen una

amplitud de 128°y 83°, jcuanto mide el otro arco?
b) Calculala medida de los lados y los dngulos del tridngulo.

a) Calculamos el tercer arco: 360° — 128° — 83° = 149°

b) Tenemos tres triangulos isdsceles cuyos lados iguales miden 4 cm y los angulos

comprendidos miden 128°,83°y 149°, respectivamente.

Aplicamos el teorema del coseno para calcular los lados del tridangulo original:
F=b4C—2bc-cosA>a =444 —2-4-4-c05128° > a=7,19cm
b=a+ —2ac-cosB—> b’ =4 +4 —2-4-4-cos83° —b=53cm
C=a+c—2ac-cosCoC=4 44 _2-4-4-cos149° = c=771cm
Los lados del trigngulo miden 7,19; 5,3y 7,71 cm, respectivamente.
@ =b"+c—2bc-cosA

—a*+b*+c* —51,7 4+ 28,09 + 59,44

—cosA= = = 04384
2bc 2.53-7,71

A =63°59'49,7"
b’ =a*+c—2ac- cosB
—b?+a*+c* —2809+ 51,7 + 59,44

—cosB= = = 0,749
2ac 2-719-771

=41°29'46,2"
=180°— 63°59'49,7" — 41°29'46,2" =74°30' 24,1"



SOLUCIONARIO 3

070 | Uno de los dngulos de un trapecio isésceles mide 65°, los lados iguales miden 8 cm
°¢ | y su diagonal es de 15 cm. Determina su rea.

Con el teorema del seno calculamos la base mayor:

8A 1 enC=04834
sen C sen 65°
C=2854'193"
B=180°— 28°54' 193" — 65° = 86°5' 40,7"
b a b 15

== = = —b=16,51cm
senB  senA sen 86°5'40,7"  sen65°

65°=C+D— D=65 —28°54' 193" = 36°5'40,7"
La suma de los dngulos de un cuadrildtero es 360°; por tanto, como el trapecio

es isésceles, los otros dos dngulos iguales miden:

E:M:Hy
2

Aplicamos el teorema del seno para calcular la base menor:
e d 15 d
senfE  senD  sen115°  sen36°5' 40,74"

Hallamos la altura:

—d=9,75cm

sen 65":2% h=725cm

Calculamos el &rea del trapecio:

A _d+0oh J; bh _ 95,19 cm?

El &rea del trapecio es 95,19 cm?.

071 | Elancho de un escenario de teatro mide 8 m. Las localidades que hemos comprado
[ X Xe] . . . .

estan situadas a una distancia de 6 my 12 m de cada uno de los extremos laterales
del escenario. ;Cudl es el angulo de vision que tendremos para ver
la representacién?

Aplicamos el teorema del coseno:
2 2 2 .
@ =b>+ —2bc- cosA—s cosh=—2 il LS 64+36—H44:O,8056
2bc 2-6-12

A=36°19'543"
Tendremos un dngulo de vision de 36° 19' 54,3".
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072 | A partir de las razones de 30°, 45°y 60° obtén, sin usar la calculadora, las razones
°°% | de 75° 105° y 15°. Comprueba luego los resultados con la calculadora.

sen 75° = sen (30° 4 45°) = sen 30° - cos 45° + cos 30° - sen 45° =

12 B Vaade

2 2 2 2 4
cos 75° = cos (30° + 45°) = cos 30° - cos 45° — sen 30° - sen 45° =
V3 2 1 V2 _Je -2
2 2 2 2 4
\/—+
1975 = tg (30° + 459 = 930 TG4 _ 3 =2+43
—1930° g 45 \/—
sen 105° = sen (45° + 60°) = sen 45° cos60°+cos45° sen 60° =
_ N2 L L, V2 + Vs
2 2 2 2 4
cos 105° = cos (45° 4+ 60°) = cos 45° - cos 60° — sen 45° - sen 60° =
_2 1 V2 3 V2V
2 2 2 2 4
19105° = tg (45° + 607) = 94> 19 60 :1’“5:7275
1—tg45° tg60° 1—+/3

sen 15° = sen (45° — 30°) = sen 45° - cos 30° — cos 45° - sen 30° =

2 3 1 V-2

2 2 2 2 4
cos 15° = cos (45° — 30°) = cos 45° - cos 30° + sen 45° - sen 30° =
2 f V2 1 _Je+V2
2 2 2 2 4
3
tg 45° — tg 30° 3
1g15° = tg (45° — 30°) = —2 9= - =2-3

1+ tg 45° - tg 30° - J3

073 | Teniendo en cuenta las formulas trigonométricas las razones de angulos conocidos,
[ Jeke) s .
calcula las razones de los dngulos cuya amplitud es 7° 30"y 210°. Comprueba luego
los resultados que has obtenido con la calculadora.

15° 1— cos 15° 1—0,9659
sen 7° 30" = sen 5 = \/ 5 = \/ 5 =0,1305

= 09914

15° 1+ cos 15° 1+ 0,9659
cos 7° 30" = cos =

S =
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tg7°30'=1tg " _
2

1— cos15 :\/1—0,9659 01316

1+ cos15° 1+ 0,9659
sen 210°=sen (2 - 105°) = 2 - sen 105° - cos 105° =

T4 - _

4 4
€05 210° = cos (2 + 105°) = cos* 105° — sen’105° =

_[J——Jg]z_ 5+J€]2__J§

-0,5

4 4 2

2-19105°  2=2-+3) 3

920" =19 1059 =" 05 T 1 (5 3y 3

074 | Halla las razones de 67° 30', 195°y 52° 30". Comprueba los resultados
°®" | con la calculadora.
sen (67°30") = sen (60° + 7°30") = sen 60° - cos 7° 30" + cos 60° - sen 7°30' =
= ﬁ -0,9914 + L. 0,1305 = 0,9239
2 2
cos (67°30") = cos (60° + 7°30") = cos 60° - cos 7° 30" — sen 60° - sen 7° 30" =
1 NE)

=—-09914 — —-0,1305 = 0,3827
2 2

19 (67°30") = 19 (60 + 7°30) = 9+ G730 _ V3 + 01316 — 2,414

1—1g 60°-tg 7°30°  1—+/3-01316

sen 195° = sen (210° — 15°) = sen 210° - cos 15° — cos 210° - sen 15° =

= —0,5-0,9659 — (—0,8660) - 0,2588 = —0,2588
cos 195° = cos (210° — 15°) = cos 210° - cos 15° + sen 210° - sen 15° =
= —0,8660 - 0,9659 4 (—0,5) - 0,2588 = —0,9659

19 195° = g (210° — 159 = tg 210° — tg 15 _ 0,5773 — 0,2679 — 02679
1+ 1tg 210°-tg 15° 14 0,5773-0,2679

sen 52°30' = sen 1025 = \/ L COZS 1057 _ \/ = (72’2588) = (0,7933

Cos 59° 30" — cos 195 :\/w cos 105 :\/1+<70,2588) _ 06088
2 2 2
105° 1— cos 105° 1 — (—0,2588
tg52°30'=tg \/ \/ ( ) _ 1,3032

2 1+ cos 105° 14 (—0,2588)
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QZ§ Sabemos que sen 56° = 0,83 y cos 23° = 0,92.
o a) Calcula el resto de razones de esos angulos.
b) Halla las razones trigonométricas de 79°.
c) Determina las razones de 33°.
d) ;Podrias hallar las razones de 28°?

e) (Y las de 46°?

a) 0,837+ cos’56° =1 — cos 56°=+/1— 0,83’ =0,56

0,83
19 56° = —— =148
0,56
sen’23° +0,922=1—sen23°=+/1— 0,92 =039
0,39

tg23° = 05~ 042
b) sen 79° = sen (56° + 23°) = sen 56° - cos 23° + cos 56° - sen 23° =
=083-092+4+056-039=0,98
€os 79° = cos (56° 4 23°) = cos 56° - cos 23° — sen 56° - sen 23° =
=056-092-083-039=0,19
tg 56° + tg 23° 1,48 + 0,42

tg 79° = tg (56° + 23°) = = =502
1—1tg56°-tg23°  1—1,48-0,42

C) sen33°=sen (56° — 23°) = sen 56° - cos 23° — cos 56° - sen 23° =
=083-092—-056-039=055
cos 33° = cos (56° — 23°) = cos 56° - cos 23° + sen 56° - sen 23° =
=056-092+083-039=084
tg 56° — tg 23° 1,48 — 0,42

1933° = 1g (56° — 23°) = = =0,65
1+1g56°-1g23° 1+ 1,48-042

d) sen 28° — sen 0 :\/1—C0556 :\/1—0,56 o4
2 2

2
cos 28° — cos 56 :\/1+C0556 :\/1-1—0,56 o8
2 2 2
56° 1 — cos 56° 1—0,56
g28° =19 = = =053
2 14 cos 56° 14 0,56

e) sen46°=sen (2-23°)=2-sen23°-cos23°=2-039-092=0,72
€05 46° = cos (2 + 23° = cos® 23° — sen?23° = 0,92> — 0,39* = 0,69
2-1g 23° 2-0,42

tg46°=1g (2-23°) = = =1,02
1—1tg* 23° 1—0,42?

076 | Obtén una férmula simplificada de:
[ X Je) ~

a) sen (30°+ A) C) tg(45° — 0
b) cos (B —60°) d) cos (D + 30
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a) sen (30°+;\\) =5en30°- cos A + cos 30° - sen A = %cosﬁ—k%sen?:

1 ~ ~
:E(COSA + \/g sen A)

~ ~ ~ 1 ~ ~
b) cos (B — 60°) = cos B - cos 60° + sen B - sen 60°= ECOS B+ g sen B =

1 ~ ~
:E(COSB-F \/gsenB)

W—tgf

Q) tg(45°76): —
T+1wgC

d) cos (5 + 30°) = cos D cos30° — senD - sen 30° =

J3

:7c0557isen5=%(\/§ cosD — senD)

2

077

eCo

a) cos (x — )

b) sen [x + g] d) sen (x — )

0 tg [x+ 3]
4

Sisenx=0,6y cos x = —0,8; calcula las siguientes razones trigonométricas.

™
e) cos [x - 7]
4

f) tg [1 —x]
4

Razona en qué cuadrante se encuentra cada uno de esos angulos.

El dangulo x estd en el 2.° cuadrante, ya que su seno es positivo y su coseno

es negativo.

a) cos(x—m) =—cosx=038
El dngulo estd en el 4.° cuadrante.

b) sen [X + ;] =cosx=—0,8

El dngulo estd en el 3.5 cuadrante.

tg)ﬁLrg1
4

—0,75+1

IS
@) tg[x+]— =
1—tgx-tg—
4

El dngulo estd en el 3.5 cuadrante.

d) sen(x — ) = —senx= —0,6
El dngulo esta en el 4.° cuadrante.

=014
1+ 0,75

V2 V2

e) cos[xﬂ]_cosx'cosﬂ—i—senx-senﬂ_—O,S-—0,6-—0,99
4 4 4 2 2

El dngulo estd en el 3.5 cuadrante.

14075

7

g~ —tg x
f) tg[ﬂ—x]— 4 =

W+tgi‘tgx
4

El dngulo estd en el 3.5 cuadrante.

1-075
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078 | El angulo que se forma entre cada dos nervios

®®2 | de un abanico es de 15°. Si el abanico tiene
cuatro nervios centrales, calcula las razones
trigonométricas de los angulos que se forman
al desplegarlo nervio a nervio.

Tenemos que calcular las razones trigonométricas
de 15° 30° 45°,60°y 75°.

Las razones de 30° 45° y 60° son conocidas.

sen15°:sen3§ = /% =025

cos 15° = cos 3;) = @ =096

sen 75° = sen (45° 4 30°) = sen 45° - cos 30° 4 cos 45° - sen 45° = 0,96
cos 75° = cos (45° + 30°) = cos 45° - cos 30° — sen 45° - sen 30°=0,26

079 | Sabiendo que senx = Ey que T < x <, calcula, sin hallar previamente el valor de x.
L Je}e] 5 2

wfry) g 2
4 3

21

a) Expresa los resultados utilizando radicales.

0y
b) Explica cdmo determinarias las razones de T rad y 3 rad.
4

Hallamos las razones trigonométricas de x:

[2]2 J21 Nl
s x=—[1—|=| =——— g x =——
5 5 21

T
a) y b) Las razones trigonométricas de % rad, 45°y ? rad, 60° son conocidas.

4 2 3 2 3

™ My My
56/’7[X+]—S€I’)X-COS+COSX-S€(7— — S
4 4

0
gx—1tg—
tg[ w] N N IR N E)

3 H—rgx-tg1 9
3
080 | Sesabe que w™<x <3—2“ytgx:%.
[ X Je)

a) Hallasenxy cos x.

. " . . 0y 0y
b) Determina, utilizando radicales, las razones de los dngulos —y —.
6 4
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¢) Sin determinar el angulo x, calcula.

iy iy
cos x——] tg x+—]
4 6
d) Sin determinar el dangulo x, decide razonadamente en qué cuadrante estan
los angulos.
0y
X —— X+ —
4 6
1
a) cosx= o =—-08 sen’x+08=1—-senx=+1—-08 =-06
] x 3 T 3
b) sen—=— cos—=— tg—=—
2 6 2 6 3
J2 2
sen—=—cos—=—— tg—=1
2 4 2 4
Q) cos [x—ﬂ]— COS X~ COS 1+ sen x-sen = —O,8~£—O,6~£: —0,7\/5
4 4 4 2 2
T 3 \/?
gx+1ig— —+—
[ m ] IrT 4 3 48 + 253
g|x +—|= = =
) 1_wgx-tgl 3.8 39
6 4 3

. ™ s . .
d) Como el seno del dngulo x — — es positivo, el dngulo estd en el 2.° cuadrante.
4

. I e . .
Y como la tangente del éngulo x + — es positiva, el dngulo estd en el 3. cuadrante.
6

Sabiendo que las razones de 32° son:  sen 32° = 0,53 cos 32°=0,848

a) Calcula las razones trigonométricas de 62°.

b) Halla las razones de 31°.

c) ¢Puedes medir cualquier &ngulo cuya medida en grados no tenga minutos
ni segundos?

a) sen 62° = sen (32° 4 30°) = sen 32°- cos 30° + cos 32°- sen 30° =
=053- g + 0848 - % =088
cos 62° = cos (32° + 30°) = cos 32°- cos 30° — sen 32° - sen 30° =
= 0,848 - ﬂf 0,53 % = 0,46
tg 62° = % =191

/

b) sen 31° = sen 622 = \/1_@5 62 \/1_5'46 =052

2
cos 31°:cos£:\/1+coS 62 :\/1+O’46 =0,85
2 2 2
052

tg 31° = — =061
0,85
¢) Sipodemos calcular las razones de cualquier dngulo, ya que a partir de las medidas
de 32°y de 31° hallamos las medidas de 1°,y a partir de ellas, las demas.
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082 | Expresa en funcion de la razén de un solo angulo.

[eXele]

a
14 cos — + cos o
2

o , @ , @ o , O , o
1+COSE+COSOL:56/’I E—'—COS — +Cos—+cos* — —sen* — =

Q (6%
=205’ — + cos —
2

083 | Demuestra que se verifican estas igualdades.
L0

a) 1+sen22a=2sen (o+ 45°) cos (v —45°)
b) cos 2= 2 sen (ox+ 45°) cos (o + 45°)

a) 2sen (o~ 45°) cos (o — 45°) =
= 2 (sen o - cos 45°+ cos o - sen 45°)(cos o - cos 45° + sen o - sen 45°) =

2[\/5'5€ﬂ0L + \/5'COSOL][\/5'COSOL + \/5'S€I'IOL]_

B 2 2 2 2

2-cos’a  4dsena-coso | 2-sen’ a
=2 + + =
4 4 4

=cos’ o+ sen’ a+ 2 sen o+ cos =1 + sen 2o

b) 2 sen (o + 45° cos (o 4 45°) =

en a - cos 45°+4 cos o - sen 45°)(cos o - cos 45° — sen « - sen 45°) =

_ [(f senc ﬁ.com][ﬁ.m ﬁ.sm}:
14

B 2 2 2

2-cos’ o 2-sen’ o
4

] = cos’ a — sen’ o = cos 2o

084 | Comprueba la siguiente relacién entre las razones trigonométricas de un dngulo.
L0

1—cos’x _ tg x

sen 2x 2
1—cos’x  sen’x _ senx _ tgx
sen 2x 2 sen x - cos x 2 cos x 2

085 Demuestra que es cierta la igualdad.

Senzcx:ﬂ
1+ tg° @
2 . 2 2 2
senda=2seno-sa=—-ne®a _ ‘liga _ _c@a
os o 1 1+ tg* o
cos? a
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2 cos (45° — o) cos (45° + o)

086 | Simplifica la expresion:
[ X Xe)

cos 2o
2 cos (45° —a) cos (45°+ o)
cos 2a B
5 J2 cosa n J2 sen u][\/zcos o J2sen o 2(cos? o —sen” o)
2 2 2 2 _ 2 _
cos” o —sen’ a cos” o —sen’

087 | Busca una férmula simplificada para calcular las razones del angulo triple:
°¢° | sen 3ay cos 3a.. Comprueba el resultado obtenido para el angulo o= 40°.

sen 3ou=sen 2ou+ o) = 2 sen o - cos o - oS o + (Cos® o — sen” ) sen o =
=25sen o - cos’ o+ sen a- cos’ o — sen’ o = 3 sen o - Cos’ o — sen’ o
cos 3o = cos Qo+ o) = (cos*> o — sen* o) cos ov — 2 sen v+ Cos o - sen o =
= COS> o — COS v - sen” ou — 2 €OS o - sen” v = —3 oS o - sen” av + cos’ o
sen 120° = 3 sen 40° - cos” 40° — sen® 40° = 0,866
€0s 120° = —3 cos 40° - sen’ 40° + cos® 40° = —0,5

088 | Demuestra la siguiente igualdad: sen o sen (o —f3) + cos o cos (o — @) = cos 3

o sen ausen (o — B) + cos o - cos (o — B) =
=sen a(sen o+ cos3 — cos o - sen(3) 4+ cos au(cos au- cos B + sen - senB) =
=sen’ o~ cos 3 — sena - cos - sen B+ cos’ au- cos B+ senou- cos - sen B =
= cos 3 (sen’ au + cos® o) = cos 3

089 | Demuestra que se verifica la igualdad.

[ X Xe)
tga+tgb _ sen(a+ b)
tga—tg b sen (@ — b)

sena-cosb ~ cosa-senb

tga+tgb  cosa-cosb cosa-cosb _ sena-cosb+cosa-senb _ sen(a+b)
tga—tgb  sena-cosb cosa-senb  seng-.cosb—cosa-senb  sen(a—b)
cosa-cosb cosa-cosb

090 | Comprueba, sustituyendo apor un angulo conocido, que la siguiente igualdad es cierta.

2 sen o
—— =C0sa—Senatg o

tg 2
Demuestra que esta propiedad se cumple para cualquier angulo .

Elegimos el dngulo de 30°.

2sen30° 1 J3 3_£_£

—_— = cos 30° — sen 30° - tg 30° = ——

tg2-30° 3 3 2 6 3

2sena  2sena sena-(1—tg’a) _ sena  sena-tg’ o

g 2o B 2tga B go B gao g o B
[

s —sena-tg o
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091 | Resuelve las siguientes ecuaciones.
[ X Je)
1

a) cos xtg x = f) tgx+senx=0

2
b) cos2x+sen2x=1 g) tgx —sen2x=0
c) cos2x —sen2x=0 h) W=1
cos x
d) sen2x+ cosx =1 i) tg[%—x]+tgx—1:0
e) sen2x+sen2x=0 j) sen (x 4+ 30°) + cos (x + 60°) = 1 + cos 2x

x; = 30° 4 360° - k

a) cosxtgx:i—menx:ie
2 2 X, = 150° 4 360° - k

b) cos 2x + sen 2x =1 — cos’ x — sen’ x + 2 sen x - cos X = cos* X + sen’ x
— —=2sen*x+2senx-cosx =0— 2 senx(—senx+ cosx) =0

X, = 0"+ 360° - k

Se“:()*{xzzmow%ow

X; = 45° + 360° - k

= -
sen X = cos x {Xz — 295° 4 360° - k

Xy = 22,5+ 180" - k

C) €os2x — sen 2x =0 —> cos 2x = sen 2x — {X2 = 112,5° 4 180° - k

X =90°+360°k x;=210°+k - 360°

) sen2x+ cosx = (2senx+ 1) cos x %{x2:270°+360°-k X =330°+ k - 360°

e) sen2x+sen 2x =0 —> 2 sen Zx:Oa{i;z%Oj__ﬁzofk

+1l=0

f) tgx+senx_0—>senx[
cos x
X, = 0° + 360° - k

—0
senx _>{X2 — 180° + 360°-k

+1=0—x=180°+ 360° - k
oS X

a) rgx—sean:Oeﬂ—Benwcosx:O—>senx(1 —2cos’x) =0
cos x
X, = 0° + 360° - k
senx=0—
* {xz = 180° + 360° - k

1—2cos’x=0—cosx= }i — X3 = 45° 4 360° - k
2

hy S0 60" =X V3 cosx —senx _

cos X 2 Cos x

—tgx=—02679 — x =345°+ 360°- k

1—=>+V3 —tgx=2
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i rg[ﬁ—x] +tgx—1:0%m+tgx—1:0
4 T+ 19 x
—1tg’x—tgx=0—1tgx(tgx —1)=0
x; = 0° 4 360° - k

tgx=0
9% %{X2:180°+36O°-k
X, = 45° + 360° - k

gx—1=0->tgx=1->
I I {x2:225°+360°~k
j) sen (x4 30°) + cos (x + 60°) = 1 4 cos 2x
J3senx  cosx  cosx 3 senx
- + + - =
2 2 2 2
= cos’ X + sen’ x + cos’ x — sen’ x — cos x = 2 cos> x = cos x(2 cosx — 1) =0

X = 90° + 360° - k
—0
osx=0— {xz — 270° + 360° - k
X = 60° + 360° - k
2cosx—1=0 S
COS X —> COS X 2—>{X2:3000+3600-k

092 | Resuelve estos sistemas de ecuaciones trigonométricas.
b) x +y =120

oo

a) sen’ x + sen*y =1
+senx-tgy

cos? x —cos’y = —
2

cos X =
2cosy

sen* x =1—sen’ y = cos’ y

a) sen’ x +sen’ y =1

- 2 2

cos’ x — sen’ x = —
2

cos’ x — cos’ y = —
2

coszx:%—>>(:30°+180°-k

cos’y = sen’ 30° = cos y = 1 —y =060+ 180°- k
\ 4

b) x+y=120 K120y
——> s (120° — y) =
cos x = +senx-tgy
2 cos y
= +sen (120° — y) tg y
2 cos y
—cos’y+ /3 seny-cosy=1+/3 seny-cosy —sen’y

—cos’y —seny=1-—cos2y=—1—y=90°+180°- k

x=120°—y=120°—90° — 180°- k=30°— 180°- k
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093 | Resuelve las ecuaciones trigonométricas.

a) 4senx —secx=0
2
cos® x
by ———————— =senx
2 cos x + sen x

Q) %—l-Zsenx:Zcosx
cos x + sen x

d) senx(senx —1)=5cos’x —4

e) 2cosx —1 =secx

f) 2cosx+senx=1

g) senx+cosx=0

a) dsenx —secx=0—>4senx-cosx—1=0—>2sen2x=1 —>sen2x:%

X =15+ 180° - k
X, = 75° + 180° - k

2
cos” x
b) ———————— =senx — cos’ x =2 COS X - sen X + sen’x — cos 2x = sen 2x

2 cos X + sen x
x; = 22,5°4180° - k
X, =112,5° 4+ 180° - k
1 2 . 2 sen’
) ——+2senx=2cosx—> sen X+ cos X+ 2 sen X:W
cos X + sen x 2 cos® x + 2 sen x - cos x
X, = 45° + 360° - k
X, = 225° + 360° - k

sen x(cos x + sen x)
%

=1l-gx=1— {
cos x(cos x + sen x)

d) senx(senx —1)=5cos’x —4 = sen’x — senx = 5(1 — sen’x) — 4
6sen’x —senx —1=0
X, = 340° 31" 44" + 360° - k

i
==
=T {xz = 199° 28' 16" + 360° - k

%senx—i% X, = 30° 4+ 360° - k
9 X, = 150° + 360° - k

e) 2cosx—1=secx—=>2cos’x—cosx—1=0

x, = 0° 4 360° - k

=1
7 osx _>{X2 = 180° + 360° - k

s cosx=—— = x; = 120° 4+ 360° - k
) X, = 240° 4 360° - k
f) 2cosx+senx=1-—+1—C0s’ x =1 —2cosx—>5cos’x — 4 cosx=0

B 4 [x=36°52"11,6"+ 360" - k
—cosx(5cosx —4)=0—cosx = 5 %{Xz: 303° 7' 484" 4+ 360° -
x; = 135° 4 360° - k

g) senx+ cosx=0-—senx = —cosx — {X2= 315° 4 360° - k
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SOLUCIONARIO 3

Observa la situacion y, con ayuda de la trigonometria, calcula la altura h a la que esta
el punto B.

L7350 4
-

25m X

Llamamos h a la altura a la que esta B.

tg 35° =

i5+ x| 2=y 17514 0,630 — h = 47,38 m
g 42° = —

X

El punto B esta a una altura de 47,38 m.

Dos amigos estan separados por una distancia de 40 metros y ven un arbol
en la orilla opuesta de un rio, como indica la figura. Calcula la anchura del rio.

Llamamos h a la anchura del rio.

g 38 = ﬁ
X x=128h
h —— 3863 —1,24h=h—>h=1725m
tg 44° =
40 — x

La anchura del rioes 17,25 m.

Un mastil se sujeta al suelo por dos cables de acero que forman angulos

de 43°y 57° 50, respectivamente. Si las distancias de los cables al pie del mastil
suman 15 m, ;cudl es la altura del mastil?

Llamamos h a la altura del mastil.

g 43 = - —107h
X 2=y 2385 —17h=h— h=2883m
tg 57° 50' =

5—x

La altura del mastil es 8,83 m.
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097 | Sabiendo que el area de un triangulo rectangulo es 28 cm?y que uno de sus angulos
°®° | mide 60°:

a) ¢(Cudnto mide cada uno de sus angulos?

b) Calcula la longitud de sus lados y su perimetro.

a) Eldngulo desconocido mide: 90° — 60° = 30°

b) Tomamos como base y altura los catetos del tridngulo rectdngulo:

=29 p- 36
a
56
rg30°:iea: 26 =9,85cm
a tg 30°
b=568cm

Aplicamos el teorema de Pitdgoras para calcular la hipotenusa:

€ =+4/985 + 568 =1137 cm

Los lados miden 11,37; 5,68 y 9,85 cm.
El perimetro es 26,9 cm.

098 | Dos personas han ido a pescar y estan colocadas en la orilla a una distancia de 4 m
(X X ] , . o . .
entre si, por lo que ven saltar un pez con los dngulos que indica la figura.

A4mB X

;Qué cantidad de sedal necesita cada uno para lanzar el anzuelo hasta el lugar
donde salt6 el pez?

g5 =——

X4l LI 08 4512 =1,8( — x = 9,84 — y = 17,75
tg 61° = 2

X

Aplicamos el teorema de Pitdgoras para saber la cantidad de sedal que va
a necesitar el pescador A:
984+4+4=1384

a=+/13,84> +17,75" =2251m

El pescador A necesita 22,51 m de sedal.
Aplicamos el teorema de Pitdgoras para saber la cantidad de sedal que va
a necesitar el pescador B:

a=+984"+1775 =203m

El pescador B necesita 20,3 m de sedal.
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SOLUCIONARIO

Dos focos situados en el suelo y en lados distintos, iluminan el campanario

de unaiglesia. La suma de las distancias de los focos hasta el pie de la torre

es de 100 m. Si los angulos que forman los haces de luz con el suelo son 32°y 46°,
respectivamente, ;qué altura tiene el campanario?

46°

X 100 — x

Llamamos y a la altura del campanario.

tg 3p=2 i
X ) S 103,55 — 1,66y = y — y = 38,93 m

tg 46° = ———
J 100 — x

La altura del campanario es 38,93 m.

En una colina se ven, en linea recta
hacia el Este, dos barrios que
estan separados por 800 metros.
Desde la cima, se observan

con angulos de 18°y 26° 40",
respectivamente.

a) ¢Cudleslaaltura
dela colina?

b) ;A qué distancia se encuentra
cada barrio del observador?

63°20'

X 800

a) Llamamos y a la altura de la colina.

90° — 18°=72° 90° — 26°40' = 63° 20"
g7 = x 4 800
y 2=, 308y = 1,99y + 800 — y = 73594 m
oo X
tg 63° 20' = =

y

b) x =199y = 150442 m 800 4+ x=230442m

La distancia del observador a cada barrio es 1.674,78 my 2.419,18 m,
respectivamente.
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101 | Esther y Maria desean medir la anchura de un desfiladero. Para ello se colocan

090 o o . .
en uno de los bordes del mismo. Esther deja deslizarse una cuerda que tiene 6 m
de largo, sosteniéndola desde el borde del precipicio. Por su parte, Maria, cuyos
ojos se hallan a 1,8 m del suelo, debe retirarse 4,5 m para ver el borde mas préximo
coincidiendo con el final de la cuerda.

a) ;Qué anchura tiene?
b) ;Se podria calcular sin hacer uso de la trigonometria?

Llamamos x a la anchura del desfiladero.
18 _
45

tga= 04

O,4:£—>x:15m
X

a) Laanchura del desfiladero es 15 m.
b) Se podria aplicar la semejanza de tridngulos para resolver el problema.

102 | Antonio mide 1,70 m y observa que su sombra es de 50 cm a cierta hora del dia.
°€® | ;Con qué inclinacion llegan los rayos solares a esa hora?
1,7 0 np "
tga:E:BA—)a:B 36'37,7

'

Los rayos solares llegan con una inclinacion de 73°36' 37,7".

103 | Una casa de planta rectangular mide 12 metros de largo y 8 metros de ancho.
°®® | El tejado, con una inclinacién de 18°, es una superficie plana inclinada cuya parte
mas elevada esta situada sobre uno de los lados mayores del rectdngulo.
Calcula el drea del tejado.
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Como sabemos que el tejado tiene forma rectangular y que uno de sus lados
mide 12 m, hallamos la longitud del otro lado, x.

COS18°:§%X:8,41 m
X

Calculamos el drea del tejado:
A=12-841=10092m’
El érea del tejado es 100,92 m?.

104 | Para construir un viaducto se han tomado estas medidas.

eoe

a) ;Qué longitud tendra el viaducto?
b) ;Cudl es la altura méxima de los pilares que lo sujetan?

Llamamos x a la longitud del viaducto e y es su altura maxima.

tg 46" = =

—>y=1243m —> x =3353m
tg30° = —L—

X —12
a) Lalongitud del viaducto es 33,53 m.

b) La altura méxima de los pilares es 12,43 m.

105 | Calcula la altura a la que caminan los viajeros cuando cruzan un desfiladero
“®% | porun puente colgante como el de la figura.

Llamamos y a la altura del puente colgante.

tg52° =2
¥ x =078y
I, 6407 — 06ly =y — y =398 m
tg38° = —
g
82 — x

La altura del puente colgante es 39,8 m.
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108

Sabiendo que x es un angulo del 2.° cuadrante y que tg x = —0,5322 determina,
sin calcular el angulo x:

a) sen2x b) cos [90° —%]

a) cosx= o — cosx = —0,8828
14 tg° x

sen’x 4+ (—0,8828)° =1 > senx=+/1—0,7793 =0,4698
sen2x=2senx-cosx =2-(—0,8828) - 04698 = —0,8295

90° — X] —sen X = |17 0888 703
2 2 2

b) cos

Demuestra que la suma de las tangentes de los tres dngulos de un tridngulo es igual
que su producto.

La suma de los dngulos de un tridngulo es 180°.,
a+b+c=180°
[gc:[g[]SO"f(g+b)]:7[g(a+b)sz

T—tga-tgb
Por tanto, la suma de las tangentes es:

tga+tgb

tga+tgb+tgc=tga+tgb—
1—tga-tgb
tga+1tgb
T—tga-tgb
—tgc—tga-tgb-tgc=—-tga—tgb
—tga+tgb+itgc=tga-tgb-tgc

tgc=— —>tgc(l—tga-tgb)=—-tga—tgb

Las medidas de los lados de un tridngulo son proporcionales a 5, 6 y 7, respectivamente
y su drea es 24+/6. Determina la medida de sus lados y de sus dngulos.

Como los lados son proporcionales, los triangulos son semejantes y sus dngulos
son iguales. Aplicamos el teorema del coseno:
—a’+b+c  —49+36+25

@=b+C —2bc-cosA—>cosA= = 0.2
~ 2bc 2:-6-5
A=78°27"46,9"

K2 2 2 _
b’=a’+c*—2ac-cosB—cosB= b+a+c e e =0,5429

~ 2ac 2-7-5
B=57°7"742"

C=180°— 78°27' 46,9" — 57°7' 742" = 44° 25' 568"

Para hallar la longitud de los lados aplicamos la férmula de Heron.

Si llamamos p al semiperimetro, entonces:
A= p(p—ap—b)p-09
7 1
stf;b=6f;C=7EDZM:ﬁ:9f
2 2
2436 = \Jot(Or — 7000f — 60(9t — 5) — 3,456 = Ot - 2t - 3¢+ 4t —>t =2

Los lados miden 10, 12 y 14, respectivamente.




SOLUCIONARIO

109 | Comprueba que la siguiente férmula se cumple si A mide 45°.
soe ~
A+ 30° ]_ 2 — /2 cos 30° + V2 sen 30°
2 4

sen?

Demuestra que es una igualdad que solo se cumple para otro valor de A. Encuéntralo.

sen’ [457;30] =0,3706

2— \/5 cos 30° + \/5 sen 30 — 03706

4
ser? /’4\\+ 30 _ 1— cos(A7+ 309 _ 1 — cosA7~c0530°+sen/2\\-sen 30°
2 2 2
1= cosA-cos30° + senA - sen 30° _ 2 =2 cos 30° + V2 sen 30°
2 4
—~J3cosA+ 1—cos?A B J6 +2
4 8

4cos’ A+ (32 +6) cosA+3 +1=0

{ZW — 45° 4 360° - k
A, = 165° + 360° - k

110 | Obtén la relacién que existe entre el lado de un pentdgono regular y el radio
°®® | de la circunferencia donde se halla inscrito.
En el pentdgono regular se pueden formar cinco tridangulos isésceles cuyo lado
desigual coincide con el lado del pentdgono y los lados iguales son radios
de la circunferencia.
El dngulo opuesto al lado desigual mide 72°y los otros dos angulos miden 54°.

Llamamos a al lado desigual y r al radio.

r 2r

— —>a=

a tg 54°
2

g 54° =

111 | En un tridngulo rectangulo se verifica también el teorema del seno. Averigua si esto
°° nos da informacién adicional sobre los elementos de ese triangulo.

a b c

senA  senB  senC

Como A es un dngulo recto y By C son angulos complementarios:

b c b=asenB
a= — = —— o
sen B cosC c=acosC

Obtenemos que los catetos son proyecciones de la hipotenusa.
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112

13

El teorema del coseno tiene tres enunciados, uno para cada lado del triangulo.

Si el tridngulo es rectdngulo y a es la hipotenusa, la férmula del teorema del coseno
que empieza por a es, realmente, el teorema de Pitdgoras. Investiga si los otros dos
enunciados nos dan alguna propiedad nueva del tridngulo.

~ c

bP=ad’+c—2ac-cosB—sb=a’+c —2ac-—->b=a -
a

2 2 2 ~ 2 2 2 b 2 2 2

c=a+b —-2ab-cosC>c’=a"+b"—2ab-——>c=a" —b
a

Se da el cateto desconocido en funcién del otro cateto vy la hipotenusa.
Ademas, si sumamos las dos primeras ecuaciones resulta:
B2+ =2a+ b+ — 2alccos B — b cosC)

a=ccosB—bcosC

Sabemos que tg z = 1,5. Con estos datos, ;puedes calcular tg[z + 1] sin determinar
el angulo z2? 2

Si aplicas la formula del angulo suma tendras dificultades. Utiliza esta expresion.

™ 0y 0y

2 4 4
tg [z + TY] w1 gy lgztt
tglz+—|=1g 7+ 2+ 0= 4 = =19z _
SR AED T ] I L
g 4 1—tgz
__ 2 —cotg z
—21tgz
Dos angulos inscritos en una circunferencia que abarcan A
el mismo arco miden igual. Utilizalo para demostrar que:
a b c B

senA  senB  senC
siendo d el didmetro de la circunferencia circunscrita c
al tridangulo.
Py
El triangulo CBA "es recto por ser uno de sus lados el diametro de la circunferencia.
Los lados opuestos a los dngulos By D son iguales.

Los angulos Ay A" son iguales por abarcar el mismo arco, luego sus senos

son iguales.
a a a
— = — = — =
senA  senA' 9
d
a c b
— = — = —=d
sen A senC  senB



SOLUCIONARIO

PARA FINALIZAR...

115 | ;Para qué valores de k tiene solucién la ecuacion sen x cos x = k?
Acota las posibles soluciones.
senx-cosx=k—2senx-cosx=2k—sen2x=2k
1 1
Comosenx< |1]|—» ——<k<—
2 2
Las soluciones estaran acotadas en [0° 180°] + 180° - k.

~ ey
116 | Demuestra que la bisectriz interior del angulo A, en el tridngulo ABC,
divide el lado opuesto en dos segmentos proporcionales a los lados AB'y AC.

Llamamos D al punto de corte de la bisectriz con el lado CB.

Aplicamos el teorema del seno:

D _ AD _ AC _ D _
sen A senC sen E AC
2
D8 AD AB DB
===
sen % sen B sen F AB

Como los dngulos son suplementarios, sus senos son iguales.

@ _o8

AC AB

117 | Demuestra que la suma del seno y el coseno de un dngulo es siempre menor o igual

que el doble del seno de%: radianes.

;Para qué angulos se verifica la igualdad?

J2
Suponemossenx+cosx>2-?: \/3—>Zsen2x72\/3 senx+1<0

El discriminante de esta ecuacion es cero, y salvo la igualdad, siempre es positivo o
siempre es negativo; en este caso siempre es positivo, lo que contradice

la hipdtesis. Es decir: sen x 4 cos x < J2

La igualdad se verifica para:

senx 4+ J1—sen’x =~/2 = 2sen’x — 242 senx +1=0
J2

2
- senxX = —— —> O0SX = ——
2 2

x=45°+360°- k
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118 | Averigua el perimetro y el drea de un poligono regular de radio ry n lados.

Dividimos el poligono en tridngulos isoésceles, y llamamos r a los lados iguales

ylallado desigual.

. . . . ) - . o 180°

Siel poligono tiene n lados, los angulos iguales de los tridngulos miden: 90° —
n

Relacionamos el radio de la circunferencia circunscrita con el lado del poligono

utilizando el coseno de este angulo:

l
180 ]:2—>l:2rcos[90°
n r

cos [90" — 180 ]

n

Relacionamos la apotema del poligono, altura del tridangulo, con el radio utilizando
el seno del dngulo:

180"]
n

sen [90‘“ - =% d, =r sen [90° -

180° ]
p

n

Por tanto, el perimetro mide: 2r - n cos [90“ _ 180 ]

Calculamos el area:

o

Ar-ncos[90°—]8o ]80]
n n

=r’-ncos [90° — ]80]~sen [90° — W80]
n n

]~r sen [90° -

119 | En un tridngulo equilatero de lado [ se han trazado las circunferencias inscrita
y circunscrita. Calcula la altura del tridngulo y la medida de los radios de ambas
circunferencias en funcion de L.

Aplicamos el teorema de Pitdgoras para expresar la altura en funcién del lado
del tridngulo:

2
zzz[l] +h2—>h:£l
2 2

Llamamos Ry ra los radios de las circunferencias mayor y menor, respectivamente.

Consideramos el tridangulo que forman los radios con la mitad del lado.
Este tridngulo es semejante con el tridngulo que resulta al dividir el tridngulo
equildtero por una bisectriz.

Por tanto, los dngulos de este tridngulo son 30°, 60°y 90°.

iR

p
tg30°=——>r=
J R

3
La altura del tridngulo es la suma de los radios de las circunferencias.
harm B g A, L 3B 3438
2 3 2 6+20/3 4
343
r=——=>-—I1
4
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SOLUCIONARIO 3

Py
En un tridngulo ABC, se cumplen estas condiciones:
« Ellado BC mide el doble que el lado AB.
- El'4ngulo B mide 60°.

60°

Halla los otros dos angulos.

Llamamos a al lado BCy c al lado AB, y se tiene que a = 2c.

Aplicamos el teorema del coseno:
~ 1
b’=a’+c? —2ac- cosB— b’= (207 + —4CZ~E—>b2=3c2—>b= J3 ¢

Utilizamos el teorema del seno:

< \EC —)S€ﬂ6= 3¢

1
senC  senB YNEYI
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Numeros complejos

Las tribulaciones del estudiante Torless

—Dime, ;entendiste bien todo esto?
—;Qué?
—Ese asunto de los numeros imaginarios.

—S1, no es tan dificil. Lo unico que hay que tener presente es que la raiz cua-
drada de menos uno es la unidad de calculo.

—De eso precisamente se trata. Tal cosa no existe. Todo ntimero, ya sea po-
sitivo, ya sea negativo, da como resultado, si se lo eleva al cuadrado, algo
positivo. Por eso no puede haber ningtin nimero real que sea la raiz cua-
drada de algo negativo.

—Completamente cierto. Pero, ;por qué, de todos modos, no habria de inten-
tarse aplicar también a un nimero negativo la operacion de la raiz cuadrada?
Desde luego que el resultado no puede tener ningun valor real; por eso el re-
sultado se llama imaginario. Es como cuando uno dice: aqui, antes, siempre
se sentaba alguien; pongamosle hoy entonces también una silla. Y aun cuando
la persona haya muerto, obramos como si todavia pudiera acudir a nosotros.

—Pero, ;como puede hacerse tal cosa, cuando se sabe, con toda precision ma-
tematica, que es imposible?

—A pesar de ello se hace precisamente como si fuera posible. Quizas pueda
obtenerse algun resultado. ;Y qué otra cosa ocurre, a fin de cuentas, con
los numeros irracionales? Una division que nunca termina, una fraccion
cuyo valor nunca puedes agotar, aun cuando te pases la vida haciendo la
operacion. Y, ;qué piensas de las paralelas, que se cortan en el infinito?
Creo que no habria matematicas si pretendiéramos saberlo todo a concien-
cla y exactamente.

—En eso tienes razon. Cuando uno considera las cosas asi, todo parece bas-
tante correcto; pero lo curioso esta precisamente en que se puedan hacer
calculos reales y se pueda llegar por fin a un resultado comprensible con
semejantes valores imaginarios, que de alguna manera son imposibles. [...]

—Considero muy posible que aqui los inventores de las matematicas hayan
dado un traspiés. Porque, en efecto, ;por qué aquello que esta mas alla de
nuestro entendimiento no podria permitirse gastarle precisamente semejante
broma al entendimiento? Pero la cuestion no me preocupa mucho, pues s¢
que todas estas cosas no conducen a nada.

L1 — SR

Torless es un idealista y su amigo es un pragmatico. ;Es verdad que v —1 no es un nimero
real? Explica la referencia que hace el amigo a los nimeros irracionales

RoBERT MusiL

cuando los compara con v —1. ;Es correcto lo que dice?

V=1 no es un numero real, porque ningln numero real elevado al cuadrado da como resultado
un nUmero negativo.

La referencia del texto es: «;Y qué otra cosa ocurre, a fin de cuentas, con los nimeros irracionales?
Una divisién que nunca termina, una fraccién cuyo valor nunca puedes agotar, aun cuando
te pases la vida haciendo la operacion».

Lo que el amigo dice de los nimeros irracionales no es cierto, en realidad estd hablando de
numeros periédicos, pues se refiere a fracciones cuya expresion decimal no es un nimero exacto.




SOLUCIONARIO

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Pon tres ejemplos de nimeros reales que no sean racionales, y otros tres ejemplos
de nimeros reales que no sean irracionales.

Respuesta abierta.
Tres nimeros reales que no sean racionales: V2, wy v 3

Tres nUmeros reales que no sean irracionales: 1,2y 3

002 | Calcula las raices reales de los siguientes radicales.

a) V16 b) ¥—16 o= d) /32 e) Yo
a) V16 =+4 o Y=1=- e) Jo=0
b) Y—16 — No tiene raices reales. d) 30 =2

003 | Resuelve: 2 ++/8 —18 ++32
V2 48 V18 #4432 =V2 +2V2 —3V2 +4V2 =442

004 | Expresa en radianes estos angulos.

a) 45° b) 60° c) 120° d) 240° e) 300°
2
a) 45°= T rad o 120°= L rad e) 300°= ELS rad
4 3 3
™ 41
b) 60°= ? rad d) 240°= T rad

005 | Expresa en grados los dangulos.

a) 3rad b) Erad c) wrad d) S—Wrad e) 3—“rad
3 2 4 5
T 37
a) ? rad = 60° ) mwrad=180° e) ? rad = 108°
b) = rad = 90° &) 2 rad = 225°
2 4
180° — tg 30°
006 | Calcula: |sen 45° — s 9y (cos 30° — sen 90°)
sen 60°
R E]
180° — tg 30°
sen45"fu (c0530°fsen90°): £773 £71 =
sen 60° 2 J3 2
2
(V2 e-aE)Vi-2)_ Ve VB N2 1
2 343 2 4 3 2 3
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Numeros complejos

007 | Determina el signo del seno, el coseno y la tangente de estos angulos.

3T <) 240° d) —60° o 2™

a) 150° b)
2 3

Angulo Seno Coseno Tangente
150° + — _

3T )
— — 0 No existe

240° — _ +
—60° - + —
27

ACTIVIDADES

001 | Escribe estos numeros como nimeros complejos.

a) V=3 b) ¥—16 Q3 d) =3
a V=3 =V34-1=13 Q) 3=3+0i
b) 41 \/Zz\ﬁz[erf/]ﬁJrﬁ/ d) —3=-340i

002 | Resuelve las siguientes ecuaciones, y expresa sus soluciones como nimeros
complejos.

a) 3x>—3x+2=0 b) x> —x+1=0

a) 3x*=3x4+2=0

3+£9—-4-32 34415
X = = -

6 6 1 A1si

b) xX>)—x+1=0
PR ENE]
1 174.14_11\/—3_) T

2 2 143

X3 5

003 | Escribe dos numeros complejos cuya parte real sea —1, y otros dos cuya parte
imaginaria sea —1.

Dos numeros complejos cuya parte real sea —1: —1+iy —1 + 2i.
Dos numeros complejos cuya parte imaginariasea —1: 1 —iy 2 —i.
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SOLUCIONARIO

004 | Determina x e y para que estos numeros complejos sean iguales.

3 . . .
a) —2x+3iy§—2yl b) —x+vyiy 7—6i
3 —2><:i—>x:—i
Q) —2x+3i==—2yi—> 2 4
2 3
3==-y>y=——
b) —X+y/':7—6/‘—>{;X::_;_>XZ_7
005 | Dado el numero complejoz = —2x + %i, determina el valor de x e y para que sea:

a) Unndmero real.
b) Un ndmero imaginario puro.
¢) Un numero complejo que no sea real ni imaginario puro.

a) y=0 b) x=0 A x#0y+0

006 | Halla el opuesto y el conjugado de los siguientes nimeros complejos.

) 1 +i ) L ) i ) >
a) — o —— e) i -
2 2 93
b) 1 +i d) il i f) —5 h) 0
2 2
) 1 5
— 4 —— 4 — =1 —— i -5 = 0
2 2 2 2 2
Opuesto ERLIEY S L L —i 5 2o
2 2 2 2 2
Conjugado i,,' ,i,,' i+,' ,iJr,- —j _5 El 0
2 2 2 2 2
007 | Representa graficamente los siguientes nimeros complejos.
) i ) L ) i =
a) — o —— e) i -
2 2 9 2
b) 1 +i d) 1 i f) —5 h) 0
2 2
Ahora contesta, ;donde estard situado 8
un ndmero real? T
. . . s b) le)a)
;Y si el nUmero es imaginario puro? 1
NI S h) ‘ ,
Un ndmero real estard situado I EEEEREE e
en el eje de abscisas. sTo
€,
Un ndmero imaginario puro se situara +
en el eje de ordenadas.
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Numeros complejos

008 | Escribe en forma bindmica los nimeros complejos ]AL
correspondientes a los afijos representados. 2 a1
}..
21=(1,3),2,=1(0,3),zz= (-3, 2), —o—Z—o—o——{—n—o—o—>
72,=(=3,0),2s=(=2,-4),z,= (1, —4)
Zs T 2z
009 | Resuelve las siguientes operaciones.
a) (=1 =i+ (=445 9 (=1 —i(—4+5i)
—1—i —24i)(14+3i
1—i d) (=2+i)(1+ I)—2i
—4 45§ —142i
a) (=1 —i)+(—4+5/)=—-5+4
—1—i  (=1—i—4—-5)  —1409i
—4 450 (=4 +5i)(—4—5i) 41
o (=1 —=N(—4+5)=4—-5+4+5=9—i
d (=2+)(1+3i) i (=5—=5i)(—=1=2i) i3 i9i—3_3
=142/ (=14 2i)(—=1-=2i)

010 | Calcula x para que el resultado sea un nimero real.

Ix—i
a) (2x —1)(~2 + 7x) ==
—24+7i
a) (x — i) (=2 4+ 7xi) = —4x 4+ 14x% 4+ 2i + 7x = 3x + (14x° + 2)i
-1 7
Igualamos a cero la parte imaginaria: 14x° +2=0— x = /7 = gl
2x —i 2X—iN=2—7i —4x =7 —14x 42
o) _ ( X ) _ " /
—247i (=247iN(=2-=7i) 53 53
) o =14x 42
Igualamos a cero la parte imaginaria; ———— =0 — x = —
53 7

011 | Determina la expresion polar de los nimeros complejos

representados.
Z
Z
Z—>r=+224+3 =413 m .2.1
HEEEE
tgoa = % — =56°18'358" 7z, =(2,3) =13 515358 +

Zor=+J(=12 +22 =5

2 o o
[gu:——)w)u:]]6o33ls4” Zz:(*],2):\/g116°33'54”
1



SOLUCIONARIO

012 | Expresa en forma polar.
a) 2+i ) —i-i-il e) —4i
2 2
b) —2 i d) 2—+/3i f) 12
a) 2+i= £26“33‘542“ d 2— \/gi = \/7310°53'36,2”
b) —2—i= \/Ezoa°33‘54” e) —4i=4y
1 1 2
0 77+7i:7\r f) 12=12¢
2 2 2 13
013 | Expresa estos numeros en formas binémica y trigonométrica.
a) T Q 2,
3
b) 30400

d) 33x

2

13
a) = [_2' 2} = (cos 120° + i sen 120°)

3 33
b) Bur— = [_r R

= 3 (cos 240° + i sen 240°)
2 2
Q) 2. = [L £

T . T
= ]—2[cos+/sen]
2 3 3

30 (0, 3)= 3[cos37ﬂ+i senﬁ]
2

014 | Expresa los siguientes nimeros complejos en forma polar.
a) 3 (cos45° + isen 45°) b) 3 (cos 135° + isen 135°)
a) 3(cos45° +isen 45°) = 3, b) 3 (cos 135° + isen 135°) = 3,35
015

Dados los numeros complejos:

7 =2y

2, =cos 60° + i sen 60° Z3 = 25x
2
calcula.
a) z-z, Q) z3:23
b) 2 -2 d (2 -2
7y = 23 7=l 73 = 25
a) 20 Toor = 200 O 2950+ 2505 = daspe = 4o
b) 230+ 2135 = A

d) (230°)2 - T3000 = 4o * 13000 = 4o
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Numeros complejos

016 | Dados los nimeros complejos:
Zy = Toype Z, =3 [cos (—30°) + isen (—30°)]
calcula.
z (z)? -z
a) il b) e 2
V4 Z
2=y 7, = 33300
T 1 (T1e)” 330 T * 3 3y
a> 210 — b) 210 30° — 420° 30° — 450° — 1]20"
3330" 3240" 3330“ 3330" 3330"
017 | Dados los numeros complejos:
21 =433 2, =cos 120° + i sen 120° z3=1—i
calcula.
a) (z)? b) () Q) (z3)*-23 d) (z)*- 22
7 =45 2=y Z3 = \/5315?

N
3
e
K
5
Il

16660 = 16300°

(
( .
Q (\/5315" )4 N2 =4y V25 = 421305 = 4V2 s

d) (433()“)2 . 1240“ = ]6660” . sz = 16900“ - 16180" =-16

018 | Resuelve esta operacion.
[16 (cos 60° + i sen 60°)] « (2,10°)*

[1 6 (COS 600 + /Sen 600)] . (2210“)4 = ]660° N ]6840° = 256900° = 2561805

019 | Utilizando la férmula de Moivre, expresa cos 3ay sen 3
en funcién de cos ay sen .

Consideramos un nimero complejo de médulo la unidad:

(1% = (cos o+ i sen o)® = cos 3 + i sen 3a
Desarrollamos la primera parte de la igualdad:

cos® o+ 3icos” ausen o — 3 cos ausen’ o — i sen’ o=

= (cos® o — 3 cos v sen? o) + (3 cos? o sen o — sen’® i

Igualamos este resultado con la sequnda parte de la igualdad:

(cos® o — 3 cos avsen’ ) + (3 cos® v sen aw — sen® o)i = cos 3o+ i sen 3o
Igualando las partes reales y las partes imaginarias resulta:

{cos 3o = o5’ o — 3 cos o sen’

sen 3o = 3 cos® o sen o — sen’ o
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SOLUCIONARIO

020 | Calcula las siguientes raices.
a) 3o o Y—i
b) ¥—27 d) J=1+i

a) 3

El mddulo de las soluciones serd la raiz cuadrada del médulo: V3 .

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

150°+0-360°

Sik=0-8 = 75°

150° + 1- 360°
Sik:]aBzz%:ZST

Por tanto, las raices son £75° y \/§255°.

b) ¥—27 =327

El mddulo de las soluciones serd la raiz clbica del modulo: 3.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

180° + 0 - 360°

Sik=0-p =———=60°
3
180° + 1- 360°
Sik=1op, = 20 120 g
3
180° + 2 - 360°
Sik=2-0; :%:300"
Por tanto, las raices son 3¢, 31500 = —3 'Y 3300~

Q </—_/' =Yl

El mddulo de las soluciones serd la rafz cuarta del modulo: 1.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

270° +0 - 360°
Sik=0-B, =%:67°30'

270° + 1 360°
Sik=1-8, :%:157"30’

270° + 2 - 360°
Sik=2—p8, = 229 supezg
4
_270°+ 3 360°
4

Por tanto, las raices son 1g730, 1157304 1247230'Y 133730

Sik=3->0, = 337°30'
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Numeros complejos

& =1+ =2
El mddulo de las soluciones serd la raiz clbica del modulo: 9/5

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

13540 360°

Sik=0->0, = °
3
135° 4+ 1- 360°
Sik=1—>62:+7=165°
3
135° + 2 - 360°
Sik:2—>ﬁgz%:285"

Por tanto, las raices son %45", QE%S“ y g/5285".

021 | Resuelve estas ecuaciones.

a) —1=0
b) Z2+16=0
o Z2+8=0
d Z2—-8=19

a) 24—1:0%2:3/1—:‘\‘/§

El mddulo de las soluciones serd la rafz cuarta del modulo: 1.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

0°+ 0 - 360°
Sik=0-8 =12 _¢
4
0°+1-360°
Sik=1—>BZ:+7:9O°
0°+ 2 -360°
Sik:2—>63:+7:180°
0°+ 3-360°
Sik:3—>64:+7:270°
4
Portanto, las raices son 1o =1, Tog =i, T1go=—1Y oy = —I.

b) Z24+16=0—2z=~-16 =165
El mddulo de las soluciones serd la raiz cuadrada del modulo: 4.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

180° +0 - 360°

Sik=0->0, = 0°
180° +1-360°
Sik=1-0, _ O A TS0 e
2
Por tanto, las raices son 4o = 4i'y 45y0- = —4i.
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Q) 224+8=0-2z=-8 57z=38
El mddulo de las soluciones serd la raiz clbica del modulo: 2.

Existiran tantos argumentos como indique el radical.

180° + 0 - 360°
Sik:Oa&:%:w

180° + 1- 360°
Sik:1—>62:%:180"

180° 4 2 - 360°
Sik:2—>63:%:300°

Por tanto, las rafces son 24, 2180 Y 2300°-
d) 22-8=19>2=3%27 -5 z=1327

El mddulo de las soluciones serd la raiz clbica del modulo: 3.

Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

0° + 0 - 360°
Sik=0—p =2
3
0° +1- 360°
Sik=1—>BZ:+7:120°
3
0° 42 - 360°
Sik=2-58, = 22 _ o

Por tanto, las raices son 3¢, 31500 Y 3240

022 | Calculay representa las raices cibicas de este nimero.

1+
—1—i
T4+ (T+i)(=14+1) —1-1
- = : — = = —1=lig
—1=i  (=1=)(=1+1) T+1
Modulo: /1 = 1
Argumentos:
180° + 0 - 360° Tee
Sik=0-sB =2 00 _ g B
180° + 1 360°
Sik=1o8, = 20 130 gy
3 Ty
180° + 2 - 360°
Sik=2->8s :%:300"
) "
Por tanto, las raices son Ty, Tige Y 1300 00
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023 | Un cuadrado, con centro en el origen de coordenadas, tiene uno de sus vértices
en el punto A(3, 2). Determina los demas vértices.

Calculamos las raices cuartas de 3 + 2.
Modulo: y/3° +27 =13
2
Argumentos:tg o = B — o =33°41'242"
Sumamos 90° al argumento de cada vértice para obtener el siguiente.

Por tanto, las raices son V1333241242, V1312341242, V13 1341242 Y N 133034124

/:

A
N/

[
Nes s

024 | Expresa los numeros complejos en forma binémica.

(<X e
a) V=16 +3 b) —2——4 o V-8 +v2
a) V=16 +3=3+4/
b) —2—v—4 =—-2-2i
O V-8 +v2 =V2 +8i
025 | Resuelve estas ecuaciones, y expresa sus soluciones en forma compleja.
@80

a) X*+4=0 b) 2x* —2x+1=0 ) 2*—x+5=0

a) X*+4=0—>x=+-4 %{?:2[2/'
2 =

b) 2x? = 2x4+1=0

T+

24+\/4—-4-21 244 x = B

X = = - '
4 4 v = T—i

T2

Q 2X*—x+5=0

1£1-425 11739 X

X = = -

2
2 2 1439
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SOLUCIONARIO 4

026 | Expresa en forma bindmica estos nimeros complejos.
[ Jexe]
71 =5+2i l
Z,=—2+5i h\
z3=—4 4] \[’[ 7T
Zi=-3-3i — —
Zs=4— 2| Z
027 | Representa los nimeros en el plano complejo.
*0
a) 5+i f) —2i id
b) V2 —3i g S _2
2 3 5
)}
Qg —3—i h) V3 —2i 9 pm——
. . N /
d) 6i i) V3i 9 oy
_ )
e) —4 5

028 | Dibuja el conjugado y el opuesto de los nimeros complejos zy s.

a) ¢Cémo serd la representacion del conjugado de un nimero?
b) ;Y de su opuesto?

a) b)
o) =S o}
5
- _
S s
I
El conjugado de un nimero El opuesto de un numero
es simétrico respecto del eje es simétrico respecto
de abscisas. del origen.

169



Numeros complejos

029 | Representa en el plano complejo los siguientes nimeros: —3 + 2iy 4 —i.
QCo
Obtén sus conjugados y sus opuestos, y represéntalos.

030 | Encuentra las soluciones de las ecuaciones.
LOReRe)

a) X*—2x+5=0 Q) X*—4x+7=0
x+1 5

+
3 X +1

b) x* —6x4+10=0 d)

+2=0

a x> —2x+5=0

2+£4-415 2++-16 X, =14 2i
X = ; = ; -

X, =1=2i
b) x> —=6x+10=0

6+.36—-4-110 6++—4 X; =341
X = = N ]
2 2 X, =3~

Q xX’—4x+7=0

4+\16-417  4+J-12 R X =243
2 2 X, =2—3i

@ X 2 0K 4842220
3 X+1
-8+ 64—4-122 —8++J-24 X, = —4+6i
X = = —
2 2 X, = —4—J6i

031 | Calculay representa en el plano complejo los numeros: i', 2, i3, i*, i°, i ...

aco

Investiga también lo que ocurre con: $
[ A A !
/4n—3 = /—4n+3 E—;
I4n—2 = 1 [—4n+2 — 1 ‘
e . -~ . -1 1
-l — ot —
l-4n — -I I—4n — w
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032 | Realiza las siguientes operaciones.
e00

a) (3—50)+(2—7i)+(—4+8i) o) 2(V3 +i)—3(2v3 +4i)

b) (—1+42i)—(3+6i)—(—4—1) f) (V2 =3i)+2(2—3i)

o —(1—=2i)—(=7i)—(—4 —3i) [;+2/] [—I]+2[ /]
d) 2(1—4i)—2(1+ 4i)—3(4 — 4i) ) (1—=3i)+i(2—6i)—2i(—14+6i)

a) B=50)+Q—7)+(~4+8)=1—4i

) (—142)—B+60) — (=4 — ) = (=142 + (=3 —6) + @4+ /)= —3i
) —(1=2) = (=71) = (=4 =3 = (=142 4+ 7))+ @ +3)=3+12i
d) 200 — 4) — 201 + 40) — 3(4 — 4i) = —12 — 4i

) 23 +1) = 30233 +4i1) = (0N3 +21) + (633 —12i) = —4+/3 — 10

@JNe)

A W2 =30)+20-V31) =2 =3)+(4—-2v3) = (V2 + 4) —(3+243)i
9 []+2i]—[3—51]+2[1+]/’]—5+14/

2 4 3 3 2] 123
) (1= 30) 42— 61) — 2i(—1 +6) = (1 —3) + (6+21) + (124 2) = 19+

033 | Haz estos productos y potencias.

OO

a) (1—3i)(2—6i) Q) (—245i) o) (=3—2v2i)(=3+221)

b) (—3— 4i)(7 —1) d) (5—4i)(5+ 4i) f N2 —i)
3 (1-3)2—6)=2—6—6i—18=—16—12i

b) (=3 —4i)(7 — i) = —21 + 3/ — 281 — 4= —25 — 25;
Q) (=24 5/ =4— 25— 20/ = —21 — 20i
d) (5 — 4i)(5 + 4i) = 25 + 16 = 41
o (3-2v2)(=3+2v21)=9+8=17
) (V2 =) =v22 —6i—32 +i=—2 —5i

034 | Efectua las divisiones.

[eXeze)

— i 20 4+ 40i — j
a) 14+ 5i b + .I 0 14+ 5i
3—2i 8+ 6i 2—i
2) =145  (=14+5)(342i) —3-=2i+15i—10  —13413j — g
3—2i (3—=2i)(3+2i) 9+ 4 13

20+40/  (20+40/)(8—67) 160 —120i + 320/ + 240 — 440
8+ 61 (8+6i)(8—6i) 64 + 36

9 —1+5/  (=14502+/)  —2—i+10i—5 —7+09i
2—i (2= 2+1) 441 5

171



172

Numeros complejos

035 | Obtén, en forma bindmica, el resultado de las operaciones.

[efeXe]
a) M.,.(z—y)i
—4—2i
by 21— (2 %303
—34i
o A0=N+8 3 216
2—6i
d) (—2—5i)— 10 — 10/ — 5(1+1)
(8+42i)—(5+3i)
(143i)? —(2i)?
e ——— ——
—344i
a) 002D o3y = —349i 4 (34 20) =10
—4 -2
o 21— 2H303 5 0 38,9 53,
34 10 10 10 10
g MOZDHE 5 hot6n =B _(6418i-2i+6)=
2—6i 2-6i
=347i—(12+416i) = -9 —9i
0 (L2 sy J0=101 =500 o 58T
(8+2i)—(5+3i) 31

=(—2-5)—(3—4i)=—5—i

—3+4i —3+4i 25 25

(1431 —(2i)) _ —8+6i+4 36 2.

036 | Representa en el plano complejo los nimeros complejos y los resultados
°°2 | de las operaciones. Explica lo que sucede en cada caso.
a) (342i)+(—1+4i)
b) (3+2i)(—=1+3i)
) (=5+2i)—(4+3i)
) —246i
4 —2j

a) B+2)+(=1+4)=2+6i

El resultado es otro nimero complejo
que tiene por coordenadas la suma
de las coordenadas de los dos nimeros.

Gréficamente coincide con el vector

suma.




037

L0

SOLUCIONARIO 4

b) B4+2)(-1+3)=—3+9 —2i—6=-9+7i
El resultado es otro nimero complejo

que tiene:

« Parte real igual al producto de las N

partes reales de los nimeros, menos AN

el producto de las partes imaginarias. N

Parte imaginaria igual al producto N,
de la parte real del primero

por la parte imaginaria del segundo,

mas la parte imaginaria del primero
por la parte real del sequndo.

Q) (=542)—@44+3)=-9—i

El resultado es otro numero

complejo que tiene por coordenadas

la resta de las coordenadas ™~ ]

de los dos ndmeros.

Graficamente coincide con la diferencia

de vectores.

2460 (—2+6i)(4+20)  —8-4i+24i—12 20420 _

d = =
) 4 =2 (4—=2i)(4+2i) 16+ 4 20

El resultado es otro nimero complejo que tiene:

o Parte real igual al producto de las partes
reales de los nimeros, mas el producto

de las partes imaginarias, dividido entre

la suma de los cuadrados de la parte real

e imaginaria del divisor. \

« Parte imaginaria igual al producto de la

parte imaginaria del primero por la parte \

real del segqundo, menos la parte real

del primero por la parte imaginaria del =1

segundo, dividido entre la suma de los

cuadrados de la parte real e imaginaria
del divisor.

Representa (5 + 2i). Multiplicalo por i y representa el resultado.
Multiplica dos veces por iy explica qué se obtiene.

(54 2i)i=—-2+5i

(5+42)iP=-5-2i

Al multiplicar por i el punto se desplaza 90°, \
mediante un giro de centro el origen, \ 2 o
en el sentido contrario a las agujas >
del reloj. L~
L~

Al multiplicar por i? se obtiene el punto

simétrico respecto del origen (su opuesto).
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Numeros complejos

038

[eXeje]

039

e

040

eoo

041

e

Encuentra el nimero complejo que es inverso de —1 + 2i.

1 —1-2i o —1=2]

1420 (=14 20)(=1=20) 5

Calcula z en la siguiente ecuacién.
(2—3i)z=(6+5i)

(2-31)2=(645) 2= 6+ 5i N (64 5i)(24+3i) N —3 4 28i
2—3i (2—=3i)24+3i) 13

Calculag, b, ¢, ..., para que se verifiquen las condiciones indicadas en cada apartado.

a) (3 —5i)+ (—1+ ai)es un nimero real.
b) (b + 3i) + (5 + 2i) es un numero imaginario puro.
c) (c+ 6i)(3 —2i)esunnumero real.
d) (d+ 6i)(3 —2i) es un numero imaginario puro.
Q) 7+110
e—2i
7411
f—2i

es un numero real.

f) es un nimero imaginario puro.

a) B=5)+(1+a)=2+(-5+ai—a=5
b) b+30)+G6+2)=0b+5+5—>b=-5
(
(

)
)

Q (c+6NB—=2)=Bc+12)+(—2c+18)i > —-2c+18=0—>c=9
)

d) d+6/)3—-21)=Bd+12)+(—2d+18)i—>3d+12=0—>d=—4
7+HI:(7+11/)(€+2/):76722+11e+14/,_>11€+1420
e—2i (e—2i)e+2i) e’ +4 e’ +4 e’ +4

14
—Se=—
11

) 7+11I:(7+11/)(f—|—21):7f—22+11f+14/_>7f—22:0

F—2i  (F=2i)f+2i) Ff+4 (44 2 +4
—>f:£
7

Encuentra py g para que se cumpla:
(p+3i)(4+gi)=15+09i

(p+30)A4+qg)=15+9 —@4p —3q)+ (12+pq)i=15+9i

_ p=3q =-1
4p—3q—15}_>

3
12+ pg=9 p==;q =-4
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042

[ 1 J¢)

043

[ 2Ok

044
[ Jexe]

045

[ JeXe)

046

[“Jee]

SOLUCIONARIO 4

2
V4
Demuestra que el numero complejo z= 1 — 3 verifica la igualdad > =z-—5,

2 _ \2 _Q_ :
z _ Q=30 8-60 5 3 5-,_5
2 2 2

Representa los siguientes nimeros complejos expresados en forma polar.

) 4p B 2 O 3 D V2 @) 5 ) S
4 2
) 4€D°
/
136°
180° g
X Jo
3¢
V.

Expresa estos nimeros complejos en forma polar.
Z
7 = bep0 6
Z, = Sgpr 2 5 60°
73 = 470 - —24°
3 270 4 5 2

Z4 = 533 v

Z3

Escribe estos nimeros en forma polar y represéntalos.

A3-4 b V34i o —2-v2i o -3 & -3 f-ti

2
a) 3 —4i= 5565116 3
b) \/§+/—230 7
0 N2 —V2i =2, - \
N

d) =3i= 3 | B
€) —3 =3
o 1,1

2 2o

Escribe en forma bindmica los siguientes nUmeros complejos.

a) 40 b) 2 )3, d)2; € 3 )1 Q) ﬁﬁ h) \/5300"
4

2) 24243 Q) 3i o 33 3, 91—

b) —1,64 — 1,15 d) -2 f)—i h) ———=i
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047

L X 2]

048

[ X Je)

Dados los nimeros complejos:

Z; =550

Z

=335

Z3 :\/E‘R

6

escribe, en forma polar y binédmica, el conjugado y el opuesto de cada uno de ellos.

Tenemos en cuenta que el conjugado es el punto simétrico respecto
del eje de abscisas y el opuesto es el simétrico respecto del origen.

Numero Conjugado Opuesto
Polar Bindmica Polar Bindmica Polar Bindmica
5 543 5 543 5 543
S - St - Seor -
2 2 2 2 2 2
32 32 W2 32 32 32
3135 —_ 355 - 3315 _Y
2 2 2 2 2 2
J3= 343 J3ie 3 3 5 | (L3 V3
s 2" 2 s 20 2 6 202
Efectua las siguientes operaciones.
10450
a) 410 36 e) (5 P )2 i) %
? 240°
6. . 6
b) f) 25600 * 51300 j) (\/gsﬂ )
2. 2
4
£
Q 4. 2y 9) —
3 Ssn
2
8,700 5
d) 5= h) (210)
50°

0 45 2 =4 20 =8y

3

81 70°

=4y

f) 25607 * 51300 = 103000 = 1030

721(
3 7
3
9 ==
551( 5%
—_— 6

h) (2120")5 = 326000 = 3200°

1010
i L =2y
Sour

6
) (V3z) =27 =27,
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SOLUCIONARIO 4

Realiza estas operaciones, expresando primero los nimeros en forma polar.

a (=i b (—V2442i) o (143) o (V2=

a) (1—-i)* = (\/_315")4 = gy 0 ( T+ \/_/> (20)" = 161
( \/7+\/7/) (2135)° = 64ar d) (\E—f) = \/3324”44‘8,2”

5
Calcula, usando la férmula del binomio de Newton, esta potencia: (2 — 2\/§i) .
Hazlo en forma bindmica.

Comprueba, expresando el nimero en forma polar, que se obtiene el mismo resultado.
5
(2= 2V31) = 25— 5.2 2331 = 10-2°-12410-22 - 24/37 + 5-2.72 — 288+/3/ =
= 5124 5124/3]
(4s00)° = 10245

512+ 5124/37 = 1.024

Representa en el plano complejo estos nimeros y los resultados de sus operaciones.
Explica lo que sucede en cada caso.

61500 4
a) 2500 31200 b) 2150 Q) (2« )
60°

a) Elmodulo del resultado
es el producto de los modulos, 4
y el argumento es la suma de los
argumentos de los numeros dados.

b) El médulo del resultado
es el cociente de los moédulos,
y el argumento es la resta de los N
argumentos de los nimeros dados. N

c) Elmddulo del resultado es la cuarta \
potencia del médulo, -
y el argumento es el cuddruple =8
del argumento del nimero dado. 7
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Numeros complejos

052 | Realiza las siguientes potencias, empleando la férmula de Moivre.
e0C

a) (3 (cos 25°+ i sen 25°))"

b) (2 (cos 40° + i sen 40°))9

c) [cos — +1i sen ]

ez orm)

a) (cos 25° + i sen 25%)* = 81 (cos 100° 4 i sen 100°)

(cos 40° + i sen 40°)° = 512 (cos 0° + isen 0°) = 512

€
) (2
3
[cos—w seng] =CosT+ i senw = —1

4
3[COS+IS€I’13;]] =81(cos0+isen0) = 81

053 | Con la férmula de Moivre, expresa sen 5avy cos 5acen funcion de sen ay cos a.

000
Consideramos un nuimero complejo de médulo la unidad:
(1.)° = (cos o + i sen o)° = cos 5o 4 i sen 5o
Desarrollamos la primera parte de la igualdad:
cos® ou+ 5icos* ausen o — 10 cos® ausen’ v — 10i cos® ausen® o+ 5 cos ausen® o+
+isen’ o= (cos’ o — 10 cos® avsen” o + 5 cos v sen” o) +
+ (5 cos* avsen ov — 10 cos® v sen’ o + sen” )i
Igualamos este resultado con la segunda parte de la igualdad:
(cos® o — 10 cos® asen” o+ 5 cos awsen” ) +
+ (5 cos* awsen ov — 10 cos® o sen’ v 4 sen’ )i = cos 5+ i sen 5a
Igualando las partes reales y las partes imaginarias resulta:

c0s 5o = cos® o — 10¢os® o sen” o + 5¢o0s o sen* o
sen 5o = 5cos* o sen o — 10cos’ o sen® o + sen®

054 | Dibuja los numeros 2;¢ y 6150 ;POr qué nimero complejo hay que multiplicar
°®® | al primero para obtener el segundo?

Hay que multiplicar por 3.
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SOLUCIONARIO 4

055 | Dibuja los nimeros 1234 Y 4450 {POr qué nimero complejo hay que dividir
°©® | al primero para obtener el segundo?

\ Hay que dividir entre 3.

056 | Calcula las soluciones de las siguientes raices.

[eXelel
a) 364 b) 323 Q) Y90
4
a) 364

El modulo de las soluciones seré la raiz cibica del modulo: 4.
Existiran tantos argumentos como indique el radical.

120°+0-360°

Sik=0-8 = 40°
120° + 1- 360°
Sik=1-8, =2 F10 _ e
3
120° 4 2 - 360°
Sik:ZaB;—%:BW

Por tanto, las raices son 4.e, 4160 Y 4og0e-

b) of325. = /32,5
4

El' médulo de las soluciones serd la raiz quinta del modulo: 2.
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

225° 40 - 360°

Sik=0—p = = 45°
225° 41 360°
Sik:1—>62=+7=117°
5
225° +2 - 360°
Sik:2—>63:+7:189°
5
225° 43 - 360°
Sik:3—>B4:+7:261°
5
205° + 4 - 360°
Sik:4—>65:%:333°

Por tanto, las raices son 24, 2117, 2189, 2261° Y 2333
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Numeros complejos

0 V%0

El médulo de las soluciones serd la raiz cuarta del médulo:+/3 .
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

220°+ 0 - 360°

Sik=0—p =" " 7" — 55
4
220° +1- 360°
Sik=1op, =22 F199 s
4
220° 42 - 360°
51/<:2—>Bg_+7:235°
4
220° + 3 - 360°
Sik:3—>&:%:325°

Por tanto, las raices son \/?55“, \/?145", \/?235“ y \/?325“.

057 | Realiza las raices y representa los resultados en el plano complejo.

[eXeXe]
a) ¥—16 b) ¥16i o 1—=/3i
a) 6\/—]6 = \16 16180“

El modulo de las soluciones serd la raiz sexta del médulo: 3/ 4 .
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

180° + 0 - 360°

Sik=0-5p =—— " =30
6
180° + 1- 360°
Sik=1—p =~ _qp
180° 4 2 - 360°
Sik=2o8; =0 1220 g
6
180° + 3 - 360°
Sik=38, = 2 T2 _ 5
180° + 4 - 360°
Sik=d B, =0 T4 e

180° + 5 - 360°
Sik:S—)BG:%:BO"

Por tanto, las raices son 3/23@, ﬁw = %/Z/, ﬁwsow, é/zzwo“,
%/Zyo" = *%/ZI y é/ZBO%

?

1,6
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SOLUCIONARIO 4

b) Y16/ = 164y
El médulo de las soluciones seré la raiz cdbica del médulo: 232 .
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

90° + 0 - 360°
Sik=0—>B]=+7:30°
90° + 1 360°
Sik=1-8, = 2110 _ 5
3
90° + 2 - 360°
Sik=2—>63:%=270°

Por tanto, las raices son 23/33@:, 2%/515@ y 23/527@' =-230i.

C) S\I 1— \E/ = \5 260“
El médulo de las soluciones serd la raiz quinta del médulo: 2.
Existirdn tantos argumentos como indique el radical.

60° + 0 - 360°
Sik:O—>B]:+7:12°
5
60° + 1- 360°
Sik:1—>32=7+ =84
5
60° + 2 - 360°
Sik:2—>B3:+7:156°
60° + 3 - 360°
Sik:3—>64:%:228°
60° + 4 - 360°
Sik=4—>65:+7=300°

Por tanto, las raices son 5612“, é/?;w, %156“, %228“ y é/?goov,
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000

059

[eXele]

060

[eXele)

061

[e¥orel

Los vértices del poligono representado son las raices cuartas
de un niumero complejo.

Determina el nimero y sus raices. Tt

Las raices son:
21=44+4i=V324 z3=—4 —4i =~ 32 p5

ZZZ—4+4/:V32]35° Z4:4—4/:V32315°

El nimero es: z= 10245 = —1.024

En el gréfico se representan las raices de un nimero.
Determinalas y descubre de qué nimero se trata.

Las raices son:

Z1=4y=4 2= 46
2, =4y Z5 = 4y
Z3= 440

El nlimero es:z=1.024, = 1.024

Encuentra n'y z de manera que dos de las soluciones de ¥ z sean 65y y 61-.
¢Hay una unica solucién? ;Cuél es el menor nimero n que puedes encontrar?

Seaz=r,.

La raiz enésima de r debe ser 6.

El argumento debe ser multiplo de 30y de 120.

La solucién no es Unica.

El menor nimero que cumple las condiciones es n = 4.
71 = 1296y

Otra solucion es n = 8.

7, = 1.679.616,40

Resuelve las ecuaciones.

a) x24+1=0 ) x*>—32=0 e) x*4+16=0
b) x*+12=0 d) x>—1=0 f) x*—8=0
a) x2+1:Oex:\/—_1:1M
Sik=0—x,=1gp =1 ‘ Sik=1—>x="1p =—Ii
b) X+ 12=0-x=3-12 = 12 ersrer
Sik:O—)xW:%w Si3/<22—>><3:%/§3oo°

Sik:1—>X2:§/5180" :—%

QA X =32=0-x=v32 = 2¢, 10
5
Sik=0—x =25 Sik=3— X, = s
Sik=1—x=24 Sik=4—>xs=2p=2
Sik=2—X= 20s
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SOLUCIONARIO

d) X = 1=0ox=1=1g,3
5
Sik=0-x =15 Sik=3—x= Ty
Sik=1-5x=T4 Sik=4—x=1p="1
Sik=2—x3=144
&) x“+16=0-x=4-16 = 2111500
4
Sik=0—x; = 2 SMk=22% = 2n5
Sik=1—>x =23 STk=32%=25s
f) X =8=0-x=38 =25

3
Sik=0—x =21 Stk=2—>x3=2p=2
Sik=1->X =20

Realiza la siguiente operacion.

—1+i
4
1+i
=14+ —14+)(1—i 2i :

d R [ L U VA
T4 O+ =1) 2 N
Sik:O—>X1:222’5° 5ik=2—>X3=2202,50
Sik=1-x=215 Sik=3->x,= 2505

Expresa en forma polar el inverso de estos nimeros.

a) 20 b) 3. Q 4, d) [l]

2 3

Para calcular el inverso de un nimero en forma polar, calculamos el inverso

del moduloy el opuesto del argumento.
1

a) —
2 210

b
33n 4 5z

2

Calcula las siguientes raices de nimeros complejos.

a V1 b) 1 o d) Vi e i

a) J1= To k3608

2
Sik=0—3=150=—1 Sik=1—ox=1p=1

b) %/17 = Toti3e0
3
Sik:O%)ﬁ:’I}zo“ Sik:2%X3:1on:1

Sik=1 _>X2:]24O"

9 — d) 4, =4
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Q Q/T = o irer

4
Sik=0—>x=1q=i Sik=2—>X=lyp=—i
Sik=1—ox="1g=—1 Sik=3ox,=1p=1

d) \/7: ]90°+k-360"
2
Sik=0—x =145
Sik=1>x=1ys
e) %/7:190“4#«360"
3
Stk=0->x =13 Stk=2—>x3="1y0=—I
Sik:‘|—>Xz:’|150°
f) 3/7:190“4%-360“

4
Sik=0—x=lys Sik=2—=x;=lops
Sik=1—x=15¢ Sik=3=x= loos

065 | Observa el nimero complejo representado.

[ X ke
a) (A qué exponente hay que elevarlo para obtener
un numero real?

b) ;Y un ndmero imaginario puro? bttt
¢) ¢Hay una unica solucién en cada caso? ]

El argumento es 45°.

a) n-45°=180°>n=4-Q2k+1)
n-45°=360°—>n=8-(k+1)

b) n-45°=90°—>n=2-(4k+1)
n-45°=270°->n=6-(4k+1)

¢) En cada caso hay infinitas soluciones.

066 | ;Qué numero complejo hay que sumarle a —3 + 2i para que resulte 5,747
L X B

(Y para que resulte 652
3

(=34 2) 4+ (@+b)=—-5—sa=3b=—7
(=34 2)+@+b)=3-3V3isa=6b=—2—33

067 | Calcula z sabiendo que sumaédulo es NG y que z(3 — 6i) es un numero
°®° | imaginario puro.

z=+/5.

3—06i= \/Ez%“sa‘szx,v‘

a4 296°33'54,1" = 90° - v = 153°26'5,82" 4 360° - k
o+ 296°33'54,1" = 270° — o = 333°26' 5,82" + 360° - k
Por tanto, tenemos que: av = 153°26' 5,82" 4+ 180° - k.
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068 | Escribe qué condiciones deben cumplir g, b, c y d para que:
o0C

a) (a+ bi)(c + di) sea un numero real.
b) (a + bi)(c + di) sea un niUmero imaginario puro.
a+ bi
c+di
a+ bi
c+di

sea un numero imaginario puro.

d) sea un numero real.

(a4 bi)c+ di)=ac— bd+ (ad + bc)i

ctdi (cH+dic—d) +d A+ d

a+bi (a4 bi)(c—di) ac + bd —ad-i—bcl.

a) Para que sea un numero real: ad = —bc
b) Para que sea un numero imaginario puro: ac = bd
c) Para que sea un nimero imaginario puro: ac = —bd

d) Para que sea un nuimero real: ad = bc

. 134bi
069 | Calcula dos numeros reales ay b, de modo que:a + 5i = 2 + _I
00 —1

134bi _ (13+4bi4+]) _ 52-b  13+4b,

4—i (4—i)4+1) 17 17
521;b =a—-17d+b=52->5a=2
13;;% =5 51344b=85—b=18

070 | Halla el valor de a para que este nimero complejo cumpla que su cuadrado
°®“ | seaigual a su conjugado.
J3

a+—i
2

2
Calculamos el cuadrado: | g + \/?/] =ag° — 3 + \/ga/
2 4

3.
Hallamos el conjugado: a — TI
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Numeros complejos

071 | Halla el valor de m para que 3 — 2i sea raiz del polinomio x* — 6/ + m.
o000

m=a-+ bi
Para que sea raiz del polinomio debe cumplir:
B-2iY—6i+a+bi=0—-G+a)+(—18+b)i=0—a=-5b=18

072 | Calcula el valor de b para que el cociente de —9 + bientre 1 — 2i

jexoge)
tenga moédulo 572.

—94+bi _ (=9+0bi)(1+2i)  —9—-2b+(—18+0b)i

1—2i (1=20)(1+2i) 5

J(=9—2b) +(—18+b) =52 — 814 36b+ 4b> + 324 — 36b + b’ = 50

5624355 =0 b=n71i

12+ci
073 | Halla c sabiendo que la representacion gréfica de —————— estd sobre la bisectriz

00O —5 + 2i

del primer cuadrante.

Para que esté sobre la bisectriz del primer cuadrante, la parte imaginaria debe ser
igual a la parte real.

124c  (124c)(=5-2i)  —60+2c+ (=24 —5¢)i

—5+2i (=5+2i)(=5-2i) 29

—6O+2C:—24—56—>C:376

074 | ;Es cierto que, siempre que multiplicas un nimero real por un nimero complejo z,
29 | el resultado tiene el mismo argumento que z?

Si no es cierto, enuncia una propiedad correcta.
No es cierto, ya que: 1ige - Toge = 1270-.
Solo es cierto si el nimero real es positivo.

Si multiplicamos un nimero real positivo por un nimero complejo z, el resultado
tiene el mismo argumento que z.

075 | ¢Es cierto que el conjugado del producto de dos nimeros complejos es el producto
2% | de sus conjugados?

Seanz; =a+ biy z, = ¢ + di dos nimeros complejos.

Calculamos el conjugado del producto:
(a+ bi)c+ di) =ac — bd + (ad + bc)i

El conjugado del producto es: ac — bd — (ad + bc)i

Hallamos el producto de sus conjugados:
(a—bi)c—di)=ac—bd+ (—ad — bo)i = ac — bd — (ad + bo)i

Luego es cierto.
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Demuestra que, si multiplicas un nimero complejo por su conjugado,
se obtiene el cuadrado de su médulo.

Seaz=a+ bi.

Calculamos su médulo: |z] = v a® + b?

El cuadrado del modulo es: a? 4 b

Multiplicamos por el conjugado: (a + bi)(a — bi) = a* + b?
Por tanto, es cierto.

;Qué diferencia existe entre las soluciones de la raiz cuadrada real de 16
y la raiz cuadrada del nimero complejo 16 + 0i?

No existe ninguna diferencia, pues ambos nimeros tienen como raiz
cuadrada 4y —4.

Calcula las tres raices cubicas de —27 y comprueba que su suma es cero.
Comprueba si sucede lo mismo con las tres raices cubicas de 16 — 88i.
;Sucedera eso con todos los nimeros complejos? Justifica tu respuesta.

3\1 =27 = 3180“+k-360"

3

3 35/. 3 33
2

Sik=0—2 =3¢ = Sik= 2—>z3_33oo_———
2 2 2
Sik:1—>22:3180_73

343 3 33

Sumamos las raices: 74_7 —3—5———— 0
2

Calculamos las rafces cubicas de 16 — 88/ =/ 8.000 ¢ 1 17,45

6f
8.000 28018'17,45" +-360°

3

Sik=0—x, = /80000y 55 = —1,1983 + 19,965/
Sik=1-x=248000,5,s8 = —16,6902 — 11,0197i
Sik=2->x;=/80004 55 = 17,8885 — 8,94427i
Sumamos las raices:

—1,1983 + 19,965/ — 16,6902 — 11,0197/ + 17,8885 — 8,94427i =0
Sucederd lo mismo con todos los nimeros complejos.
Dado un numero complejo, sus tres rafices clbicas serdn: ry, fo 1200 Y o 240~

: o . . |3
Si multiplicamos las raices por el nimero complejo [ ,da como resultado
las raices cUbicas de —27, cuya suma es cero: I )-eten

3
O=z21+2+23 =|— (T A Tz + o)
') ateo

3 , .
Como [ #F0 = (I + fgne + fre) = 0, la suma de las tres raices cubicas
I )—a+60

de cualquier nimero complejo distinto de cero es cero.

187



188

Numeros complejos

079

080

coa

081

eoe

082

coa

Uno de los vértices de un tridangulo es el origen de coordenadas y los otros dos son
los afijos de los nimeros complejos —2 + 5iy 3 + i. Calcula la longitud de sus lados.

Sea O el origen de coordenadas, A= —2 + 5, B=3+1.

Calculamos la longitud del lado OA:\/(=2)* + 5% =+/29
Hallamos la longitud del lado 0B:+/32 + 7 = V10
Determinamos la longitud del lado AB: \/(72 —32 + (512 =41

Dos vértices consecutivos de un cuadrado son los afijos de los nimeros 6 + 5iy 3 +i.
Determina el resto de sus vértices, sabiendo que tiene uno en el cuarto cuadrante.

La variacion de la parte real de los dos nimeros es de 3 unidades y la variacion
de la parte compleja es de 4 unidades.

Por tanto, si a partir de los vértices conocidos
llevamos una variacion de 4 unidades en la parte
real y 3 unidades en la parte imaginaria, resultan
los otros dos vértices, obteniéndose dos soluciones:

C=(7,-2yD=1(10,2) .122. .

C'=(=1,4yD' =298 IR

De estas soluciones Unicamente la primera
solucién tiene un vértice en el cuarto cuadrante.

Uno de los vértices de un cuadrado con centro en el origen tiene coordenadas
(—1, 3). Utiliza los nimeros complejos para determinar los otros vértices y su area.

Z=—1+3i
Elevamos a la cuarta: z = 10073 44 536"

Calculamos el resto de las raices; /1004 = V10 w004 k-360°

4

Sik=0—=x;=v104g5s580 =3+ Sik=2-x;=~1019526 581"
Sik=1-x =100 58" Sik=3—xs =10 826 581"

2=, NMyz=(-1,3)

Hallamos la longitud del lado: /(—=1—3)2 +(3—1)* =20
Por tanto, el rea es 20.

Un pentdgono regular, con centro en el origen de coordenadas, tiene en (—3, —2)
uno de sus vértices. Halla los demds vértices usando nimeros complejos.

Z=-3-2i
Elevamos a la quinta: z = ~13% 51541 240

Calculamos el resto de las raices: V13 213 a1 242" 4 4-360°
5

Sik=0—>x, =V13 1220 1685" Sik=2—>x3=v13 156441685
Sik=1-=x =134 685 Sik =3 = x4 =13 25844 1685"



SOLUCIONARIO

083 | {Qué numero complejo forma un triangulo equilatero con su conjugado y con —5?

Sea L la longitud del lado del tridngulo equildtero, uno de los vértices
es el complejo a + biy el otro vértice es su conjugado a — bi.
e

2
Todos los tridngulos tienen —5 como el vértice situado mas a la izquierda.

b:L~sen30°:é a=—-5+1L-cos30°=—5+

Siel vértice —5 estuviera situado a la derecha del tridngulo, las coordenadas
de los otros vértices serfan:
L-+3

2

L
b:L-senSOf’:; a=-5—1-cos30°=—-5—
084 | Las cuatro raices cuartas de —4.096 describen un cuadrado. Calcula su area.
Ademas, sus raices cubicas describen un tridngulo equildtero. Determina su area.

Las raices cuartas de —4.096 son:

212845":(4\/5'4\5) 23:8225“:(—4\5, —46)
7= 8= (—4\2,442) 2= 85=(42, —42)

Calculamos el lado: \/(4\/3 + 4\/3)2 + (4\/_ — 4\/3)2 = 8\/5

Por tanto, el drea es de128.

Las raices cUbicas de —4.096 son:

2, =165 =(8,83) 7= 16:0=(8, —8\/3)
2, =16150=(—16,0)
Se forma un tridngulo cuya base mide 16y su altura es de 24.

Por tanto, su drea mide 192\/?

085 | El numero complejo 3 + 5i es una de las raices cubicas de z. Halla las otras dos raices.
L X B

2y =3+ 5/ =+ 355021048"
Las raices tendrén el mismo maodulo.

Calculamos el resto de las raices: /35 s 10,480 4 K360
3

Sik=0—x; =355 104" Sik=2—>x3= \/gzwz‘m,w‘
Sik=1—X,=+351702 1048"

086 | Escribe una ecuacién de segundo grado cuyas soluciones sean 3 + iy 3 —i.
“®" | Hazlo mismo con —2 —5iy —2 + 5i.

X=34+NKx=3=-N=0>x"—=3x—ix—=3x+94+3i+ix—3I+1=0
- x> —6x+10=0

(X+2+5)x+2—5/)=0—>x> 4+ 2x — 5ix+ 2x+ 4 — 10i + 5ix +10i + 25 = 0
—x*4+4x+29=0
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Numeros complejos

087 | Demuestra que si una ecuacion de segundo grado cuyos coeficientes son numeros
°°¢ | reales tiene dos raices complejas, estas deben ser niimeros conjugados.
Tenemos una ecuacion de segundo grado: ax’ + bx+c=0
Resolvemos la ecuacion:
. —b+ (\/7(92 + 4ac )i
X_—bj:\/bz—4ac N 1 2a
2a —b— (=t +4ac)i
Xz =
2a
Luego sus soluciones son dos nimeros complejos conjugados
088

o0

{Qué condicién deben cumplir los nimeros reales a, by ¢ para que la ecuacién
ax? + bx + ¢ = 0 tenga soluciones complejas?

Se debe cumplir que: b* — 4ac < 0
089 | Resuelve la ecuacion x* 4+ 10x*> 4+ 169 = 0.
LR Re)

X4 10x2 4169 = 0 L= 2 1 10t +169 = 0

—10£10° —4-1.169 10+ 24/ _{n =—5+12i
21

2 thL =-5-12i

Deshacemos el cambio de variable:
\/ T X\ =138 3575

—5+12i = \/13112"37'11,5” =
X; =N 13 3618 3575

i X3 = N 13103 41 2404
\/75 —12i = \/132470 2 ag e =
Xq = ~N13 303 41 24,247

090 | Resuelve las siguientes ecuaciones.
eoe
z

a) 5 -+(2—i)6i=—-342i
—i

b) 2(—2 + 6i) + — 137 10 _8i= 2014+ 70)
4_3

a) SZ'+(2—1)6/:—3+2/'—> Z

— —

+64+12i=-3+2i
z

- P =—9-10/ > z=(5-i)(-9—-10/) > z=—-55—41i
—i

b) z(—2+6/)+ij+10—8i:z(1+7i)az(—2+6i)—11+
/

+i+10-8i=z(147i) > z(=2+6i)—1=7i=z(1+7i)

= z2(=246i)—z(\+71)=1+7i > z2(=2+6i—1=71)=1+7i

1+7i
%z:#%z:—]—ﬂ

— 1
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SOLUCIONARIO

Resuelve estas ecuaciones.
a) x?—8ix+4i—19=0 b) x—iy=0
y—ix=4—-06i

S 8ity\—64 —4-1-4i —19)  8i4,/10—16i
a) x°—8x+4i—19=0—> x= =

21 2

x=iQ2—=3I)=342i

Representa el niumero complejo 1+ 2430 y realiza
en este punto un giro de 60° centrado en el origen.
Halla las expresiones binémica y polar del numero
complejo resultante.

z=1+ 2\/?/ = \/573" 53'52,39" \

Hacemos un giro de 60°; EEREEE
V13133 5355300 = —2,5+ 2,61

La suma de dos numeros complejos conjugados es 16 y la suma de sus modulos
es 20. Determinalos.

Seaz=a+ bi.
a+bi+a—bi =16 a=38
%
Ja +6* +a* +(=by =20 Ja?+b62 =10

—64+b7 =100 > b =46
Los numeros son: 8 + 6iy 8 — 6i.

Encuentra todos los nimeros complejos tales que su cubo es igual a su raiz cuadrada.

Un nimero complejo es de la forma r,,. Si ponemos la condicién de que su cubo
sea igual a su raiz cuadrada, tenemos:

(Y =+n
()Y =r, =k =(Wr)e

2

P=Ar

Para que sean iguales es preciso que: 3 a
o =—

2

r=1

r3:\/7—>{r20

o«

30 = : +36O°%60c:0¢+720°%{0t:0

o = 144°
Las soluciones son:

7= O yr360n Z = looskasos Z = Nyasskzers
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Numeros complejos

095 | Investiga qué nimeros complejos cumplen que su cuadrado es igual a su conjugado.
Para realizarlo sup6n que el nimero estd expresado en forma polar.

Z=1,

|Z| = 360" —

2 __

[0 = 60— o

Igualamos: r*=r—r=0,r=1

20=360°— a— a = 120°

Por tanto, los nimeros cuyo cuadrado es igual a su conjugado son 0, Y 1150

096 | Sea u= 1 + —3i. Comprueba que siz= —2 + 5i,entonces z, U -zy u*- z

2 2
son las tres raices cubicas de un nimero complejo. Demuestra que eso sucede
para cualquier nimero z. ;Qué tiene de particular el nimero u?

Z=—=2+51=~29 145507

1 3

u-z= —5 + 2/] (=24 51) = 110 - V29 111048 507 = N 29231048 507"
2
1 V3 A =
uvez= _2“‘2/] (=2 +50) = T - N 2911048507 =N 29351248 507"

Son las raices cubicas de 293350 5415

Esto sucede para cualquier nimero complejo, ya que las raices cubicas
de un nimero complejo tienen el mismo modulo y su argumento
se diferencia en 120°.

Al multiplicar cualquier nimero por u, su médulo no varfa y su argumento
aumenta 120°.

097 | Determina si es cierta esta afirmacion.

Si dos nimeros complejos zy w cumplen que z° = w?, entonces z = w.

La afirmacién no es cierta.

Para cualquier niimero complejo z tenemos otros dos complejos: 1150+ ZY Touee - Z,
cuyo cubo coincide con el cubo de z.

(M2 =ly-2°=2
g2 =1y 22=2

098 | Del nimero complejo z; se sabe que su argumento es 150°,
y el médulo de z; es 2. Calcula z; y z, sabiendo que su producto es —8i.

Zy = Nse

7, =24

_8/ — 8270°
Isoe * 20 = 800

r-2=28 _)r:4 2y = 4ispr
150° 4+ o = 270° a = 120° 7, = 2
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s0e

100

101

s0e

SOLUCIONARIO 4

Representa el nimero 1 + i. Pésalo a forma polar 1
y calcula sus 10 primeras potencias. Represéntalas A
en el plano complejo. Observa que los afijos
de esos numeros describen una curva espiral.
z=14+1i= \/545\’
Zz = 2go°
22 =202
2" =4y \
25 = 4\/?225“
77 =8y 4
Z7 = 8\/3315“ »
78 =16,
A/
22 = 1632 45 -
7'9 =324

Calcula la suma de los 10 primeros términos de una progresién aritmética
de diferencia 1 + 2i y cuyo primer término es —6 — 2i.

d=1+2i

a=—6-2i

dy=a,+(h—1d

Go=—6—2+(10—1)(14+2/)=3+16i
(ai+a,)n

2

S, =

. (—6—2/+23+16/)1O 154700

Si el nUmero complejo a + bi tiene médulo my argumento o, ;cémo expresarias
en forma bindmica un nimero complejo con médulo 6m y argumento 2w —o?

. . 3
;Y siel médulo es 3my el argumento es o + 7“?

Seaw = ¢ + di el nimero complejo que tiene por médulo 6m y argumento 21 — a.
c=64a’+ b* cosQm — ) =64a’ + b cosa

d=6a’+ b> sen2m — ) = —6a* + b* sena

Sea v = e+ fiel nimero complejo que tiene por médulo 3m y argumento . + 3—ﬁ

e=3va’+ b’ cos

u+321TJ:3 a’ + b sena

f=3va’+ b* sen

OL+37TY = —-3Ja*+ b* cosa
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Numeros complejos

102 | Seaz = r,un numero complejo en forma polar y z su conjugado.
[eRexe] .
Calcula el valor del cociente.
COS QL+ COS 2Qx - ... COS N

(z+2) [24+@°] [z +(2)"]

Z=r,=1r (coso+isena)
7 = l30e_ o = I (COS o0 — i S€n o)
COS Qv+ COS 2@+ ...+ COS N

(z+2)-(Z2+ @) ... (20 +2))

_ COS Qv+ COS2Qu+ ... COS N
B (r(cos ovtiseno) +r(cosa—isenaw)) - ...« (r" (cos nou+i senno) + r” (cos nou—i sen nav))
_ COS Qv+ COS 200+ ... COS NOx _ 1
B 2rcos o - 2r>cos 2o - 2r" cos na B 5 ntn
Sro2

103 | Dada la ecuacion z2 + (a + bi)z + ¢ + di = 0, con a, b, c y d nimeros reales,
[eRexe] .z ’ .
encuentra la relacion entre ellos para que sus raices tengan el mismo argumento.

ZZ4+(@+bi)z+c+di=0

—a—bit\J(a+bi—4lc+d) —a—bita b +2abi —4c — Adi
2 2

7 =

Para que tengan el mismo argumento, el cociente entre la parte imaginaria
y la parte entera debe ser el mismo.

a’ —b> +2abi—4c—4di=0

Gz—b2—4C:O}
2ab—4d =0

Como solo tenemos dos ecuaciones y cuatro incégnitas tenemos que dejar
dos de las incégnitas en funcion de las otras.

S T Yt N o s

d

(V2c v 20" @W@ N Y e

a, =

o -4 vclbcvad —hd g o

d

_Jﬁ—dm(im_m by = 2N 1 & + 20



SOLUCIONARIO

PARA FINALIZAR...

n
ik . . or .
104 | Calculala suma 2 i* expresando el resultado lo mas simplificado posible.
k=0

=i T—i 140"

M:

k=0

Sin=4t,teN — >i*=1
k=0
Sin=4t—1,teN = >Xi*=0
k=0
Sin=4t—2,teN = Yi*=i—1
k=0

Sin=4t—3,teN = Xi*=i
k=0

105 | Demuestra que si el nimero complejo z es una raiz del polinomio P(x) = ax* 4+ bx + ¢,
cona, by c €R,z es también una raiz.

z=d+ei

P(d + ei) = ald + ei)* + b(d + ei) + c = a(d’ — €’ + 2dei) + bd + ebi + ¢ =
= ad? — ae’* + 2adei + bd + ebi+c=0

Por tanto, resulta que: ad® — ae*+bd +c=0 2adei + ebi =0

Pd — ei) = ald — ei)> + bld — ei) + c = a(d? — &> — 2dei) + bd — ebi + ¢ =
=ad’ — ae’ — 2adei + bd — ebi + c =
=ad? — ae’+ bd + ¢ — (2adei + ebi) = 0

106 | Halla un polinomio de cuarto grado con coeficientes reales, cuyas raices
sean2iy 1+ 1.

K+ 2DK =2 — (1 + N — 0 =) > x*— 2%+ 6x>—8x+8

107 | Obtén la sumay el producto de las raices n-ésimas de la unidad.

Sea Q/f = liseo-

n

T '[[]360" }n 1] T - (1=1)

La suma de las raices es: = =0
=)
n n
El producto de las raices es:
b= 1@ '1ﬂ 1ﬂ =l 230 3] = Do =3¢ (nrp = —1
[—+—+,.,+7} T(1+2+ +n) R

n n n n n n
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Numeros complejos

108 | Calcula las 5 soluciones complejas de esta ecuacion.
X4+ x*+ x4+ x2+x+1=0
El primer término es la suma de los términos de una progresién geométrica.
(x* =1

a=1r=x S5 =
X —1
X, =1
X; = ler
6 p— j—
Por tanto, resulta que: il Vi 0o x —1=0ox=1 17 b
X —1 X5 = lgo
X5 = g
Xo = laoor
Las soluciones son: Xy, X3, Xs, Xs Y Xe.
109 | Resuelve el sistema de ecuaciones con incégnitas zy w.
{iz—(1+i)w:3
(24+i)z+iw=4
w+iw+3 _ ;
=272 z=w—W+3)
iz—(1+i)W_3}_>Z i N 8 5 ) —)W_i+2i
Q+hz+iw=4] " _ a—iw z:w 3
241

z=[1+2z] [1+2/]+3/= el
3 3 3

110 | Halla la expresion de z sabiendo que los afijos de los nimeros complejos 1,z y z2
estan alineados.

Las coordenadas de los numeros complejos son:
A(1,0)  Ba, b) C(a* — b 2ab)

Calculamos los vectores:
AB=(a—1b) AC=(d—b’—1,2ab)

Los puntos estan alineados si los vectores son proporcionales.
AB=tAC—(a—1,b)=t(@—b>—1,2ab)

1
_ 2 p2 t=—o
a—1=t(a* —b 1)} 2 [1 (@ — b —1)

a
a—1=
b=t-2ab 2a

—ad -2a+1=b—>b=a-1
Portanto, resultaque:z=a+ (a — 1)i
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SOLUCIONARIO

111 | Un hexagono regular esta centrado en el origen de coordenadas y uno de sus

vértices es el punto A(1, 0).
\JA

Halla los vértices de otro hexdgono regular con el mismo centro,
lados paralelos al anterior y un area que es 5 veces mayor.

Silos dos poligonos son semejantes y la razén entre sus dreas es 5,
la razén entre sus longitudes es V5.

Un vértice es el punto (\/g O) y los otros vértices son v/5 &, /5 120, /5 1a0,

\/E 2400 Y \/E 300°

6
Esto serfa equivalente a calcular las raices sextas de (\/g) =125.
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Geometria analitica

. J =
e =
It L L

Sy -

b La caricia del escorpion
Continuamos, pues, en ese piso calamitoso de Delicias, achicando inun-
daciones domeésticas, martilleando en las canerias. Todos estos de-
sarreglos me crispaban tanto como a ella, pero la energia que consu-
miamos en combatirlos nos libraba de discutir otros problemas mas
importantes. Ademas de su amante y amigo, me convertia en enyesa-
dor, en fontanero, carpintero, electricista y no sé cuantas cosas mas.
[...] Solventé un problema de union de dos tuberias en cruz sin saber
nada del oficio, basandome en mis conocimientos de geometria eucli-
diana y aplicando el teorema de Cavalieri. [...]

Dependiamos uno del otro; ella de mi para recomponer los destrozos
y yo de ella para tener una misién con que contentarla, o, mejor di-
cho, para contentar mi amor por ella y asi, de vuelta, quererme mas.
Ya se sabe: uno hipoteca el amor a si mismo a que la persona amada
esté de acuerdo en concedértelo. Se antepone la conviccion de que la
otra persona esta a gusto con uno para poder sentirse €l también co-
modo. Cuando amas no unes tu corazon: lo divides. [...]

Seguin uno baja por Delicias, para entrar en nuestra antigua calle hay
que atravesar la plazoleta Luca de Tena, doblando una esquina a la iz-
quierda, y es ahi donde uno se tropieza con el enorme respiradero del
suburbano. Para ser exactos, no es una esquina, sino un chaflan (trie-
dro en el cual dos planos normalmente perpendiculares son cortados
por una interseccion). La placa metalica que airea las emanaciones del
metro se compone de cinco celdillas de ancho por nueve de largo, de
un metro cuadrado cada una (en total, cuarenta y cinco metros cua-
drados). Es dificil eludir ese paso, puesto que mas alla hay un parterre
con arboles, a menos que uno dé un rodeo por su lado mas largo, pri-
mero a la izquierda y luego a la derecha. Lo usual en estos casos es

E abreviar cruzando el respiradero por su diagonal. Candela, en cambio,

7 recorre los dos catetos del triangulo rectangulo en vez de la hipotenu-
—— sa (o diagonal del rectangulo), cometiendo asi una imperdonable in-
—

fraccion pitagorica. Mas que repugnancia al aire que sale de alli, yo ca-
si creo que es por miedo de que la placa ceda bajo su peso, o algo.
Una mania como cualquier otra; las mias son peores.

IGNACIO GARCIA-VALINO
g /v - / p =
Ay .

.

Calcula los médulos de los vectores que definen Candela
y su novio al cruzar la placa metalica que airea las emanaciones
del metro. ;Qué relacion existe entre ellos?

Tomamos como origen la esquina por donde empiezan a cruzar
la placa metélica.

En su movimiento, Candela define los vectores (5,0) y (0, 9).
Por tanto, los médulos miden 14 metros.

El novio de Candela define el vector (5, 9).

Este vector tiene por modulo:

52+ 97 =+/106 = 10,30 metros

Es mayor la distancia recorrida por Candela.
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SOLUCIONARIO 5

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

Pon varios ejemplos de magnitudes escalares y vectoriales.
Son magnitudes escalares: la capacidad, el volumen, la superficie. ..

Son magnitudes vectoriales: el peso, la aceleracion. ..

Representa estas rectas.

a) y=—2x o y=—x+1 e) y=2x—2
X —x —1 X
b) y=— d y= f) y=—-1
Y 2 Y 2 Y 2
a) Y4 d) 4
yE T 5
] X X
X1
y: ke
b) YA e) Y
132 =2x—2
X X
Q) Y f) Y
y=Fx+1
X e X

Dibuja dos rectas paralelas, r y s. Después, traza una perpendicular a la rectar y otra
alarectas. ;Como son las rectas que has dibujado?

r

Las rectas son paralelas.
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Geometria analitica

004 | Representa, en un sistema de ejes cartesianos, el punto P(—1, 1) y larectay = x,
y determina la proyeccién ortogonal del punto sobre la recta.

Y

La proyeccion ortogonal de P sobre r
=TT es el origen.

005 | Observa los siguientes dngulos y contesta.

a) ;Cuéanto suman los angulos Ay B?

)
o)

b) Dibuja en tu cuaderno un angulo igual a A

y otro igual a B.

¢) ¢Qué condiciones cumplen los dangulos que has dibujado?

a) Losangulos suman 180°.
b)

>)
@)

c) Son angulos suplementarios.

ACTIVIDADES

001 | Copia estos vectores y calcula gréficamente =

su suma y su diferencia. \7~

U+v U -—V

<l
%

002 | Realiza las siguientes sumas de vectores.

a) @+V)+w
b) U +(V+w)

<y
<
<} N
+
N
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SOLUCIONARIO

003 | Copia los vectores @, b y C, y realiza graficamente _
las siguientes operaciones.

S}
/ﬁ

Sx

a) @+2b Q0 b+(C +a)
b) —¢ +3a —2b

004 | Escribe el vectoLﬁcomo combinacion lineal
de los vectores b y . a

o

Expresa b en funcién de a'y C, y también ¢ b
enfunciébndeayb.

005 | Comprueba que los vectores U y v forman una base,
y expresa el vector w en funcion de ellos.

\
Los vectores Uy V tienen distinta direccion, 7\
2

por lo que forman una base.
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Geometria analitica

006 | DadalabaseB={u,v} T
a) Calculag@=7 + Vyb =0 — V. L»

b) Comprueba que a’ygforman una base.
¢) Expresau yVencombinacion linealdeay b.

a )__::____:7
) a’iu+v .

v v

u—-v

<|

b) Los vectoresa y b tienen distinta direccion, luego forman una base.

E a b
>

—

. d
o uU=—+
2

=2 2

2 2

007 | Dibuja los puntos A(2, 1) y B(1, 2) y calcula.

a) Las coordenadas de los vectores AB y BA.

b) Sus modulos. Y
— N
a) AB=(1-22-1)=(-1,1) B;A‘\

— 1+
BA=Q2—-1,1=2)=(,-1) A

008 | Encuentra cuales son vectores paralelos.

T=@21 b=(-2-1) T=(-21 d=@2-1) =42 f=(-63)
T 2
Los vectores @, by € son paralelos, porque:T =—=—
Los vectores ¢, (Ty f son paralelos, porque: % =—=—
009 | Dados los puntos A(0, 3), B(2, 1), C(—2, 2) y D(—3, 4), halla los vectores.

a) AB—CD b) AC +DC c) BD—CA

a) 2-01=3)—(-3—-(=2,4—-2=2,-2)—(-1,2)=@3, -4
b) (20,2 =3+ (-2~ (=32~ 4= (=2, ~1)+ (1, -2 = (~1,-3)
QA (-3—24—-1)—0—=(=2,3—2=(=53)—-2 1)=(=7,2)

010 | Dados "= (2, —1) y vV = (0, 3), realiza las siguientes operaciones de vectores.

a) u—3v b) 50 +V ) —uU+2v
a) UT—3v=02,-1)—-(0,-9 =229
b) 50+ vV =(10,—-5)+(0,3)=(10,—-2)

Q —U+22v=(=21)+0,6=(-27)
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SOLUCIONARIO

Sean los vectores ' = (0, 2), v = (1, —1) y w = (0, —1). Calcula.
au-v bu-vV+w) oow-v du-w e u-(v-—-2w) f) =20-3v

a) T-Vv=02-(01-1)=-2

b) U-(V+w)=0,2-((1,-1+0-1)=02-0-2)=-
Q wW-v=0-1-0-1)=1

d) T-w=(0,2-0-1)=-2

e U-(Vv-2w)=(02-((1-1)-(0-2)=(02-(01,1)=2
fy —20-3V=(0,—-4)-(3,-3)=12

El producto escalar de dos vectores coincide con el producto de sus médulos.
;Qué puedes decir de los vectores?

u-v=Uu|-|vV]-cosa

Para que el producto escalar de dos vectores coincida con el producto

de sus médulos, tiene que verificarse que cos a = 1. Por tanto, los vectores
deben tener igual direccién y sentido.

Halla el producto escalar de los vectores i = (3, 2) y V = (4, —6). ;Qué deduces
del resultado?

U-V=0032-@ -6)=12-12=0.El producto de vectores no nulos puede ser cero.

Calcula el angulo que forman estos vectores expresados en coordenadas.

a) u=(,-3) vV=(23) b) U=(-1,2) vV=(423)
u-v -7
a) cosa= = =—0,61— o =127°52"29,9"
|T]- V| 10413
b) cos o =——Y 2 018> o= 79 41 42,55"

u
7| 17| 5V

Encuentra tres vectores perpendiculares y otros tres paralelos a los siguientes

vectores.

a) @=(1,1) b) b =(3,2) 0 cT=(01 d) d =(1,—5)

Respuesta abierta.
a) a=(0,1)
Vectores paralelos: (2, 2), (3,3)y (4, 4)
Vectores perpendiculares: (—1, 1), (—=2,2) y (=3, 3)
b) b=(3,2)
Vectores paralelos: (6, 4), (9,6) y (12, 8)
Vectores perpendiculares: (2, —3), (4, —6) y (6, —9)
o c=(01)
Vectores paralelos: (0, 2), (0, 3) y (0, 4)
Vectores perpendiculares: (1, 0), (2,0) y (3, 0)
d) d =(1,-5)
Vectores paralelos: (2, —10), (3, —15) y (4, —20)
Vectores perpendiculares: (5, 1), (10,2) y (15, 3)
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016 | Calcula el perimetro de un triangulo cuyos vértices estan situados
en los puntos A(1, 2), B(3,2) y C(—1, 3).

Calculamos los vectores A_E BC y CA:
AB =(2,0),BC = (—4,1)yCA= (2, 1)
Hallamos el médulo de los vectores:
|AB| =22+ 0% =2

|BC| =N (=4 + 7 =17

|CA| =2+ (=17 =5

El perimetro mide:

2+17 ++5 =836u

017 | Dados A(—2, 3) y B(1, —2), halla el punto medio de ABy los simétricos de A respecto
de By de Brespecto de A.

Llamamos M al punto medio de Ay B.

M_[—2+1’ 3—2]_[—11}
2 2 2" 2

Llamamos A'(x, y) al punto simétrico de A respecto de B.

—24x 3
<1,—2)[ + ,H]%(X,y)(4,—7)
2 2
Llamamos B'(x’, ') al punto simétrico de B respecto de A.
T+x =24y -
<2,3>:[ +2 sk = 58

018 | Escribe las ecuaciones vectorial y paramétricas de la recta que pasa por los puntos
A(7,3)y B2, 2).

AB=(=5-1)

Ecuacion vectorial:

OP = OA + tAB — (x,y) = (7,3) + t(—5, —1)
Ecuaciones parameétricas:

x=7-—5¢t
y=3—-t

019 | Halla las ecuaciones paramétricas de la recta cuyo vector director es V.= (—1, 0)
y pasa por el punto A(3, 2).

X=3-—t1
y=2
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020 | Calcula las ecuaciones vectorial y paramétricas de las rectas bisectrices

021

022

023

SOLUCIONARIO

de los cuadrantes.

Bisectriz del primer cuadrante.
Ecuacion vectorial:
Xy =101,1)

Ecuaciones paramétricas:

X =t

y=t

Bisectriz del segundo cuadrante.

Ecuacién vectorial:
0, y) =11, =1)

Ecuaciones paramétricas:

X =t
y=-t

Dos rectas, ry s, ;pueden tener el mismo vector director? ;Qué relacion habra

entre ellas?

Dos rectas pueden tener el mismo vector director. Cuando dos rectas tienen

el mismo vector director, son paralelas o coincidentes.

Halla la ecuacion continua de la recta que pasa por A(2, —1) y tiene la direccion

del vector d = (2, —1). Averigua si el punto P(3, 1) estd en la recta.

Calculamos la ecuacion continua de la recta:
x=2 _ y—(=1)
2 —1
Comprobamos si el punto P cumple las ecuaciones de la recta:
3-2 1 1—(=1)

2 2 -1

Luego el punto P no pertenece a la recta.

=-2

Obtén la ecuacién general de la recta que pasa por A(1, —1) y B(0, 2).

Calcula también un vector perpendicular a su vector director.

Calculamos el vector director: AB = (—1,3)

Obtenemos la ecuaciéon general:

A=3 B=1 C==3-14+(=N-(=1)==-2
3X+y—2=0

Un vector perpendicular a AB es (—3, —1).
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024 | Halla las ecuaciones explicita y punto-pendiente de la recta que pasa por A(3, —3)
y por el origen de coordenadas.

Calculamos la ecuacion explicita de la recta:

y:mx+nm>73=m~3+n
0,0
y:mx+n¥0:m~0+n

-y =X

Para determinar la ecuacion punto-pendiente hallamos un vector director:

—

OA =(3,-3)
Calculamos la pendiente:
m= = =—1
3
Tomamos el punto O(0, 0):

y—0=—1(x—0)

025 | Calcula la recta que pasa por el punto A(2, 7) y forma con el eje de abscisas un dngulo
de 60°. Explica como lo haces.

Calculamos la pendiente:tg 60° =m — m = J3

Hallamos la ecuaciéon punto-pendiente: y —7 = \/g( -2

026 | Halla los valores de By C para que las rectas r y s sean paralelas.

rr 3x+By+5=0 ssx+2y+C=0

Para que las rectas sean paralelas se tiene que cumplir que:
A B C
+

Al
El

5 iiieCii
1 C 3

I
\
\
o}
I

1

027 | Estudia la posicién relativa de dos rectas que tienen vectores directores
no proporcionales. ;Qué condicion han de verificar para que las rectas
sean perpendiculares?

Si'los vectores directores no son proporcionales, las rectas son secantes.

Sead = (d,, d,) el vector director de larectar,y sea ¢ = (¢, ¢,) el vector director
delarectas.

Las rectas son perpendiculares si el producto escalar de los vectores es cero.

d-c+d-=0>d-¢,=—d,- ;> C = (—dy dy)
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028 | Halla la distancia entre el punto P(2, —1) y la recta r, cuya ecuacién es:

- x—1 _ 2—y
3 2
Expresamos la recta en forma general:
P X 27 g3y —8=0
3 2
aP ) = | AXo + By, + Cl _ [2.243-(=1)-8]| __7 _N13 y

JA 1B J27 4+ 32 J13 13

029 | Calcula la distancia que separa esta recta del origen de coordenadas.

x=3—t
y=242t
Expresamos la recta en forma general:
X=3—t y=2
- —Xx+3= — —2X — 8=0
y:2+2t} X+ 5 v+
d(Plr):|AXO+ByO+C|:|—2-O—1<O+8|: 8 :&Eu

JA 1B 224 (=) Js 5

030 a”a Ia diStanCia entre estas rectas.
X 1 =2
y . x =2t }

r—= :
2 5 y =345t

Calculamos el vector director de la recta r: U; = (2, 5)
Hallamos el vector director de la recta s: U; = (2, 5)

Tomamos un punto de la rectar, A(0, 1), y vemos si pertenece a s:

t=20
0=2t
: - 21— A
51:S+St} r:—z #s

Expresamos la recta, s, en forma general:

TN SUN. S St BNV Vg
y =345t 2 5
Las rectas son paralelas, y calculamos la distancia de A a s:
A ) — |Axo+8y0+Cl _15-0-2 1+6| 4 429 J

JA 4B Jo+2 v 29

031 | Calcula el angulo que forman las rectas.

L X=2 Y+ o x=1-2t
-3 3 Ty=-3+t
lda+d-ol _ 3:(=2+3-11 3 10

cos v =

JE+d Jata J32+32~J( »+r 30 10

— o =71°33'54,18"
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032 | Alavista de la siguiente figura, realiza las operaciones

| Jolke)

indicadas.

a) AB+BI f) AB+ 2DC

b) BC —EF g) BF —IE

) IH +2BC h) 2AI + 2CD
d) AB+JF +DC i) AE —AC

e) HG +2CJ +2CB j) 2IE +IB —BC
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SOLUCIONARIO 5

(.)g,} Haz las siguientes operaciones.
T a) U+V
> b) 2v+u—w
v Q) 2W—U+3V
\'w d v—-2u—w
\ e) 2U+w
a)
|
\
\
b) L@
WX
)
\
\ \
1A .
o} L
|
i\
\
\
Bl
|
\ 2w — 7437
|
|
\
d)
| W NG
\ -
\
e)
AN \
[IHRNEEA
\ 20 +w \\ \

209



210

Geometria analitica

034

®0C

035
L JoRel

036

®0T

Expresa los vectores AC, AF, EB, AE y FC de lafigura ‘
como combinacion lineal de los vectores AB'y BC.
AC = AB + BC ‘
AF= —AB + BC
EB = 2AB — 2BC F A
AE = —AB + 2BC
FC = 2AB

Comprueba que los vectores " y V de la figura forman una base.

|

<

Dibuja los vectores con coordenadas en esa base.
a) 2,1) b)) G -1 9 (=23)

Como los vectores tienen distinta direccion, forman una base.

a) L b) o}
u i\ /I
/ II /
/
/ /
v
Razona qué pares de vectores forman una base.
a) U=(2,-3)yv=_(54) b) U=(0,-2)yv=(41)

a) Los vectores Uy V' son linealmente independientes, puesto que no son
proporcionales.

2
2, =3)=1t54 > > L5 Noson proporcionales.
t=——
4

b) De forma analoga, tenemos que:

t =
0-2=t41)—> 2} — No son proporcionales.



SOLUCIONARIO

037 | Si, respecto de una base, los vectores T y Vson ' = (2, —=3) yV = (5, 4),
°®° | halla las coordenadas de los siguientes vectores

a) 2U+Vv o —u+2v e) =30 —V
b) 50+ 2V d) 27+%V f) —

a U+V=4-6+054=

© -2
b) 504 2v'= (10, —15) 4 (10,8) = (20, =7)
Q —U+2V=(-23)+(10,8=(811)
d) 20+ % V=4 -6+ 252 =65-4)

e) =307 —V=(=69+(=5-4)=(-11,5)
f _1m27_[_1, 3]+[10,8]_[7/ 25]
2 3 2 33 3.6
03§ Calcula Xy ppara que los vectores ' = (5, 1),V = (—1,4) y w= (13, 11) verifiquen
T queNT 4+ W =w
NG, 1) 4 (=1, 4) = (13, 11)
e5x_“:13}ﬂsm—m—uzwau:z—mﬂ

N+ 4 =11

039 Halla el médulo de Jos vectores a, B)
°®" | dados @ = (—3,4),b = (-5, —12)yT = (3,

|a| = \/ 3 +42 =5 T+b=(—8—8)

15| = (=127 =13 |T+b| =87+ (—87 =128 =82
7] =32+ (=12 =10 26 — T =(=10,-24) + (=3,1) = (=13, -23)
|26 — | = (=132 +(—23)* = /698

040 | Siu=(3,1)yv=(2 —1),calcula.

eeC

a) u-v b) u-2v Q) U +3V)-v d v-Uu—Vv)
a) U-v=@E10-02-1"=6-1=5
by T-2v=031-4-2=12-2=10
Q QUA3IV)-V=(62+6-3)-2-1=012,-1)-2,-1)=244+1=25
d T-@-V)=@D-GBN+(=21)=61-0,2)=3+2=5

041 | Dados los puntos A(3, 7), B4, 9), C(—4, 3) y D(4, 9), json paralelos
®®° | los vectores ABy CD?

AB=1(,2)
D =86

8 6
No son paralelos, porque: T #* —

2
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042 | Calculaelvalordetparaqued -v=7,sid=(—1,2)yv=_3,1.
[“Xeke] s
Halla el médulo de los dos vectores.

u-v=7

(71 2)-3,H)=7—> 3+2t_7—>t_5
=J(=1)7+2 =

[V :\/324-52:\/34

043 | Sig=(a,b),V=(c

L2 2e)

a) U4+v=Vv u+v U-U+20-V+vV-v
b) u-(V+w)=Uu-V+Uu-w d @+V)-—-V)=u-0—-V-V

+
b+ (cd)=@+cb+d)=(c+ad+b=I(d+@b=v+T

a) UT+V=I(q,
b) T-(V+w)=1(a,b)-(c,d)+ (e f)=(ab) - (c+ed+f)=ac+ae+ bd+ bf
U-V+u-w=1(ab)(cd+b)-(ef)=ac+ bd+ ae+ bf
v =(ab)+(cd)-(ab) +(d)=

ob+d)-la+cb+d) =ad ++2ac+ b+ d + 2bd
U-U+20-V+V-V=I(ab) (ab)+(2a,2b)-(c,d) + (cd) -(d =
=+ b*+2ac+2bd + ¢ + &

d) T+V)-@T—-V)=(ab)+(d)- (ab)—(d)=
=@+cb+d)-la-—cb—d)=a*-+b—d*

T-T—V-V=(b ab—-Cd- -cd=a+b—-——d

S
+,\

044 | Decide si los siguientes vectores son perpendiculares o paralelos.
°Yeolo) — —-
a) @ =(=2,4yb=@32) b) € =4 -3)yd =(6,8)
-2 4
a — #F—
3 2
No son paralelos.
T-b=(-24-32=-6+8+#0
No son perpendiculares.
4 _
Dt
6 8
No son paralelos.
T-d=04-368=24-24=0
Son perpendiculares.

045 Encuentra un vector U = (a, b) que es perpendicularaVv = (3, 5) y cuyo médulo

sea |U| =2+/34.

17~7:(a,b)-(S,S):S(H—Sb:O—)a:—%
|T|= [ 5:]+b2_2f—> =136 340" =1224 > b=+/36 = 46
Sib=6—->a=-10 Sib=—-6—a=10
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046 | Dado el vector p = (6, 2), obtén un vector g con médulo V89 ytalquep -qg=14.

| Jeolke)

P -Gd=(672-(ab=6a+2b=14—>b=7—3a

4
|G|=Na@+(7 30 =89 - 100 —420—40=0—{"7 "5
4 47 % =>
Sia=——->b=—
5 5

Sia=5—b=-8

047 | Hallamy n para que los vectores U= (3,m)yV =(n, —1) sean perpendiculares
" | y se verifique que | 77| =5.

[T =V3¥4+m =5-594+4m =255>m==4

Sim=4:

4
(3/4)(n/71)zo—)3n7420—)n:§
Sim= —4:

(3,—4)~(n,—]):043n+4:09n:—g

048 | Calculamparaquev=(7,=2)yw = (m, 6):

a) Sean perpendiculares.
b) Sean paralelos.
¢) Tengan el mismo mdédulo.

12
a) (7,2)~(m,6):7m+12:0%m:77
) L= =2 5m=—2
m 6

O |V =72+ (=2 =53
7| = Jm* 1 6

53=m’4+36—->m=+17

049 | Dadosa = (6, —2) yl_J) = (16, 12), calcula el valor de m para que los vectores
L X B —

—

T=mad +b yV=ma —b sean perpendiculares. ;Hay una solucién Unica?
U=m6, —2)+(16,12) = (16 +6m, 12 — 2m)
V=m6 —-2)—(16,12) = (=16 +6m, —12 — 2m)
Para que los vectores sean perpendiculares, su producto escalar debe ser cero.
(16 4+6m,12 —2m) - (=16 + 6m, =12 — 2m) = 36m’ — 256 +4m’ — 144 =0

—>m=i\/ﬁ

La solucién no es Unica.
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—

050 | ;Podrias conseguw unvectora talqued -b =5, siendo b=(@21), y que sea
- | perpendicularac = (2, 6)?

a-b=5-(@b)-2,1)=5—=2a+b=>5
a-c=0-(ab) -2,6=0-32a+6b=0

Resolvemos el sistema:
a=3,b=-—1

¢®¢

051 | Considera que A, B, Cy D son los vértices de un cuadrado de lado 1 cm.
““% | Calcula los siguientes productos escalares.

a) AB-BC b) AC -DB o) AD -CB d) AC -CB

Tomamos el punto A como origen, por lo que obtenemos las siguientes
coordenadas: A(0, 0), B(1,0), C(1, 1) y D(O, 1)

a) AB=(1,0,BC=(0,1)

(1,00-(0,1)=0

b) AC =(1,1),DB =(1,-1)
(1L,1)-(0,=1)=1-1=0

¢ AD=(0,1),C8 =(0—1)
0,1)-(0,=1)=—1

d) AC=(1,1),CB=(0—-1)
(1,1)-(0,—=1) = —1

052 Por una traslacion, el punto (1, —3) se transforma en (3, 7). ;Cudl es la imagen
del punto (—2, 5) por la misma traslacién? ;Y la imagen de (4, —6)?

Calculamos el vector de la traslacion:
A(1,-3),B(3,7)

AB =(2,10)

Hallamos la imagen de (-2, 5):
(—2,5)+ (2,100 =(0,15)
Determinamos la imagen de (4, —6):
(4, —6)+ (2,10) = (6,4)

053 | Halla el angulo que forman los vectores.

eCo

a) @=(—1,5yb =32 0 €=(—64)yf =(-9,6)
b) ©=(1,3) yd =(-1,v3) d) §=02 -5 yh=46)
b 7
a) cosa= — = =038 = o =67°37"1151"
|a|- 6] 26 V13
c.d 2
b) cosa= — = =05—->a =060
el 1d] Va4
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SOLUCIONARIO

C) cosa= f_, /8 =l-a=0
|- 171 52-vn7

d) cosa= g h_, —0,56 — o0 = 124° 30" 306"
lg-1hl FF

054 | Calcula m para que los vectores @ = (8, —6) y!_)) = (m, 3) formen
°““ | un angulo de 60°.

Cos6O°:a+b_,—>i:M—> m>+9 =16m—46
|a]- o] 2 10+m?+9
—>255m2—1.472m+2.1O7:O%m:ﬁi 4411
255
055 | Encuentra un vector a que forme un angulo de 30° con b= (3, —4)
[cXeke] —
ytalque |@ | =3 -|b].
cos30r=—20_ 3 _30=% 154503 —6a—8b
|7 |5 2 5345
Ja+b? =53 s a2 +b2=75
Resolvemos el sistema:
_15+5J3+8b 2
6a-8b=15+5V3] =6 — [1545V3+80) .
a+b’=75

5067 + 403 (V3 + )b+ 7543 —1.200 =0

—>b=-

3(V3+1) i\/u%—ﬂﬁ

5 50

056 | Calculaay b, silos vectores U = (a, 4) y vV = (b, 14) forman un angulo de 45°
[cX<Xe] —
y |T|=5.

cos45°=—4L YV %Q:MHS\/E—M/%Z—H% —2ab+112
|7 - V] 2 544b+1%

Ja*+16 =5

Resolvemos el sistema:

. 36(56\5—5) 9629 — 560\/—
SV2 4207 1392 =2ab+112] 4ess
Ja*+16 =5 ) 56f 9629 — 560f
- _
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057 | Halla el punto medio de los segmentos de extremos:

o a) A(3,5)yB(911) c) A(4,5vyB(7,1)
b) A(—3,1)yB(7, —4) d) A(—6, —1)y B(—9, —3)

Llamamos M al punto mediode Ay 8.

B M= 3+9,5+H](6,8)
2 2
b) M= 3+7']4]_[2'_3]
2 2 2
c)M=4+?5+q=Fﬁﬂ
202 2
@ m=[=6=2 —1—3]_[_151_2]
2 2 2

058 | Si el punto medio del segmento AB es M(3, 5), dado A(9, 7), calcula el punto B.
°““ | Luego obtén A con M(—1, 5)y B(4, —9).

Sea B(x, ).
9+«
= _
(3'5)_[9+x,7+y]ﬁ 2 | X
2 2 s_7ty| y=3
2
Sea Alx, ).
B 44+ x
_ - =6
<_1,5)_[4+X,9+y]% 2 | X
2 2 s_ 9ty y=19
2

059 | Halla las coordenadas del punto simétrico de P(—4, 2) respecto del punto Q(5, —1).
o0 Determina también el punto simétrico de A(3, —2) respecto de B(—3, 4).

Como P(—4, 2) es el punto medio de Q(5, —1) y Q'(x, ):

5+ x
S5+x —1+ 4= x=-13
(—4, 2)—[, y]—> -
2 2 ,_ly | y=s
2

Y como B(—3, 4) es el punto medio de A3, —2) y A'(x, y):

3= 3+ x
_ - =-9
(_3'4)_[3”’2”]% 2 |
2 2 4_—2+y y =10
2
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SOLUCIONARIO

SiA(3,1),B(5,7)y C(6,4) son tres vértices consecutivos de un paralelogramo,
;cudl es el cuarto vértice?

Calculamos el punto medio del segmento AC:

M_[3+6' 1+4]_[9’5
2 2 2 2

El cuarto vértice, D(x, y), es simétrico de B respecto de M.

9 5 5+x 74+x x=4
— == X -
22 2 2 y=-2

Dos vértices consecutivos de un hexagono regular centrado en el origen
de coordenadas son (4,0) y (2, 2\/§) Calcula las coordenadas de
los demas vértices.

Calculamos los vértices A'(a, b) y B'(c, d), que son simétricos de Ay B respecto de O.

a=—4 a=-2

- 0,00=(2+a 23 +b] -
00=(+a0+b—>]~ } 00=(2+ +b) : _2ﬁ}
El vértice C se obtiene con una traslacién con origen en By vector (—4, 0):
C=(22V3)+ (40 =(-22v3)

El vértice C' se obtiene con una traslacion con origen en B"y vector (4, 0):

C'=(-2-2v3)+10=(2-2V3)

Tres vértices consecutivos de un hexagono regular son (0, 0), (2,0) y (3, \/g)
Halla los otros vértices.

Sabemos que A(0, 0), B(2,0) y C(B, \/g)

Calculamos el vértice D, con una traslacion con origen en Cy vector gufa(—L \/g)
D=(33)+(=1,v3)=(2 23)

Hallamos el vértice £, con una traslacién con origen en D'y vector gufa (—2, 0):
F=(22v3)+(=2,0=(0,2V3)

Determinamos el vértice F, con una traslacién con origen en £

yvectorguia(q, 7\/§>:

F=(02v3)+(=1, —/3)=(=1,43)

Calcula las coordenadas de los puntos que dividen el segmento de extremos
A(5, —1) y B(17, 8) en tres partes iguales.

Calculamos el vector AB: AB = (12,9

. o 1 . )
El primer punto estaré situado a g de distancia de uno de los extremos

2
del segmento, y el segundo, a 3 de distancia.
P, :A—f—%A_E: G -D+—0129=02

(12,99=(13,5)

Wl W=

PQ:A+§TB=<5,—1>+
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064 | Determina el valor de g, sabiendo que la distancia entre Q(—6, 2) y P(a, 7) es 13.
°2° | Escribe también las coordenadas y el médulo del vector PQ.

\/(—6—0)24—(2—7)2 =13—>5+36+120+a’+25 =13

—_18
Sa+12a—108=0— "
a,=6

Calculamos las dos soluciones:

PO = (—12, —5)
PO = (12, —5)
|PO|=13

065 | Demuestra que el triangulo de vértices A(3, 1), B(9, —1) y C(5, —5) es isOsceles.
(Es equilatero? ;Cuales son sus lados iguales? Calcula su area.
Hallamos los vectores formados por los vértices del tridngulo:
AB = (6,—2),BC = (—4,—4)y AC= (2, —6)
Calculamos los médulos de los vectores:
|AB| =36 +4 =40 u
1BC| =~16+16 =32 u
|AC| =4 +36 =40 u
Como el tridngulo tiene dos lados iguales, ABy AC, es un tridngulo isdsceles.

Para hallar el drea calculamos la altura, h, sobre el lado BC aplicando el teorema
de Pitdgoras:

/ =J40-8 =32 u
i 6 u

= = =1
2

066 | Determina si el tridngulo de vértices A(12, 10), B(20, 16) y C(8, 32) es rectangulo.

sec
Calculamos los vectores formados por los vértices del tridngulo:
AB = (8,6),BC=(—12,16)y AC = (—4,22)
Hallamos los modulos de los vectores:
|AB| =64 +36 =10u
|BC| = /144 + 256 = /400 =20 u
|AC| =16 + 484 = /500 u
Siel tridngulo es rectangulo, debe verificar el teorema de Pitdgoras.
|AC|2 |AB|2+ |BC|2
10?7 + 207 = 500
Luego el tridngulo es rectangulo.
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067 | Halla la longitud de la mediana que parte de A en el triangulo c
°®° | de vértices A(—1, 4), B(6, 5) y C(10, —3). ;Coincide la mediana
con la altura en este caso? Justificalo.
Calculamos el punto medio, M, del segmento CB:
6+10 5-3
M= , —— =81
[e419,223) A :

Para hallar la longitud de la mediana, determinamos el modulo del vector AM:
AM =(9,-3)  |AM|=+/81+9 =90

Para que la mediana, AM, coincida con la altura sobre el lado CB, los lados ACy AB
deben seriguales.

AC=(11,-7) AB=(7,1)

|AC| =121+ 49 =170 |AB] =49 +1 =50

Luego la mediana no coincide con la altura.

068 | Halla los vértices de un cuadrado si dos de esos vértices no consecutivos
°®” 1son(3,1)y (9, =7).
AB3,1),C(9, —7),Bla,b)y D(c,d)
Calculamos la longitud de la diagonal formada por los vértices dados:
IDl=JO =3 +(=7—17 =36+ 64 =10
Hallamos la longitud de los lados, 1: 100 = 21> — [ = Js0
La longitud de los vectores AB, CB, CD yA_5 debe serigual a la longitud del lado.

J50 =J@=37+(b -1 ->50=a"—6a+9+b>—2b+1
V50 =J(@— 97+ (b+7)? — 50 = a®>—18a + 81+ b% +14b + 49
V50 = Jc— 92 +(d+77 = 50=c*—18c + 81+ d? +14d + 49
V50 =\(c=3+d =17 ->50=c"—6c+9+d —2d+1

Resolvemos el sistema: B(2, —6) y D(10, 0)

069 | Los vértices de un triangulo son (-7, 3), (1, 1) y (—1, —5). Halla los puntos medios
‘ de sus lados. Comprueba que el tridngulo que determinan tiene los lados paralelos
al primero y que la medida de sus lados es la mitad.

Calculamos el punto medio, C', del lado AB, siendo A(—7,3) y B(1,1): C'= (-3, 2)
Hallamos el punto medio, B, del lado AC, siendo A(—7, 3) y C(—1, =5): B'= (=4, —1)
Determinamos el punto medio, A’, del lado CB, siendo B(1, 1) y C(—1, =5): A"= (0, —2)
Calculamos los vectores formados por los vértices de los tridngulos:

AB = (8,—2),AC= (6,—8)y BC = (—2, —6)

AB = (—4,1),AC= (=3,4) yBC'=(1,3)

Como las coordenadas son proporcionales, los lados son paralelos.

Determinamos la longitud de los lados:

|AB| =64 +4 =68 =217 \AB | =16+1 =17

|AC| =36 +64 =10 |AC| =9+16 =5
|BC| =4 +36 =40 =210 16T =149 =10
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070 | Dados los puntos A(3, 0) y B(—3, 0), obtén un punto C sobre el eje de ordenadas,
de modo que el tridngulo que describan sea equilatero. ;Hay una solucién Unica?
Halla el area de los tridngulos que resultan.

Los vectores formados por los vértices deben tener la misma longitud.
SiC(0, 0):

|CA| =9+ |CB| =9+’ |AB| =6

6=vo+c2 >c=+27

Los puntos pedidos son: CW(O, 3\/§) y CZ(O, ,3\/§)

Calculamos el drea de los triangulos:

:M:Lé\/g =93¢

2

A

071 | ;Qué condiciones tienen que cumplir los vectores 'y V para que (0 + V) - (7 —V) = 0?
o Con este resultado demuestra que si un paralelogramo tiene las diagonales
perpendiculares, solo puede ser un cuadrado o un rombo.
U=(ab V=I(d
a@+cb+d-a—cb—d)=0=ad -+ —-d=0-a+b=+d
- 7] = V]
Si "y V son los lados de un paralelogramo, U+ V'y U— V son sus diagonales.

Por tanto, si las diagonales son perpendiculares, los médulos miden lo mismo,
por lo que solo puede ser un cuadrado o un rombo.

072 | El lado mayor de este triangulo es un didmetro
“®® | delacircunferencia.

Expresa el vector AC como combinacién lineal

deu ydeV. ¢ B
Realiza el producto escalar AB - AC y simplifica
todo lo posible. ;Qué resultado obtienes? A

AC=T-V  AB=0U+7V
Los modulos de Uy V' son iguales, ya que son radios de la circunferencia.
AB-AC=([T-7V)-@+V)=|T]*— |V]*=0

073 | Escribe las ecuaciones vectorial y paramétricas de las rectas que cumplen
°9° | estas condiciones.

a) Pasa por los puntos (—3, 1) y (5, 3).

b) Pasa por el punto P(3, —4) y su vector director es vV = (—2, 7).

c) Suecuacion explicitaesy = —3x + 4.

a) Calculamos el vector director: (8, 2)
Ecuacion vectorial = (x, y) = (5, 3) + (8, 2)

X:5+8r}

E ion ramétricas —
cuaciones paramétricas =342
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b) Ecuacion vectorial = (x,y) = (3, —4) + t(—2,7)

X=3-=2t }

Ecuaciones paramétricas —
P y=—4+7t

c) Hallamos dos puntos de la recta: A(0, 4) y B(1, 1)
Calculamos el vector director: AB = (1, —3)
Ecuacion vectorial = (x, y) = (1, 1) + t(1, —=3)

Ecuaciones paramétricas — x=1+t
P y=1-3t

074 | Expresa la ecuacién continua de la recta que:

| Jeolke)

a) Pasa por los puntos (8,3) y (1, 5).
b) Pasa por el punto P(—2, 5) y tiene como vector director V.= (3, —4).
¢) Suecuacion generales —2x+y+7=0.

a) Calculamos el vector director: (=7, 2)
x—8 y-—3
—7 2
b) Ecuacién continua — XTH —y=
—4
¢) Hallamos dos puntos de la recta: A(0, —7) y B(1, —5)

Ecuacion continua —

Calculamos el vector director: AB = (1,2)

Ecuaciéon continua e% = yT—H

075 | Escribe la ecuacién explicita de la recta que:

eCo

a) Pasa por los puntos (—3,5)y (3, —1).
b) Pasa por el punto P(—1, 0) y tiene como vector director vV = (—3, —2).

c) Suecuacion continua es X - y7—3
—2 5
(=39
Q) y=mx+n——>5=-3m+n
B -1
y=mx+n—> —1=3m+n
Resolviendo el sistema obtenemos:m=—-1yn=2—y=—x+2

b) Calculamos la pendiente:m = %
El punto P(—1, 0) debe cumplir la ecuacion de la recta.
2 2 2
y=—x4+n—->0=——+n—->n=—
3 3 3

Por tanto, la ecuacién explicita de la recta es:

y—gx_i_g
3 3
o} L:)/7_3%5)(:—2)/+6—>y:—£x+3
-2 5 2
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076 | Comprueba silos puntos A(—3, 2) y B(5, —1) estan en las rectas.

®00
—3_ 5x —3
a =3 zx} b) y= X3 0 5x—2y+19=0 d) X:4:yT+7

y=3+4x

x=3
a) 73:372>\}_>

2=344xn | Ta=—!

4
El punto (—3, 2) no pertenece a la recta.

5=3-2 |  x=-1
—1=34+4] "x=-

El punto (5, —1) pertenece a la recta.
b)27ﬁ;15_3

El punto (-3, 2) no pertenece a la recta.
25-3

—1#

El punto (5, —1) no pertenece a la recta.
o —15—-4+4+19=0
El punto (—3, 2) pertenece a la recta.
254+2419#0
El punto (5, —1) no pertenece a la recta.
344 247

5 T

El punto (—3, 2) no pertenece a la recta.

544 —147

3 2

— El punto (5, —1) pertenece a la recta.

077 | Expresa en forma vectorial, paramétrica y continua la ecuacion de la recta que:

Yele!
'| —
a) Pasa por el punto (1, 3) y es paralela a la recta x+1 = 'Vif

b) Es paralelaalarecta 5x —2y + 12 = 0y pasa por el punto (—2, 5).

a) Vector director de la recta: (2, —4)
Ecuacion vectorial = (x, y) = (1, 3) + t(2, —4)

E ion ramétri —>X:H_2r

cuaciones parameétricas y=3— 4
., . x—1 y—3
Ecuacion continua » —— = ——
2 —4

b) Vector director de la recta: (2, 5)
Ecuacién vectorial — (x, y) = (=2, 5) + t(2, 5)

Ecuaciones paramétricas — X=—2+2
uaci p i Y =545t
Ecuacion continua — X+2 _y=>
5
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078 | Expresa en forma explicita la recta que:

Yels!
a) Pasa por el punto (0, —1) y es paralela a la recta X=2+ 3)\}.

/ y=—4
X—=3 _ L1 y pasa por el punto (5, —2).

b) Es paralela alarecta

a) Vector director de la recta: (3, 0)
Pendiente:m =0
—1=0+n->n=-1
Ecuacion explicita = y = —1

b) Vector director de la recta: (4, —1)

Pendiente:m = 1
4
5 3
—2=——4+n—->n=—-—
4 4

- - 1 3
Ecuacion explicita > y = ——x — —
4" 4

079 | Escribe la ecuacion general de la recta que:

eco =—I=
a) Pasa porel punto (10, —2) y es paralelaala recta; - R 1 zix},
b) Esparalelaalarectay = 83 y pasa por el punto (4, 0).
a) Expresamos la recta en forma continua: al _3]0 = y74-22

Y la expresamos en forma general: =2x +20 = =3y —6 - —2x+3y + 26 =0

b) Vector director de la recta: (1, 4)

Y

4

Y la expresamos en forma general: 4x — 16 =y —>4x—y — 16 =0

) X —4
Expresamos la recta en forma continua: =
1

080 | Escribe las ecuaciones vectorial y paramétricas de la recta.

[ Jele)
a) Pasa por el punto (0, —3) y es perpendicular a la recta X +32 = yT—H

b) Pasa por el punto (—5, 0) y es perpendicular a la recta —3x —2y + 7 = 0.

a) Un vector perpendiculara (—3,4) es (4, 3).
Ecuacion vectorial — (x, y) = (0, —3) + t(4, 3)

Ecuaciones paramétricas — X =4
P y=—3+3t

b) Calculamos el vector director de la recta:
A(1,2),B(=1,5) = AB = (—2,3)
Un vector perpendiculara (=2, 3) es (—3, —2)
Ecuacion vectorial = (x,y) = (=5,0) + (=3, =2)

' - x=-=5-3t
Ecuaciones paramétricas — y— -2t
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081 | Determina la ecuacion continua de la recta que cumple estas condiciones.
Yele!

a) Pasapor el punto (7, —1) y es perpendicular alarecta y = ﬂ

b) Pasa por el punto (—4, 4) y es perpendicularalarecta —2x+y + 7 =0.

a) Calculamos el vector director de la recta:
AB=(3,—1)
Un vector perpendiculara (3, —1) es (1, 3).
Expresamos la recta en forma continua:
X=7 _y4d
T3
b) Calculamos el vector director de la recta:
A0, —7), B(1, —=5) = AB = (1,2)
Un vector perpendiculara (1, 2) es (—2, 1).
Expresamos la recta en forma continua:
X+4_y-4
-2 1

082 | Halla la ecuacién explicita de la recta que:

| Jeolke)

a) Pasa por el punto (2, —5) y es perpendicular a la recta X ;_ 1_ _34 .

b) Pasa por el punto (—4, 8) y es perpendicular a larecta —2x 4+ 3y — 16 =0.
a) Calculamos el vector director de la recta: U, = (3, 2)
La pendiente de la recta es m = 3
Como pasa por el punto (2, —5): ’
—5:%~2—|—n—>ﬂ:—E

- 2 19
Laecuaciéndelarectaesy = —x — —

S
b) Calculamos el vector director de la recta: U, = (-2, 3)
3
La pendiente de larectaes m = ——.

Como pasa por el punto (—4, 8):

8=fi~(74)+n—>n:2
2
La ecuaciénde larectaes y = —%x + 2.

083 | Determina la ecuacion de una recta que pasa por los puntos (—1, —10) y (2, ¢),
°®" | sabiendo que su pendiente es 7. Expresa la recta en forma continua y general.

Hallamos el vector director: (3, ¢ + 10)

10
Como sabemos que la pendiente es: 7 = % -2l=c+10->c=11

u,=210
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084 | Determina el punto de la recta x=1 It 1, que dista 2 unidades del punto P(—2, 2).
o000 2 —

Expresamos la recta en forma paramétrica:

X =142t

y=-1-t

Los puntos de la recta son de la forma:

A +2t,—1—1)

SOLUCIONARIO

Expresamos la recta en forma continua:
x+1 y+10

3 21
Y la expresamos en forma general:

21x+21=3y+30=21x-3y—9=0

Calculamos los vectores que van de la recta al punto P:
AP=(-3-2,3+41

Veamos cudles de estos vectores tienen modulo 2.
2=(3-200+G+0? > 4=0+412+ 47+ 9+ 61+ 12

911
5
9+

5

6
=57 +18t+14=0—
5

Por tanto, los puntos son:

—18—2dm 9+W] ) —18+ 2411 9-J11
T 2 T

T+
5 5

AT+ T+ T+

5 5

085 | Estudia la posicion relativa que tienen estas rectas.

eCo

a) r:

b) r:

x=1—4X S_x=2+3u
y=3-2X Ty=7-2u
X =1—6X S,X=2+3M}
y=—-34+2X Cy=—p

a) U =(-4-2)

U,=3-2
Como los vectores no son proporcionales, las rectas son secantes.
U=(-6,2)
U=06-1
Como los vectores son proporcionales, las rectas son paralelas o coincidentes.
Veamos si el punto A,(1, —3), de la recta r, pertenece a la recta s.

1
i B
p=3

Las rectas son paralelas.
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086 | Decide qué posicion relativa tienen las rectas.
L Je}e]

®

a) r X —2 _ y+1 . xX+1 _ y+3
6 -2 -3 1

1 -2 1 3

b) r: x+1_y=—2 s: X+l _y+3
2 -3 2 -3

a) U,=6-2 U=(31

Como los vectores son proporcionales, las rectas son paralelas o coincidentes.

Veamos si el punto A2, —1), de la recta r, pertenece a la recta s.
241, =143
- ¢ - =

-3 1
Las rectas son paralelas.

b) 07=(2, -3) U,=(2,-3)
Como los vectores son iguales, las rectas son paralelas o coincidentes.
Veamos si el punto A(—1, 2), de la recta r, pertenece a la recta s.
—14+1 =243
+
2 -3
Las rectas son paralelas.

087 | Investiga qué posicion relativa tienen los siguientes pares de rectas.
®O0

a) r3x—5+9=0 s x+4y—3=0
b) r: 6x—4y+11=0 s: —9%+6y—1=0
o r4x—y+1=0 st 2x—3y+13=0

3 =5
a —# o — Las rectas son secantes.

b) %9 = o #* il — Las rectas son paralelas.
1

—4

4 -1
¢ — # —— — Las rectas son secantes.

088 | Discute la posicién relativa de estas rectas.

[ Jele)

a) r:y:6x_1 s:y:_3x+5
4 -2
b) r:y:6x+18 S:y:4x+12
9 6
a) Lapendientedelarectares:m,= % = %
La pendiente de larecta s es:m; = %

Como las pendientes son iguales, las rectas son paralelas o coincidentes.
Veamos si el punto A(1, —1), de la recta s, pertenece a larectar.

6—1
—1# —— — Las rectas son paralelas.
4
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b) La pendiente delarectares:m,=

La pendiente de larecta s es:m; =

o|s~ oo

Como las pendientes son iguales, las rectas son paralelas o coincidentes.

Veamos si el punto A0, 2), de la recta s, pertenece a la recta r.

60418

2 — Las rectas son coincidentes.

089 | ;En qué posicidn relativa estan estas parejas de rectas?
[eXeze)
x=—14+4X
ar
) y=3-2X }
b) r: y:5x+1 x+3 y—7
—2 2 —5

s x+2y—7=0

a) Expresamos la recta ren forma general:
1 -3
X: :y—2—>—2x—2:4y—12—>—zx—4y+wo:o

Las rectas son paralelas.

b) Expresamos las rectas en forma general:

ro =2y =>5x+1 s =5x—15=2y—-14
5x+2y+1=0 S5x+2y+1=0

Las rectas son coincidentes.

Q?O {Qué posicion relativa mantienen los siguientes pares de rectas?
o a) rpasapor(—3,4)ypor (8, —1).
s x—2y+15=0
b) rpasapor(—1,4)y por (2, —5).
o X*t2_y=7

—1 3
(=39

a) y=mx+n— 4=-3m+n

y=mx+n L, —1=8m+n

5 9

y:fﬁer? — 5x+ 11y — 29 = 0 — Las rectas son secantes.
b) ¥,=(3,-9

u=(-13)

Como los vectores son proporcionales, las rectas son paralelas o coincidentes.

Veamos si el punto A(—1,4), de la recta r, pertenece a la recta s.

—14+2 47 _—
re_4-7 — Las rectas son coincidentes.
—1 3
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091
Zo

092

eeC

093

| Jolke)

(En qué posicién relativa estan estas parejas de rectas?

. X = —6X
a) resperpendiculara3x —4y+11=0. s y=—34 8>\}
2x+3 X —3 1
b) resunarecta perpendicularay = * s — = = y+i

-5 2 5
a) Calculamos el vector director de la recta:
3
m=—-—@43)
4
Este vector es perpendicular al vector director de la recta s.
U,=(43) U, =(-6,8)
Las rectas ry s son perpendiculares.
b) Calculamos el vector director de la recta:
—2
m=——05 -2
5
Por tanto, un vector perpendicular a ella es vector director de la recta r.
U, =(5-2) U, =(2,5)
Las rectas ry s son perpendiculares.

Determina la ecuacion de la recta r, que es perpendicularas:3x —2y +1=0

y que pasa por el punto de coordenadas P(0, 2).

. 3
Hallamos el vector director de la recta:m = — — (2, 3)

Por tanto, un vector perpendicular a ella es vector director de la recta r.

U,=(-32
X = =3t
y=2+2
Calcula los puntos de corte, si es posible, de las parejas de rectas.
X=2+3X\
a) r 2x — 8=0 s:
) y+ y=7+>\}
by ry= —2Xt+7 sX—2 _y—-1
3 3 —2
o r x—1_y+3 $:3x+y+2=0
2 —6
@ X="1-3 G X=3 _y+7
y=5+8X 1 —4
x=1+X
e)ry= 6x+3 s: 3

a) 243N —-T7+N+8=0>244+6A—7—-X+8=0->x=—1
El punto de corte es P(—1, 6).

b) 3y =—2x+7 _)2X+3y:7
—x4+4=3y-3] T —x-3y=-7
Hay infinitos puntos de corte, y las rectas son coincidentes.



094

095

09

[SXeRel
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Q —6x+6=24+6 %—6x—2y:0 %3x+y:0
X+y+2=0 X+y=-2 X4 y=-2
No hay puntos de corte, y las rectas son paralelas.

—1-3\—3 _ 5+8\+7

d) 1 2 S I2N+16=8\+12 > X=—1
El punto de corte es P(2, —3).
o %—1—3)\:%)\4_3%34-@\:6)\—1—9
No tiene solucién, las rectas son paralelas.
Halla el valor que debe tomar k para que la recta X+1 = y=2
X=3-—X k 3
sea paralela a .
y =245\
Para que las rectas sean paralelas, los vectores directores deben ser proporcionales.
—1 5 5

Encuentra el valor de a para que la recta ax 4+ 3y — 7 = 0 sea paralela

x—1
a

=y+2.

Para que las rectas sean paralelas, los vectores directores deben ser proporcionales.

-3 a 3
—_— == ——
5 1 5

;Para qué valores de m son estas rectas perpendiculares?
rry=mx+6 s: 8 —5y+1=0

u,=(58)
Cualquier vector perpendicular es proporcional a (—8, 5).

) 5
Por tanto, la pendiente es:m = fg

Prueba que todas las rectas cuya ecuacién es del tipo y = ax + a pasan por el mismo

punto. Halla el punto y la recta de ese tipo que es paralela a: X =21-3Xx .
y=—14+2X

Hallamos el punto de corte:

y=ax+a

y=bx+b

Todas las rectas pasan por (—1, 0).

Como la recta es paralela a la recta dada, su vector director es (=3, 2).

}—>ax+a:bx+b—>(a—b)x:—(a—b)—>x:—1—>y:0

m=—-=
3

2 2
larectaes.y = ——X ——

3 3
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098 | Calcula la perpendicular trazada desde el punto Pa larectar.
[ X Je)
a) r 2x—5y+9=0 P4, —14)

=3-2)\
b) r: X P(4, —5
RISt
onrny= x =2 P2, —4)
a) U, =52

Un vector perpendiculara U, es (=2, 5).

Calculamos la perpendicular:

X =4—2X\
y=—1445X
b) 0, =(-23)

Un vector perpendiculara U es (3, 2).

Calculamos la perpendicular:

X =4+3X\
y =542\
9 u=063)

Un vector perpendicular a o, es (—3, 5).
Calculamos la perpendicular:

X =2-3\

y =—4+5\

09 Determina la recta paralela a r que pasa por el punto simétrico de P respecto

[SXeRel

" | delarectar.
a) rr2x—3y+10=0 P(4, —7)
= -2\
b) r: P4, 4
) y=2 _)\} (4,4)
3x —1
Qry= P(5, —9)
4
a) Calculamos la recta s, perpendicular a r, y que pasa por P:
. x—4 y+7
2 3

Hallamos el punto de corte de las rectas:
2X—3y+10=0 2—3y=-10] , x=-2
X—=12=-2y—14 X+2y=-2 y=2

(=2, 2) es el punto medio de Py su simétrico, P, respecto de r.

Calculamos P'(x, y):
(-2, 2)_[4+X,_7+y]—> X:_ﬂ

2 2 y=1
Larectaes: X =-8+3)
Ty =11421
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b) Calculamos la recta s, perpendicular a r, y que pasa por P:
A=Ay
1 —2
Hallamos el punto de corte de las rectas:
~N—4  2-N—4
T 22

(—4, 0) es el punto medio de Py su simétrico, P, respecto de r.

>AN=2

Calculamos P'(x, y):

(4 0) = [4+X 4+y] Lx= —12}
2 2 y=-4
larectaes: ¥ = T127 2
y=—4-X
¢) Calculamos la recta s, perpendicular a r, y que pasa por P:
. X= 5 y+9
=3 4
Hallamos el punto de corte de las rectas:
4y = 3x —1 _)—3x+4y:—1 _)X:—]
4x —20 = =3y — 27 4+ 3y = —7 y=-1

(=1, —1) es el punto medio de Py su simétrico, P', respecto de r.

Calculamos P'(x, y):

(1, -1 =| 22X P+ —>X:_7}
2 2 y=7

La rect X =—=7+4XN

aecaes.y:7+3>\

100 | Encuentra la ecuacién de la recta simétrica de r respecto de la recta s.
o0
x—4

a) rny= . s —X+2y+4=0 b) r: ;ig;;‘)\

} ss2x+y—7=0

a) U=0Q1u=@21

Las rectas son paralelas o coincidentes.

Elegimos un punto, P, de ry calculamos la distancia hasta s:
_ Ao +Bp+Cl _[-4+2-044]
T NS

Las rectas son coincidentes y, por tanto, la recta simétrica es la misma.

P(4,0) dP, s) 0

b) U= (-1,2,0;=(1,-2)

Como los vectores son proporcionales, las rectas son paralelas o coincidentes.
Elegimos un punto, P, de ry calculamos la distancia hasta s:
|A+Byo+Cl _12-241-3-7]

NN e

Las rectas son coincidentes y, por tanto, la recta simétrica es la misma.

P(2,3) dP, s) = 0
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101 | Determina el angulo que forman las rectas.

| Jolke)

a) r')(:2_3>\}5'x:2LL } g Xoy=4 o XF3_Y
4x +1
b) rr y=3x+2 y= 5 d) r: 20x—4y+1=0 s: —15x+3y+7=0

a) U,=3,2,0,=0223)
ld,-c,+d,- ol [3-2+2-3| 12
oS o0 = = = —
Jo+d - Jo+a Y3+ 24z 1
a=22°37"11,51"

b) ,=(1,3),U,=(-478)

|d1'C1+d2'C2| _ |7'(—4)+3'8|
oS o = = =
JE+d - Je+a  Jre3 -+ e
20 2
800 2
o= 45°
o U,=0206)u=(-12
ld-c+d-ol — l2-(=n+6-2]
oS o = = =
Jdi+di - Jat+a 246 42
100 1 W2
Joo V2 2
o= 45°
d) U;=(4,20),0,=(3,15)
ld,- e+ d, - 6l |4.3420-15] 312
cos o = = — 22
JE+d - Jara  Jero JFEis o 312
a=0°

102 | ;Qué angulo forman las rectas?
—6x —4

a) r:y:f st —4x+2y—1=0
b) r:x+1=y7_5 s:y:gx_8
2 3
y o XX A+2y—1=0
o r s —1=
r y =34 X + 2y
d) r )/:6)(—%_‘I 5;i=y7—i_1
-3 2 3
e) ri3x—y—3=0 s x+2 _ y
2 —4
X=2-X _
f) r } o X 4_yto
y=3 3 6
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U=03-6),0=024
_ ldrat+di-al 13-2+4(-6-4 18 _ 3
s o = = - - =
JE+d Ja+ra  JFre J2+4 3005
o= 53°7'4837"
u=0,2,0=03"9
ld,-c,+d, - ol [1-34+2.9] 21
S o = = = =
JE+d - Jat+a Jr+2 J3+9 Va0
72
152 10
a=287'4837"
Un=01),0=02-2
05 o — ld,-ci+d, - ol _ [1-241- (-2 -0
Ja+d - Je+a e P2y
a=90°
U,=(-306),0.=(23)
o5 o — ld - ci+d-cl |-3.2+6-3] 12 4V65
Jo+d Java Jey+22 e+ Jsss 65
o= 60°15'1843"
U=03),0=2 -4
s o — ld-ct+dicl 124341 _ 10 :ﬁ
Ja+d - Jat+a  P+3 244 Vo0 2
o =45°
U= (=1,0),0,=(3,6)
B |d1'Cw+dz'Cz| N |(—1)'3+O-6| 3 N5
S o = = =
JE+d Jara Jer+o - JEtee Va5 s
o= 63°26'582"

Encuentra el angulo que forman la recta que pasa por los puntos P(—1, 4) y Q(3, 8)

—3 2
yIarectaX =i.
8
PO = (4,4),T,= (2,8)
ld-a+d,-al |4-244 8] 40
S 0 =

o= 30°57"'49,52"

Joéi+di - Jaotra  Jaeta Jrrs V217

233



234

Geometria analitica

104 | Obtén la medida de los dngulos que forman las parejas de rectas.
Yele!
a) ry= =3 y s es la recta que pasa por (—1,6) y es paralelaa 4x + 2y + 7 = 0.
b) rx+3= ';yses la recta que pasa por (3, 8) y es paralela ax7—1:yT+9.
) X=6—
c) r:8x—2y —3=0ysesperpendicular a la recta y=—1+ 3)\} y pasa por (3, —2).
a) U,=024),0,=02 -4
_dia+dol 2244l 12 3
s o = = - L _=
Jdi+di Ja+a 2 Jar22 2005
a=53°7"48"
b) U,=0,2,0;=(24)
|d1'C1+dz'Cz| [1-242- 4] 10
cos o = = =—=
Joi+d - Jat+a P+ J24a 10
a = 0° — Las rectas son paralelas.
A U=0279
El vector U} debe ser perpendicular a (—1, 3); por tanto, puede ser i; = (3, 1).
o o — ld-c+d,-cl  12-34+8-11 14 77170
JE+d - Je+ra  Jr+e JF+r Jeso 170
a=57°31"43,71"
105 | Encuentra el valor de m para que y = mx — 1 forme un dngulo de 45°
0o
conXt2_y—-3
-3 6
U,=(=36),0=(,m)
Cos 45° — ld-a+d,al \/5_ [-3-14+6-ml|
Jai+ds -+ JE32+ 62 R+ m?
1
- >m=3m=—-——
3
106 | Obtén el valor que debe tener b para que la recta 3x + by + 6 = 0 forme un dngulo
con
de 60°conla rectay:ﬂ.
U= (- 31)_) (b, —3)
cos 60° — a+d, -6l 1 |=3-b+1-(=3)
«/d2+d2 Jata 2 Jiyir Joiiy
—18—15v/3 —18+15v/3
N = .m =
13 13
107 | Halla la distancia del punto P(4, —2) a las rectas.
[ Jeke)
X=2—-X x—1 y-=2 4x —5
a) —6x+8y—5=0 b)y:2+2>\} o 3 e d) y= 3




SOLUCIONARIO

JA+ B Jeor+g 100 2
b) Calculamos la ecuaciéon general de la recta:

—x+2:yT_2—>2x+y—6:O

ey etBotcl 12-4+1-2-6l _

VA’ + B V2247

¢) Hallamos la ecuacién general de la recta:

X—6=3y—6—-06x—3y=0—->2x—y=0

gp = etBorCl _12-4-1-al 0 o
JA+ B2 224 (=102 J5
d) Determinamos la ecuacion general de la recta:

3y=4x—-5—-—-4x+3y+5=0
Ao +Byo+Cl _ |=4-4+43-(=2+5] _ 17

—u
/A2+BZ /(_4)2+32 5

dp,n=

108 | Calcula la distancia del origen de coordenadas a la recta que pasa por (—3, 6)
L RORe) X_1 y_2
yesparalelaa —— = ~——.
—6 8
x+3 y—6
—6 8
Calculamos la ecuacion general de la recta:
8X+24=—6y+36—8+6y—12=0

_Iao+8n+cl _ls-0+6-0-12] _12 _6

JA + B J8? + 62 10

Determinamos la recta pedida:

dP, )

109 | ;Qué distancia hay entre los pares de rectas?
Yele!
Cx==142X .x:2+3>\} S —x —1

a) r.y:3+>\ } s —X+2y+5=0 C) r.y:_1_>\ = 3
b) oX+3 _y—=1 8 -—3
r 6 ssy= 2
a) U,=(2,1),u,=(—=2,—1). Los vectores son proporcionales. Un punto de r
esP(—1,3)
dir s) = 123
5

b) U, = (2,6), U, = (4, 8). Los vectores no son proporcionales; por tanto,
las rectas son secantes.

) U,=(3,-1),0,=(3,—1).Como los vectores son iguales, las rectas
son paralelas o coincidentes.
. —2—1
Tomamos un punto de la recta r, A(2, —1), y vemos si pertenece a s: — 1= .
3

Las rectas son coincidentes.
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110 | Calcula el valor de a para que la distancia del punto a la recta sea de 4 unidades.

r: 12x+5y—19=0 P(3,0a)

g 2:345a-190 o j0y 5]
Ji2 ¢ 5
a:7,a:fg
5

111 | Halla el valor de b para que la recta y el punto se encuentren a 5 unidades
°2% | de distancia.

Xx+1_y+3
b 3

r: P(—4,1)

Expresamos la recta en forma general:
3X+3=by+3b—>3x—by+3-3b=0
[3.(—4)—b-1+3—3bl

5— —5J9+b? =[—9—4b|
3%+ (-by’

9’ —72b+144=0—->b=4

112 | Determina a para que las dos rectas sean paralelas y halla, en ese caso,
| ladistancia que las separa.

=443\
X + } st 4x —3ay+6=0

" y=—14+ax

Expresamos la recta r en forma general:

x—4 y+1

3 - ax—4a=3y+3—>ax—3y—4a—-3=0
a

Para que las rectas sean paralelas se debe cumplir que:
a -3 —4a -3
- :ﬁ - =

—= —a=32
4 —3a 6
Tomamos un punto P(4, —1) de la recta r, y calculamos la distancia entre el punto
ylarectas.
Sta=2:
dp Mot BotCl la-4-6-(nel 28 1413
' N/ J47 + (-6 INERE
Sia= -2
dp = 1ot B+ Cl 14446 (D+6l _ 16 813

[42 1 B2 [42 4 62 _2\/§: 13

236



SOLUCIONARIO 5

113 | Encuentra la ecuacién de una recta paralela a X —;1 = yT—S y que se halla
[ Jexe] —

a 8 unidades de distancia de ella.

La recta tiene esta ecuacion general.
4x+3y+C=0
_l4-=n+3-54¢

8 — 40 =[11+C|
Jers
=29 C=-51
Las siguientes rectas cumplen las condiciones indicadas.
4x+3y+29=0
4x 43y —51=0

114 | Encuentra las ecuaciones, en las formas que se piden, de las siguientes rectas.
[ Jexe]

r en forma paramétrica. t en forma explicita.
s en forma continua. v en forma general.
Y
ANRNE ] A
\
N /*
N 7
N/
; N\, X
L4 .
- / .
~N
Cx=—=1+3X
Ty =2-2X\
-2 -2
[T A
2 —1
2,1
y=mx+n Sl —1=2m+n

3,2
y:mx+n¥>2:3m+n

Resolviendo el sistema, obtenemosm=3yn= —7.
ty=3x—-7

—4,—1
y:mx+n¥> —1=—4m+n

1,2
y:mx+n¥>2:m+ﬂ

! ! 3 7
Y resolviendo el sistema, obtenemos m = E yn=—.

5
3 7
v:yzgx+g—>—3x+5y—7zo

237



Geometria analitica

115 | Comprueba si estan alineados los puntos P(—1, 4), Q(3, 1) y R(11, —5).
"7 | En caso afirmativo, escribe la ecuacion de la recta que los contiene.
Calculamos los vectores formados por los puntos:
PQ = (4,-3)
PR =(12,-9)
Como los vectores son proporcionales, los puntos estan alineados.

Calculamos la ecuacion de la recta que los contiene:

. X =—=14+4x
Ty =4-3X\

116 | Verifica silos puntos (—4, —3), (1, 4) y (16, 23) estén alineados. En caso afirmativo,
"7 | escribe la ecuacion de la recta.

Llamamos a los puntos:

P(—4, —3)

Q1,4

R(16,23)

Calculamos los vectores formados por los puntos:

PO =57)

PR = (20, 26)

Como los vectores no son proporcionales, los puntos no estan alineados.

117 | Halla el &rea del tridngulo cuyos vértices son (2, 1), (4,3) y (6, —1).

Llamamos a los puntos:

P2, 1)

Q4,3)

R6, —1)

Calculamos las longitudes de los lados:
PO=022 PR=(4-2) QR=Q@ -4

POl =2 +2" =
PRl =¥+ =20
|QR| 22 2

Hallamos la altura sobre el lado desigual, utilizando el teorema de Pitdgoras:

_ J(@t[ﬂ _ g

Por tanto, el area es:

A:b;’:ﬁjﬁ:mﬂ

238



SOLUCIONARIO

118 | Las rectas que contienen los lados de un tridngulo son x +y —5=0,6x + 5y —24=0
°®° | y2x+y —8=0. Calcula sus vértices y su area.

Hallamos los puntos de corte de las rectas:

x+y—5=0 X=—y+5

—— 6(—y+5+55—-24=0—->-y+6=0
6 + 5y — 24 = 0 (—y + 5+ 5y y+
y=06x=—1

Las rectas se cortan en el punto P(—1, 6).
X+y—-5=0
KA+y—8=0
y=2,x=3

};‘”5 2A-y+5+y-8=0--y4+2=0

Las rectas se cortan en el punto Q(3, 2).
6x+5/—24=0
2X+y—-8=0

x=4,y=0— Lasrectas se cortan en el punto R(4, 0).

}ﬂ 6X +5(—2X+8) — 24 =0 —> —4x +16 = 0

Calculamos las longitudes de los lados:

PO =4, —4 - |PO| =4+ (4" =32
PR = (5,—6) — |PR| =5 + (—6) = /61
OF = (1,-2) > | Rl =7 + (=27 =5

Hallamos la altura, h, sobre el lado mayor:

(\/5)2=X2+h2 —>h=4\/a
(V5) =(el —x) +r 61
Por tanto, el &rea es:

461
b-h Joi - 61

2 2

u

A= =2u

x—6 y+3

119 | Larecta que pasa por el punto (2, 3) y es paralela a la recta p

forma un tridangulo con los ejes cartesianos. Calcula su area.

Calculamos la recta:

X =24+ 4N
y =3—06X

Determinamos el punto de corte con el eje X:
0:376X—>>\:%—>P(4,O)

Hallamos el punto de corte con el eje Y-
O:2+4>\—>>\:—%—>Q(O,6)

Como el tridngulo que se forma es rectdngulo, el drea es:
_b-h_ 6-4
2 2

A 12 u?
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120 | Tenemos un triangulo de vértices A(4, 9), B(11,10) y C(9, 4). C
°¢° | Comprueba que es un tridngulo isdsceles. Trazamos

una recta paralela al lado desigual, pasando por (7, 6),

y se forma un trapecio isosceles. Determina su area.

Comprobamos que el tridngulo es isdsceles:

|AB| =72+ 7 = ﬁ / \
1AC] = JSZTSZ - ’

|6C| = (~ F

Hallamos los puntos de corte de la recta r con los lados ABy AC.
3X—y—=15=0

X—7y+59=0 5°5
3X—y—15=0

x=Y SEG 6
X4+y—13=0

Obtenemos el punto medio, M, del segmento BC: M(10, 7)
Calculamos el punto de corte de r con el segmento AM:
3X—y—15=

x—y—15=0] (38 39
X+3y—31=0 5'5

Hallamos la longitud de la base menor y de la altura:

D—E’\/[ _42+[6_48]2 _ &0

5 5

e[S o] ] -2

5
Calculamos el area:

6310 | 4410
B+ b)h [\/ﬁ " ]

. - > > > sy
2 2

U’l_l

121 | Los puntos A(2, 2) y B(—10, —2) son los vértices correspondientes al lado desigual

[ X ke
de un tridngulo isdsceles. El otro lado esta sobre la recta X =1-6X .
y=1+2X

Determinalo y halla el drea del tridngulo.

Igualamos el modulo de los vectores que van de la recta hasta los puntos Ay B.

Ji—ex—2) +(1+22=2) = J(1—ex+10) + (1422 +2)
> A=1->-573)
Hallamos las longitudes de los lados: AB = (=12, —4),AC = (- 1)yB_C): (5,5)

|AB | = V(=127 + (—47 =160
IAC| =77+ 17 =50
|6C| =52+ 5 =+/50
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Determinamos la altura sobre el lado desigual, utilizando el teorema de Pitédgoras:
2
2
h= J(\/so) []260] =J10u
b-h 160 -N10
2 2

Por tanto, el 4rea es: A = 20 u?

122 | En un cuadrildtero ABCD hemos dibujado los puntos medios de sus lados, M, N, Py Q,
“?" | ylos hemos unido formando otro cuadrilatero. Determina las coordenadas
de los demas puntos si A(7, 9), M(5, 6), P(9, 6) y Q(12, 0).

Comprueba que se verifica la propiedad de que los puntos medios de los lados
de cualquier cuadrildtero son los vértices de un paralelogramo.

(5,6)[7—;)(, 9+y]—>8(3,3)
(12,0 = [HZX 9+y] D17, -9)
© 6 = [172” 9”] a2
N(x, y)—[g—zH, 3—;21]—”\/(2,12)

MN =(-3,6) QP =(=3,6) MQ=(-7,—6) NP =(—7,—6)

Por tanto, se forma un paralelogramo.

123 | Los puntos (0, —2), (1, 1), (5, 2) y (4, —1) son los vértices de un cuadrilatero.
°“ | Obtén las ecuaciones de sus diagonales y su longitud. Indica de qué tipo
de cuadrildtero se trata.

Llamamos a los puntos A0, —2), B(1, 1), C(5, 2) y D(4, —1).

Calculamos las ecuaciones de sus diagonales:

X _y+2 x—=1 _y—1

5 4 3 -2

|AC| =52+ 42 =41 |BD| =3’ + (=2 =13

— —

AB=(1,3) DC=(1,3) BC=@41) AD=@1)
Es un paralelogramo.
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124 | Calcula el centro de un paralelogramo del que conocemos tres vértices:
2% 1 (5,=1),(9,5)y (—1, —5). ¢Cuéntas soluciones tiene este problema? ;Por qué?
Haz un dibujo en el que se muestren todas las soluciones.

Llamamos a los puntos A(5, —1), B(9, 5) y C(—1, —5).
AB= (4,6)
Hacemos una traslacion con origen en Cy vector (4, 6), y obtenemos
un punto D, que forma un paralelogramo: D(3, 1)
Calculamos el centro del paralelogramo, £:
) = [9—1, 5—5] L E4.0)
2 2
Hacemos una traslacion con origen en Cy vector (—4, —6),
y obtenemos un punto D', que forma un paralelogramo: D'(—=5, —11)

Calculamos el centro del paralelogramo, £"
9-5 5-1
x, )=[ : ]—)E’(Z -3)
2 2
CB=(10,10)

Hacemos una traslacion con origen en Ay vector (10, 10),
y obtenemos un punto D", que forma un paralelogramo: D" = (15, 9)

Calculamos el centro del paralelogramo, £'"

15—-1 9-5
X N=|———|>F"02
2 2
Este problema tiene tres soluciones.
Y Y Y
3]
B
b
A X
£ S ;’
A X 2 A X
c C
Al

125 | Obtén la ecuacion de la mediatriz del segmento cuyos extremos son (1, 5) y (—3, —7).
®O 0

Llamamos a los puntos P(1, 5) y Q(—3, —7).
Calculamos el punto medio, M: M(—1, —1)
Hallamos el vector PO = (—4, —12).

Un vector normal a PQ es (—3, 1).

La ecuacién de la mediatriz es:

X+ 1 y+1

31
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SOLUCIONARIO

Un éngulo recto contiene su vértice en el punto A(3, 4)

y su bisectriz tiene por ecuaciéon 2x —y —2 =0.

Halla las ecuaciones de sus lados.
La bisectriz tiene por vector director (1, 2).
Escribimos la ecuacion punto-pendiente de los lados:
y—4=mix—3)—> —-mx+y—4+3m=0
Aplicamos la férmula del dngulo entre dos rectas:
cos 45° — |d1'C1+dz'Cz| \/5 |1'7+2'm|

= L N2
Jdi+di -+ 2 P22 P m?
1

> m=-3m=—
3

1
Las ecuaciones son:3x +y — 13 =0 —;X +y—-3=0

X=3+X }

Encuentraunar forme un angul °conlar
cuentra una recta que forme un angulo de 60° co aectay=_1+3>\

y que pase por el punto (—4, 2).

Aplicamos la formula del dngulo entre dos rectas:

cos 60° — |d1'Cw+dz'C2| i [1-143-m|

= — =
Jai+di - JG+a 2 NP3 P+’

—6—5V13 -
sy s,

Las ecuaciones son:y —2 =

Calcula el valor de k para que las tres rectas: 2x + 5y —1 =0, —x+ 2y + k=0
y 4x + 7y —5 = 0 se corten en el mismo punto. Determina las coordenadas
de dicho punto.

Hallamos las coordenadas del punto de corte:

A+5—1=0

-3, -1
4x+7y—5=0

342 (=) +k=0—>k=5

Obtén los angulos del tridngulo cuyos vértices son (3, —5), (1, 6) y (=3, 2).

Llamamos a los puntos A(3, —5), B(1,6) y C(—3, 2).
AB=(-211) AC=(-6,7) (B=44

cosa e T2 EOFNT] g oy
JE22 417 (-6 + 72
|—2-4+11-4]

cos 3= — (3 =55°18"1745"
Je2 1P o 4

180° — 30°17'47,21" — 55°18' 17,45" = 94° 23' 55,34"
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130 | Halla un punto de la recta 2x —y + 18 = 0 que equidiste de los puntos (3, —1) y (7, 3).

000
Despejamos y de la ecuacion de la recta:
y=2x+18
Los puntos de la recta son de la forma: (x, 2x + 18)
Como los puntos deben estar a la misma distancia de la recta, tenemos que:
Joo=37 + 2 +18— (1) = =77 +(x +18-37 - x =—4
2-(=4)+18=10

El punto es (—4, 10).

131 | Halla la ecuacion de una recta r que pase por los puntos (5, —4) y (3, 6) y, después,
°°¢ | la ecuacion de una recta s paralela a ry que esté a 8 unidades de distancia.

U=0=(-210)

X=5-—2X\ Xx—5 y+4
- =——>35%+y—-21=0
Y=74+1O>\} -2 10 Y

Calculamos los puntos que distan 5 unidades de la recta r:

_ | Ax + By, + Cl el [5-x+1-y—21] _)y:75x+2175\/26

VA + B V54T y=-=5+21+5v26

Tomamos los puntos (1, 16 — 5@) y (1, 16 + 5\/%)

dp,

Las rectas son:
x=1=2\
y_16—5\/£+1ox}
x=1=2X\
y—16+5@+1ox}

132 | Encuentra un punto en el eje de abscisas que esté a la misma distancia
[eXeRe)]
x+1 _y—4

del punto A(5, 4) que de larectar: 3

Escribimos la ecuacion general de la recta, r:
3Xx—4y+19=0
Tomamos un punto P(x, 0) del eje de abscisas:
[3x —4-049|
=
3+ (-4

(5—x7+16 x=2

El punto es (2, 0).
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133 | Dados los puntos P(—3, 2) y Q(5, 6), determina la ecuacion de la recta que pasa
°“ | por Py que dista 5 unidades de Q. Esa recta forma un dngulo con la recta
que une Py Q. Halla su medida.

Calculamos las rectas que pasan por P:

22 c_3_28

X+B/+C=0
x+By+3—-28=0
Hallamos las rectas que distan 5 unidades de Q:

bzzzfsﬁ

1

4@ s)= 15683 =3Bl _ o o sirE o 9
VP + B b 32+ 5455
’ 9
Las rectas buscadas son:
32 —5+/55 —64 4+ 10455
X+ 342 =0
9 9
32+ 5455 —64 — 1055
X+ +9 y+3+ 5 =0

El vector director de la recta que une P con Qes: PO=(84=021)

mz[m, 1]:(32+5J¥, 9)

9
Determinamos el dangulo formado, que es igual para ambas rectas:

12-(=32+5v55 ) +1-9]

os = - =0,2074 - o =78 1" 33,69"
J2 47 \/(732 +555) +92
134 | De todas las rectas que pasan por el punto A(2, 3), 14

(XX

calcula la recta que determina segmentos iguales
al cortar a los dos ejes cartesianos.

Las rectas que pasan por A son de la forma: \ A
y—3=mkx—2)
Estas rectas cortan a los ejes en los puntos:
—342m X
0,3 —2m) [ O] ‘ \
m
La distancia al origen (0, 0) debe ser igual:

2
JB=2m)? = [3+2fﬂ] — Hay tres soluciones.

m
m=-1—-y=-x+5
m,=1— y=x+1

m *iﬁy*ix
T 2

245



Geometria analitica

135 | Halla la ecuacion de la recta que corta a los ejes de coordenadas en los puntos (3, 0)

Yers!
y (0, 5). Comprueba que esa ecuacion puede escribirse en la forma: - + Y.
3
Comprueba que si una recta corta a los ejes en los puntos (a, 0) y (0, b), su ecuacion
X
puede escribirse en la forma: — + Y= 1.
a

Esta manera de escribir una recta se llama forma canénica o segmentaria.

Calculamos el vector director de la recta: U, = (3, —5)

XY X g Y XY
3 -5 3 5 3 5

Hallamos el vector director de la recta:

U,=(a,—b)

X=d_y  X_a__ ¥y _ X,y _,
a —b a a b a b

136 | El punto (—4, 2) es el vértice A de un triangulo cuyo lado a se localiza sobre
°““ | larecta 3x + 2y + 18 = 0. La ecuacion de la mediana que parte del vértice C
esx +y + 5=0.Determina los vértices By C.

Hallamos el punto C, interseccién de la recta ry la mediana:

3X+2y+18=0

} —(=8,3)
Xx+y+5=0

El punto B es de la forma:

3x18]
X, ——————
[ 2

Y el punto M es de la forma:
(t, =t —5)
Por tanto, tenemos que:
—3x—18 y_4

— 2 =
t, —t—=5 = al 4, - 2 —>X_ 2}

B(—2, —6) M(=3, =2)
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| Jeolke)

138 | Tres de los vértices de un rombo son los puntos (2, —1), (5, 3) y (10, 3). Halla el cuarto

L X Xe)

SOLUCIONARIO

Comprueba que las rectas son paralelas.

x—1_y+4
6 8

Demuestra que todos los puntos M que se obtienen por el siguiente procedimiento

se sitUan sobre una recta, y calcula su ecuacién: «Toma un punto A de larecta r

y un punto B de s, y halla el punto medio M del segmento de extremos Ay B».

r: s —4x+3y+6=0

u=1(628),0,=34

Como los vectores directores son proporcionales, las rectas son paralelas
o coincidentes.

Tomamos un punto A de ry vemos si verifica las ecuaciones de s:
A1, —4) —4-143-(-49)4+6#0
Por tanto, las rectas son paralelas.
Expresamos las rectas en forma paramétrica:
r:X:]+6>\ } S:x:6u }
y=—4+8\ y=2+8u
Los puntos medios son:

14 6N+ 61 —4+ 8N+ 8 1
[ hs 2+ e, +2 i “]:[2+3(X+u),2+4(x+u)

Por tanto, si hacemos t = X\ + p, los puntos pedidos estan en la recta:

x=—2+3
2
y=—-244t

vértice y calcula su area.

Calculamos la distancia entre los vértices:
J6-27+3- (17 =5
Joo—27 + 3=y = Va0
JOo—52+(3—3) =5

Por tanto, los puntos (10, 3) y (2, 1) son vértices no consecutivos del rombo.
En consecuencia, los otros vértices, (x, y) y (5, 3), distan 5 unidades de ellos.

(10— x? + 3 — y? —S}AX_S,y_B }

Q=X+ (=1=y? =5] x=/y=-]
El cuarto vértice es (7, —1).
Calculamos la otra diagonal y su drea:
(7 =57 +(=1-37 =20
D-d &0 V20

A= = =200’
2 2
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139 | El centro de un hexagono regular es el punto (6, —2)
°®° | yun lado se halla sobre la recta de ecuacién
—4x + 3y + 5 = 0. Determina las coordenadas A
de los vértices y su drea. A

Calculamos la longitud de la apotema: / N

Ww:|—4.6+3~(—2)+5|:5 - N VA
(=47 + 3
2
1
Hallamos la longitud del lado: I =, | 5" + [;] —->l= Of u
) . 10;@ .
Determinamos el drea: A = ‘2% = ; =504/3 u?

3
de Ay pertenecen a la recta dada:
4
=V3+2, y171+i
6—x°+(=2—y)?
—4x+3y+5:0 =3+2 yf1—§

[J—+21+4\F] [J—+2 4\F]

Otros dos vértices son simétricos a los vértices calculados respecto de A.

10
Calculamos los puntos que distan

L R
6, —2) = £+2+X, 3 eo[m \E—S—M_]
2 2
\/* 1—£+y
6, —2) =|— 322’”, 3 —>E[1o+f—5+4\r]

Para calcular los restantes vértices tenemos en cuenta la longitud de los lados.

\/(wo+fx)2+ —54 4\5 y]z 103

3 X:6Iy:_
” J3
(V3+2-x) + 1+£7 © 103 x=23+6y ,87_2
T
\/(WO—\E—x)ZJr —5_“!5_),]_103@ e
- NE]
\/(—\/§+2—x>2+ 1_4ﬁ_y]2_10@ X:—2\/§+6,y*———2
3 3

F[2\/§+6,8\£§2] [ 2\/—+67£72
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140 | Dos vértices no consecutivos de un rombo estan en los puntos (3, 1) y (9, 9)

[SXeRe)
X=5+X
y uno de sus lados es paralelo a la recta y=—1—2x

de los otros vértices, la longitud de su lado y el rea.

}. Halla las coordenadas

Calculamos las ecuaciones de las rectas que pasan por los vértices conocidos
y son paralelas a la recta dada:

X=3+X Xx=94+p

y—1—2k} y—9—2u}

Hallamos la mediatriz del segmento que une los vértices dados:
M6, 5)

X =06+ 2t}

y=>5+t

Determinamos el punto de corte de la mediatriz con los lados:
34N= 6+2t} >\:—1}

T—=2X =5+t t=-2

El punto pedido es (2, 3):

e R

El punto pedido es (12, 8).

141 | Juany Belén se estan mirando, uno al otro, a través de un espejo situado
segun la recta de ecuacidon y = —x + 2. Belén se encuentra en el punto (—9, —1)
y Juan en (—4, 3). ;Qué coordenadas tiene el punto M al que miran?

Belén

Espejo
Hallamos el vector director de la recta dada:
u=Q1,-1
Un vector perpendiculares t; = (1, 1).
La recta, perpendicular al espejo, que pasa por donde estd Belén es:
X=-9+ x}
y=—1+Xx

Determinamos el punto de corte de las dos rectas:
—14+X=9-XN+2>5X=6—>(-39)
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Calculamos el punto simétrico respecto del espejo, B"

(-39 = [ng]] 5B =G
2 2
Repitiendo el proceso con el otro punto dado obtenemos J":
X=—44+X\
y=3+X
3+>\=47>\+2—>>\=i—> 732
2 2 2
[—5, 9] _|x=4 yEs ] = J(=1,6)
2 2 2 2
Determinamos la recta que pasa por (=9, 1) y por J"
X =-=948X\
y=—=1+7X
Calculamos la recta que pasa por (—4, 3) y por B".
X=—44+7n
y=3+8u

Hallamos el punto de corte de las rectas:

—9+8>\:—4+7u}

14 7A=348u TS kT

5

El punto de corte es: [B, 23]

5

142 | Calcula las mediatrices del tridngulo cuyos vértices son (—1, 1), (7, —1) y (5, —3).
°®® | Prueba que se cortan en el circuncentro, que es el centro de la circunferencia
circunscrita al tridngulo. Comprueba que puede trazarse
una circunferencia que pasa por los tres vértices, con centro en ese punto.
;Cudnto medird el radio?

Llamamos a los puntos A(—1, 1), B(7, —1) y C(5, —3).
Calculamos el punto medio, A’, del lado BC:
A'6,—2)

Hallamos un vector perpendicular al lado BC:
(=2,2)

La ecuacion de la mediatriz que pasa por A’ es:
X—6 y+2

2T s Xx4y—4=0
-2 2 Y

Calculamos el punto medio, C’, del lado AB:
C'(3,0)

Hallamos un vector perpendicular al lado AB:
(1,4
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La ecuacion de la mediatriz que pasa por C'es:
XZ3_ Y m—y—12=0
1 4

Calculamos el punto medio, B', del lado AC:

B'(2,—1)
Hallamos un vector perpendicular al lado AC:
2 3)
La ecuacién de la mediatriz que pasa por B'es:
Xo2 YAl 5 g-s=0
2
Determinamos el punto de corte de las mediatrices:
x+y—4=0 x=16

4x—y—12=0; = j
3X—-2y—-8=0 y=—
5

El circuncentro es:

2]
5'5

Calculamos la distancia del circuncentro a los vértices y comprobamos que es igual.

2 2
_1_16] +[1_4] _ a2
5 5 5
2 2 [
7—E + —1—i _ a4 u
5 5 5
2 2
5—]6J +[—3—4] _ VA u
5 5 5
Por tanto, el radio mide 4542 u.

143 | Halla las medianas del triangulo cuyos vértices son (—4, 6), (3, 0) y (=2, —3).
Prueba que se cortan en el baricentro. Comprueba que los vértices de un triangulo
tienen coordenadas (x;, y1), (X2, 2), Y (X3, y3), y las coordenadas del baricentro son:

[X1+X2+X3 Vit yat+ys
3 ' 3
Llamamos a los puntos A(—4, 6), B3, 0) y C(—2, —3).

Calculamos el punto medio, A’, del lado BC:

=
2 2
Determinamos la mediana que pasa por AA"
L94:}/7_6%19(—1—9)/—1—6:0

251



252

Geometria analitica

Calculamos el punto medio, B', del lado AC:

3
2

Hallamos la mediana que pasa por BB".
X3 =L 5 31y +9=0
12 -3

Determinamos el punto medio, C', del lado BA:

)
2

Calculamos la mediana que pasa por CC"
%:%am—aywszo

Hallamos el punto de corte de las rectas:

15+ 9 +6=0 _

—3X—12y+9=0 —>X:17}—)Elbaricer\troes(qﬂ)
126 =3y 4+15=0

Dados los puntos P(x;, y1), Qlx,, y5) y Tlx, ys), determinamos el punto medio, P,
del lado QT:
P,[Xz-i'xs )/z“')/a]
2 2
Hallamos la mediana que pasa por PP":
X=X _ Y =N N X — X _ Y—=W"
- X+ X3 — 2X Yot Ys—20

><2—§—><3_X1 Yot Y3

2 2
Calculamos el punto medio, Q', del lado PT:
Q,[X1+X31 Y1+Y3]

2 2
Determinamos la mediana que pasa por QQ"
X=X _ Y=Y L X=X Y=
X1+X37X2 %‘5‘)/37)/2 N+ X5 =26 Yi+ys—2
2 2
Hallamos la interseccion de las rectas:
X=X __ Y=y w= Yoylatxn—2)
Xt x=2 et ys=n| Yot ys—2)
X=X __ Y= w= Yoyt xn-29)
Xi+X=2 it Ys—2, Vit ys—2)
N (Y =y + x5 — 2x) = =yl + x5 — 26) —x
Yot ys— 2y Vit Ys—2,
Sy= Vit Yo+ Vs
3
X+ X+ X3

Sustituyendo, resulta que: x = 3
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SOLUCIONARIO

PARA FINALIZAR...

Sl

Calcula el angulo que deben formar dos vectores, a y|

, rara que sus médulos
coincidan con el médulo de su diferencia,a —b: |a

bl=la-bl
?

o]

¢Y para que coincidan con el médulo de su suma, @ +

<y

Sl
\
S

9|

|5’—B)|=\/(X* )+ (y — 1) :\/X2+2272xz+y2+t272yt

Igualando, resulta que:

2 2

Xty =X+ =2z Yy =2yt —

=xz+yt

Calculamos el dngulo que forman:

X2+t 1 a6

leerz' [22 4 ¢ - 2

Para que los modulos de dos vectores del mismo maodulo coincidan
con su diferencia deben formar un dngulo de 60°.

cosa =

l7-bl=J—2+(y—07 =X+ =2z +y +0 =2t

Igualando, tenemos que:

2 2

Xy =X+ +z+y ++ 2t > =xzt+yt

Calculamos el dngulo que forman:

cosa = X2+t :fi—>0¢:120"

le_i_yz' [22 4 ¢ 2

Para que los médulos de dos vectores del mismo maodulo coincidan con su suma
deben formar un dngulo de 120°.
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145 | Demuestra que si dos vectores "y V tienen el mismo médulo, entonces
U +Vyu —V forman un angulo recto.

Deduce de este resultado que las diagonales de un rombo son
perpendiculares.

A
Aplicamos los resultados de la actividad anterior:

U=y
V=(z1)
|U)_7|:\/(X—Z)2+(y—f)2 :\/X2+zz—2xz+y2+t2—2yt

|T+7|= o+ 22+ +107 =X+ 2+ 2z 4y + 2+ 2t

\/x2+22—2xz+y2+r2—2yt :\/x2+22+2xz+y2+t2+2yr —0=xz+ yt

xzZ+ yt

Sean U’y V" los vectores de los lados del rombo, que tienen el mismo maédulo.

=0—-a=90

s =

Las diagonales del rombo se obtienen, respectivamente, sumando y restando
U’y v, por lo que las diagonales son perpendiculares.

146 | Si U es un vector del plano de médulo 1:

a) ;Cuéntos vectores vV hay de médulo 2, tales que - v = —1?

b) ;Ytalesqueu -v=2?
<) ;Ytalesqueu -v=-3?
- . — a =120°
a) T-v= |7l 7] cosa - —1=1-2-cosx = cos & = —— — 0
p) a = 240
Hay dos vectores.
by 7-v=|T| - |v] - cosa 52=12-cosa0 > cosa=1>a=0
Solo hay un vector.
R . 3 . .
Q U-v= |u| . |v|~cosoae—3:1-2-cos<x%Cosu:—5—>Not|enesoluoon.

No hay ningun vector.
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147 | Las coordenadas de un punto P en un sistema cartesiano son (x, y).
Halla las coordenadas (x', y') del mismo punto después de girar los ejes,
alrededor del origen de coordenadas, un angulo .

148

Y
[ P
Y N .
v A
dBcry 4
e GO )
a l
\/' 1
0 X X

Realizamos un cambio de sistema de referencia con centro en el origen

y giro de amplitud a.

x'=xcosa—ysena
y'=xsen o+ ycosa

;Cudl de las siguientes ecuaciones corresponde a la recta simétrica, respecto
de la bisectriz del segundo cuadrante, a la recta r, de ecuacion y = 3x + 4?

a) 3y=x+4
b) 3y=x—4
o y=3x—4
d y=4x+3
Y
p r
Q v
/’. ,’/
Q'v/ X X
X
Pe

Calculamos el baricentro, G, y para ello sumamos las coordenadas de los puntos

y dividimos entre tres:

Para hallar el ortocentro, calculamos una recta perpendicular al lado AB que pase

G(—1,0)

por C:

x—=3 y+2
5 2
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Determinamos una recta perpendicular al lado AC que pase por B:

x+1  y+4
1 1

El punto de corte de estas rectas es el ortocentro:

Para hallar el circuncentro, calculamos la recta que pasa por el punto medio
del lado AB'y es perpendicular al mismo:

x+3 y-—1
5 2

Determinamos la recta que pasa por el punto medio del lado ACy es
perpendicular al mismo:

x+1 y—=2
1 1

El punto de corte de estas rectas es el circuncentro:
4 5

Oo|——, —
33

Calculamos la recta que pasa por GH:

X;” :L5+5x+y+5:o

Como O verifica las ecuaciones de la ecuacion de la recta, los tres puntos
estan alineados.

Hallamos la distancia GH:

-5 -2

3 3

Calculamos la distancia GO:

-5 -5

3 3

Por tanto, se verifica la relacion, ya que resulta que:

Jios  woe
3 3

IGH| = =2 = |co|
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SOLUCIONARIO 5

Dado el triangulo de vértices A(—5, 6), B(—1, —4) y C(3, —2), comprueba
que el baricentro G, el ortocentro Hy el circuncentro O estan en linea recta
(recta de Euler) y que verifican la relacion GH = 2GO.

Calculamos la interseccién de la recta dada con la bisectriz del segundo cuadrante:

y=3x+4}_>(_],1)

y=-x
Por tanto, el punto (—1, 1) debe pertenecer a la recta simétrica.

La Unica ecuacion de las rectas dadas que pasa por el punto es:
3y=x+4
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El rescoldo

Después de Navidad [1922], Jests Vio tuvo una larga charla con [el
profesor] Harold Lardy para orientar el trabajo de la tesis que debia
comenzar. Habia pensado encaminar su investigacion atacando, en la
medida de sus fuerzas, el ultimo teorema de Fermat. Le atraia, como
a tantos, la sencillez del planteamiento. Lo que Pierre de Fermat ha-
bia escrito en el margen de la Arithmetica de Diofanto, probablemen-
te en 1637, era muy simple: «Es imposible escribir un cubo como la
suma de dos cubos o, en general, escribir cualquier potencia mayor
que dos como la suma de dos potencias iguales.

Cuando el espanol le planteo a Lardy su intencion de centrar la tesis
en el teorema de Fermat, el profesor sonrio, pero no se lo desaconse-
jo. Estaban sentados en torno a una mesa en la sala de estar contigua
a la habitacion donde vivia el soltero Lardy. [...] Una pizarra negra
con sus tizas completaba la decoracion mural. «Comencemos, pues»,
indico Lardy y, levantandose, se acerco a la pizarra. Alli escribio la
ecuacion de Fermat:

XVl + yV[ o ZVI
—No existe una terna (x, y, z) de numeros enteros que, para n mayor
que 2, satisfaga esta ecuacion —concluyo6 Lardy.
En lugar de sentarse, el profesor sigui6 de pie.
—Si me lo permite —continué Lardy—, le haré una pequena digresion
historica que quiza le sea de utilidad. [...] Euler, siguiendo el método
conocido como «descenso infinito», que el propio Fermat utilizo,
aunque no para demostrar esta conjetura, demostré la no existencia
de solucion para la potencia tres. Asi se lo anuncié a Goldbach en una
carta fechada en agosto de 1753. Un siglo después de la muerte de
Fermat, tan solo se habia demostrado la validez de su teorema para las
potencias 3 y 4. Si le he de ser sincero —continu6 Lardy—, no creo que
en este asunto de Fermat se haya avanzado mucho desde entonces. En
cualquier caso, le prepararé una bibliografia lo més exhaustiva que
pueda acerca de este enigma. Trabaje usted con ella y luego proponga-
me una via de ataque, la discutiremos. Creo que ha llegado el momen-
to de que tengamos un encuentro en la cancha de tenis. La he reserva-
do para dentro de media hora. ;Es tiempo suficiente?

JoAQuIN LEGUINA

En 1994, Wiles demostro, tras ocho afos de intenso trabajo, que
el teorema de Fermat es verdadero. Lo mas curioso es que, para
n = 2, la ecuacion x? + y? = z* tiene infinitas soluciones enteras.
En esta ecuacion, si consideramos z como una constante, por
ejemplo, z= 5, obtenemos la ecuacién de una figura geométrica
que no es una recta.

;Qué figura crees que puede ser?

Xty =7
Siz=75—x’+ y’ = 5" es una circunferencia de centro (0, 0) y radio
5, porque los puntos que verifican esta ecuacién equidistan del

origen de coordenadas una medida constante de 5 unidades.




SOLUCIONARIO

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Dibuja dos segmentos ABy CD, paralelos entre si,de 8 cmy 10 cm,
y traza con la escuadra sus mediatrices. ;Cémo son las mediatrices entre si?

Mediatriz de AB

A B

C D

Mediatriz de CD

Las mediatrices son paralelas.

002 | Dibuja un angulo de 60°y traza su bisectriz. Comprueba que el angulo queda dividido
en dos partes iguales.

003 | Si el radio de una circunferencia mide 12 cm, jcuanto medira su didametro?

El diametro medira el doble: 24 cm.

004 | ;Qué tipo de poliedro es un cubo? ;Y un ortoedro?

Un cubo es un prisma. Un ortoedro es un prisma también.

005 | Dibuja el desarrollo plano de un cono con radio de la base 3 cm y generatriz 10 cm.

10cm

006 | Hallala ecuacion de la recta:
a) Paralela al eje X'y que pasa por P(1, 3).
b) Paralela al eje Yy que pasa por P(—1, 4).

a) y=3 b) x= -1
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Lugares geométricos. Conicas

ACTIVIDADES

001 | Sien vez de una superficie conica se utiliza un cilindro, ;qué conicas se pueden
obtener?

Siel plano es perpendicular a la generatriz del cilindro,
la seccién es una circunferencia.

Si no es perpendicular, la secciéon es una elipse.

002 | Razona por qué la pardbola es una seccién cénica que no tiene dos ramas.

Porque el plano solo corta a uno de los conos de la superficie conica.

003 | Dibuja el lugar geométrico de los puntos que equidistan de dos rectas:

a) Que se cortan.

b) Que son paralelas.

a) Ellugar geométrico estd formado por las dos bisectrices de los angulos
que forman las rectas al cortarse.

N/
/N

b) Ellugar geométrico es otra recta paralela a ambas.

A\

004 | Halla el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de coordenadas
cartesianas es 10.

;Y si la condicion del lugar geométrico es que su producto sea 10?
Los puntos que verifican la primera condicién forman una recta de ecuacion:
x+y=10

Los puntos que verifican la segunda condicién forman una hipérbola equilatera
de ecuacion: xy = 10
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SOLUCIONARIO

Los ejes mayor y menor de una elipse miden, respectivamente, 10y 6 cm.
Halla la distancia que hay entre los dos focos de la elipse y también la distancia
que hay hasta los vértices.

2a=10cm—=a=5cm
2b=6cm—>b=3cm
Comod*=b*+c—c=4cm

Luego la distancia entre los focos es de 8 cm.

La distancia desde los focos hasta los vértices Ay A"es de 1 cm y hasta
los vértices By B'es de 5 cm.

006 | Un punto de una elipse dista de cada uno de los focos 6 y 7 cm, respectivamente,

007

008

009

y la longitud del eje menor es 6,6 cm. Calcula la longitud del eje mayor y la distancia
entre los focos.

2a=d(P,F)+dP F)=6+7=13cm

El eje mayor mide 13 cm.

2a=13cm —=a=65cm
2b=66cm—b=33cm
Comod’=b+c—=>c=56cm

Asf, la distancia entre los focos mide 11,2 cm.

Calcula la ecuacion de una elipse cuyos focos son los puntos F(5,0) y F'(—5, 0)
y dos de sus vértices se sitian en los puntos A(8, 0) y A'(—8, 0).
2

— 2
C_5}—>b=\/39 LA
a=38 64 39

Halla la ecuacion de la elipse cuyos vértices son los puntos:

a=+4 Xt y?
- —+—=1
b= 2} 16 4
Halla los focos y los vértices de las elipses.
2 2 2 2
a) X 4 by X4+ ¥ =
121 25 81 64
Xy a=11-A(l1,0) A(=11,0)
121 25 b=5 5075 B0 -5
Como a? = b2+ ¢ > c =% =46 - F(4v6,0) F(-46,0)
2 2 — —
b)X— L:w_> a=9— A@S 0 A’( 9, 0)
81 64 b=8—-808 B0 -8

Como a?=b+c - c =17 - F(\17,0) F(-17,0)
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010 | Calcula las excentricidades de estas elipses.

2 2 2 2
GBS A by X Y =
144 121 225 9
x? y? {0:12
SR A
144 121 b=11
Comoa’=b*+c?—>c=+23 ee:%zo,w
X2y {0:15
) AP AR PN
25 9 b=3
Comoazzb2+czec:\/216:6x/g—>e:%:¥:0,97

011 | En una hipérbola, la distancia entre los vértices es de 8 cm, si B(0, 3) y su punto
simétrico es B'(0, —3). Calcula los focos de la hipérbola.
20=8—>a=4
b=3
Comoc?=a*+b>—=c=5-=F50 F'(-50)

012 | Conocidos los focos de una hipérbola: F(10,0) y F'(—10, 0), y sabiendo
que la distancia entre los vértices es de 16 unidades, hallaBy B
c=10
20=16—a=28
Comoc’=a’+b’—>b=6-B(0,6) B0, —6)

013 | Calcula la ecuacién de la hipérbola que tiene dos de sus vértices en (—6, 0) y (6, 0)
y que pasa por el punto (36, 7435 )

a==6

Comoc=a*+b'—=bl=c>—-36
2 2

Asi, la ecuacion de la hipérbola es de la forma: . . y % =1
C J—
Como el punto (36, 735 ) pertenece a la hipérbola:
2
e g A B PN AR N I
36 > —36 c®—36 c>—36
—?=85—>c=+85
XZ yZ
La ecuacion de la hipérbola es: — — Z2— =
36 49

014 | Halla la ecuacién de la hipérbola que tiene sus focos en los puntos (—2, 0) y (2, 0)
y sus vérticesen (—1,0) y (1, 0).
2 2

sz}%b:\/?ex——y—:1
a=1 1 3
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015 | Halla los focos y los vértices de la hipérbola que tiene por ecuacion:

Xy

225 144
Xyt la=15-A050 A(-150)
225 144 b=12-—B0,12) B0 —12)

Comoc = a’ + b — c = /369 =3v41 - F(3v41,0)  F(-3v41,0)

016 | Calcula la excentricidad de las hipérbolas que vienen dadas por estas ecuaciones.

2 2 2 2

a) XV by XY
225 196 121 36
<y, {0:15
225 19 b=14
J421

Como ¢? = a’ + b> = c =~ 421 —>e:T:1,36

X2y {0:11
by Z——2-=1>
121 36 b=6

J1s7

1

Comoc?=a’+b>—>c=+157 se=

=113

017 | Halla la ecuacion de la parabola con vértice en el origen de coordenadas
y foco F(0, 2).

p=4—x =8y

018 | Calcula la ecuacién de la parabola que tiene el vértice en el origen de coordenadas
y foco F(2, 0).

p=4—y =8

019 | Determina la ecuacién de la circunferencia con centro C(—3, 1) y que pasa
por el origen de coordenadas.

r=dP,O)=J(3—02+(1-07 =~10

La ecuacion de la circunferencia es: (x +3)* 4+ (y — 1)’ =10 > x" +y* + 6x — 2y =0

020 | Calcula el centroy la longitud del radio de la circunferencia de ecuacion
x24y? 4+ 2x+2y=0.
ComoA=—-2a:2=—-2a—a=—1
ComoB=—-2b:2=-2b—->b=—1
ComoC=a+b*—r:2—rP=0—r=+2
Asi, el centro es C(—1, —1) y el radio mide NF)
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021 | Estudia la posicion relativa de las circunferencias.
xX*+y?—9=0 X +y?—2x—2y+1=0

G0, 0

+y'—9=0->
X +y {ﬁ:?)

G, 1)
L=1

dC, C)=J1—02+(1—07 =2 <pn—r=2

Las circunferencias son interiores.

x2+y2—2x—2y+1:0—>{

022 | Encuentra una circunferencia tangente interior a la circunferencia
de ecuacion (x —3)°+ (y+ 1> = 4.

Respuesta abierta.
Una de las circunferencias tangentes interiores es: (x — 2) + (y 4+ 1) =1

023 | Discute la posicion relativa de la circunferencia de ecuacion x> +y?> —6x + 4y +4=0
y los ejes de coordenadas.

x2+y276x+4y+4:O—>{rC(i ;2)
La distancia del centro al eje de abscisas es: d(C 1) = ‘_ ‘ =2
0°+ 1
Al ser menor que el radio, el eje es secante a la circunferencia.
3
La distancia del centro al eje de ordenadas es: d(C, s) = ¢ =3

JE+0?

Al coincidir con el radio, el eje es tangente a la circunferencia.

024 | Encuentra tres rectas no paralelas, que sean secante, tangente y exterior
a la circunferencia de ecuacion x? + (y — 3)* = 36.
Respuesta abierta.
Una recta secante es:x —y =0
Unarecta tangentees:y +3 =0
Una recta exteriores:x —7 =0

025 | Determina el lugar geométrico de los puntos que equidistan de A(3, —5) y de B(7, 1).
;De qué figura se trata?
Sea (x, y) un punto equidistante de Ay B:
Jox=3+(y+5 =Jx =7+ -1
DX =X+ 9+ Y+ 10y +25=x"— 14x+ 49+ y* — 2y + 1
—2x+3y—4=0
Se trata de una recta, la mediatriz del segmento AB.
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026

| Jeolke)

Halla el lugar geométrico de los puntos que distan 3 unidades del punto P(—1, 4).
;De qué figura se trata?

Sea (x, y) un punto del lugar geométrico, entonces:

X+ +—4 =35+ +y—4'=9>X+y +2x—8/+8=0
Esta es la ecuacion de la circunferencia de centro (—1, 4) y radio 3.

Calcula el lugar geométrico p
[cXeke] . 1
de los puntos que distan !
4 unidades de larectar:
4x —2y+5=0.

o
[4x — 2y + 9| B

47 4 (=2
—|ax =2y +5|= 420 - |ax—2y+5/=8V5 >

Sea (x, y) un punto del lugar geométrico, entonces:

4x—2y+5-8V5 =0

—4x+2y—5-85 =0
de rectas.

028 | Halla el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los siguientes pares

00

a) 3x—4y —26=0y12x+5y+1=0

b) —2x+7y+9=0y4x—14y+11=0

3Xx—4y—26 12X+ 5y +1
\3x—4y—26\_\12x+5y+1\_) 5 = 3
J3 + (47 Ji2+ 52 X—4y—26 _ —12x—5/—1
5 13
%{39x—52y—338_60>(+25y+5

L[y ra9=0
39x — 52y —338=—60x—25y—5 | 1x—3y—37=0
El lugar geométrico esta formado por las dos bisectrices de las rectas.

—2X+7y+9  Ax—14y +11
‘—2x+7y+9‘7‘4x—14y+11‘ J53 253
Je2+7 B J4 + (147 “2 4Ty +9 _ —Ax+14y 11

Js53 253
_){4x+14y+18:4x14y+ﬂ

N 8x —28y—7=0
—4x + 14y +18 = —4x + 14y — 11

0=0
Como las rectas son paralelas, el lugar geométrico es otra recta paralela a ambas.

029 | Determina el lugar geométrico de los puntos que estan a doble distancia del punto
“?= 1 P(3, 5) que del punto Q(1, —2). ;Qué figura es?
Sea (x, y) un punto del lugar geométrico.

Jox =374y =57 =2Jx =17+ (y + 2

S =X+ 9+y — 10y +25=40 =2+ 1+’ + 4y +4)

— 3 +3y = 2x+ 26y —14=0
A A . L, 2 2% 14
La figura es la circunferencia de ecuacién: x“ + y ——X—i-?y—?:o
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030 | Calcula el lugar geométrico de los puntos del plano tales que su distancia a la recta
°®° | de ecuacion 3x — 5y — 15 = 0 tenga el mismo valor que la ordenada y.

Sea (x, y) un punto del lugar geométrico.
3x —5y —15
u:ye\sx—w—w\:\/%y
3+ (=5
-5y —15=+/34y w—(5+34)y—15=0
- -
3+ 5y +15=+34y  |3x—(5-34)y—15=0

El lugar geométrico esta formado por dos rectas perpendiculares.
031 | Halla el lugar geométrico de los puntos del plano Q tales que el punto medio del
““" | segmento PQ: P(2, 6), es un punto de la recta que tiene por ecuacién 2x + 4y —5 = 0.

SiQ(x, y) es un extremo del segmento PQ, su punto medio es de la forma:
[ X+2 y+6 ]

1

2 2
Si este punto pertenece a la recta:

5. XH2 Y6

—5=0->x+2y+9=0

El lugar geométrico es otra recta.

032 | Consideramos larectar:3x —2y + 15 =0y el punto A(—T1, 2). Encuentra el lugar

“®® | geométrico de los puntos B tales que, para cada punto M de la recta, se verifica
que AM = MB y, ademas, los angulos que forman dichos segmentos con la recta
son suplementarios.

M
.
g
u\/
.
,
.

Silos puntos M verifican las condiciones del enunciado, son los puntos medios
. —14+x 2+
de los segmentos AB para cada punto B, siendo: /Vl[, Ty
Como los puntos M pertenecen a la recta r, se verifica que:
—14x
2
El lugar geométrico es una recta paralelaar.

3

2~2+Ty+15:o—>—3+3x—4—2y+30:O%3X—2y+23:0
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033 | Halla los vértices, los focos y las excentricidades de las siguientes elipses.
[ Jele)

2 2 2 2

a) 4 ¥ g d 4=
25 9 25 16
Xz yz

b XYy e) 9+ 25y =900
16 25

Q) 25x + 16y> = 1.600 f) X+27=16

Xt y? a=5-= A5 0 A'(=50)

A —+—=1—>

25 9 b=3-803) B0, -3
Comod®>=b>4+c—>c=4—F40) F'(—40)

La excentricidad es: e = % =08

X2y 1_){b=4—>8(4, 0) B'(—4,0)

b) !
16 25 a=5- A0, 5 A0, -5

Comod?=b>+c—>c=3—->F0,4 F©0 -4
La excentricidad es: e = % =06

b=8 — A@B 0 A(-8 0

2 2
0 250 416y =1600 = > + L =15
a =10 — B0, 10) B0, —10)

100
Comoad’=b>+c?—>c=6—F0,6) F'(0,—6)

La excentricidad es: e = % =06

Xy _M{a—5—>/\(5, 0) A(=50)

7+7
25 16 b=4— B0, 4 B0 —4
Comoad’=b"4+c*—=>c=3—F3,00 F'(=3,0

3
La excentricidad es: e = E =06

€) 9x?+ 2557 = 900 —

S yzf1 {a:10—>A(10,0) A'(=10, 0)

100 +£_ b=6 —B06 B0 —6)

Comoad’=b>+c*—>c=8—F80 F'(-80)

La excentricidad es: e = % =08

f) x2+2y2—16ex—2+y—2—1+ I=4 = A40 A=4,.0
16 8 b=8=2v2 - 8(0, 2v2) 8(0,—2v2)
Comoazzbz—kcz—)c:zﬁ—mf(z\/?, 0) F’(fzx/f, O)
W2 V2

La excentricidad es: e = 2 T = 0,707
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XZ y2
034 | Busca tres puntos de la elipse 0 + 36

| Jolke)

= 1y determina sus focos. Comprueba

que la suma de las distancias de esos puntos a los focos coincide con el eje mayor.

+2-=1
100 36 b=6

Comod®=b"+c—>c=8—-F80 F'(-80)

Xy %{0:10%20220

Tres puntos de la elipse son:

A(10,0) = dA F) + diA, F) = (10— 87 +(0—07 +(10+8’+(0—0 =

=24+18=20
B0, 6) — d(B F)+ dB F)=~/(0—87 +6—07 +0+8 +(—6—0? =
=104+10=20
(5 3v3) > diC )+ diC F) =587 +3V3 —0F +(5+87+ (33 —0F =
=6+4+14=20

035 | Encuentra las ecuaciones de las elipses que cumplen las siguientes condiciones.

| Jolke)

a) Laexcentricidad es 0,6 y su eje mayor mide 20.

1
b) Los focos son (6,0)y (—6, 0) y su excentricidad es 3
¢) Pasa por el punto (3, —2) y su eje mayor mide 10.

d) Susfocos estan en (4,0) y (—4, 0) y dos de sus vértices son (5,0) y (—5, 0).

a) 2a=20—»a=10
Sie=06—>c=6
XZ yZ
Comoa’=b"+c?>b=8—->—+-2—=1
100 64
b) c=6
Siezi—>a:]8
3

2

2
Comoa’=b"+c?>b=12{2 » = +L 1
324 288

c) 2a=10—a=>5

Por ser el punto (3, 2) un punto de la elipse:
25 b’ b’ 25 4 2
Asi, la ecuacion de la elipse es:

2 2

X y 2 2

— =1- 4y- =25

25+§ X2+ 4y

4
d) c=4

a=>5
X2 %

Comoad’=b+c—=>b=3 > —+-—=1
25 9
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036 | Determina la ecuacion de una elipse en la que el eje mayor mide el doble
°2% | que el menor y uno de los focos se halla en (—7, 0).

c=7

20=2-2b—>a=2b

Comod* =0+ —=4b> =0 +49 > b* = ﬁ—wzﬁ—m: 1443

Por tanto, la ecuacion de la elipse es:

X’ ,Vz 2 2
=1 324127 = 19
106 T Tag T
3

037 | Calcula la interseccion de la elipse 4x> + 9y* = 72 y la recta

(V2 —)x+3y—6v2 =0,
4+ 9y =72 632 —2(V2 —1)x
2(VZ —x+3y—ez=0] 07 3
Sustituyendo, tenemos que:
ax + (682 —2(V2 —)x) =72
S 4 +72-24V2 (V2 — N+ 4(N2 —1) v =72

= ax? — 48x + 242 x + 8 — 822+ 4x* = 0

%(2—5)%—3(2—\5))(:O—>x2—3x:0—>{§zo

=3

Los puntos de interseccion son: P(O/ 2\/3) yQG3,2)

038 | Una elipse es tangente a los lados del rectangulo definido por las rectas y = 8,
°®° | y=—8,x=10yx = —10. Halla su ecuacion y las coordenadas de cinco puntos.

Y

a=10 X2 y?
- +
b=8} 100 64

Cinco puntos de la elipse son: A(10,0), A" (—10, 0), B(0, 8), B'(0, —8) y C(S, 4\6)
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(XX

2 2

y

X
039 | Decide la posicion relativa de las rectas respecto de la elipse > + Yy =1

a) 2x+3y—5=0 b) —3x+2y—20=0 Q) 3x+10y—15\/§:0

a)

H4+3y—5=0 5-2x
2 2 =Yy =
Ox* + 25y° = 225 3

Sustituyendo, tenemos que:

_ 2
272X 55, 81X 4 625 — 500X + 100x% = 2025

— 181x”> — 500x — 1400 = 0

9x% 425

A =1.263.600 > 0 — La ecuacién tiene dos soluciones; por tanto, la elipse
y la recta son secantes.

—3x+2y—-20=0 3x + 20
- =
Ox? 4 25y% = 225 2

Sustituyendo, tenemos que:

2
120+ 400 _ 555, 36x2 4 225x + 3,000x -+ 10,000 = 900

— 261x? +3.000x +9.100 = 0

Ox? +25-

A = —500.400 < 0 — La ecuacién no tiene solucion; por tanto, la elipse
y la recta son exteriores.

3x+10y =155 =0 Ly 1575 —3x
9x? 4 25y? = 225 10

Sustituyendo, tenemos que:
1125 — 90~/5x + 9x?
100

— 225 — 36x2 +1.125— 90/5x ++ 9x? = 900
5 4552 —90/5x +225=0

Ox? +25-

A =0 — La ecuacién tiene una solucion; por tanto, la elipse y la recta son
tangentes.

040 | Escribe la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias

(XX

a(0,—12)ya(0,12) es 26.

JOX—07 +(y+12° +Jx =07 +(y =12 =26
S X122 =26 —x*+(y —127°
S X +122 =26+ x>+ (y —12* =52 x>+ (y —12)°

= y? + 144 4 24y = 676+ y + 144 — 24y — 52 x? + y + 144 — 24y
— 52X+ y? + 144 — 24y = 676 — 48y
13X+ y2 + 144 — 24y =169 —12y
—> 169x” + 169y? + 24.336 — 4056y = 28,561 + 144y? — 4056y
L 169x 4 257 = 4225 > 2o+ Y
25 169
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041 | Determina los focos, los vértices, las asintotas y las excentricidades de las siguientes

| Jeolke)

hipérbolas.
2 2 2 2
a) Y d) XY
25 9 25 16
2 2
by L X = €) 9x2 —25y> =900
25 16
c) 16y’ —25x* = 1.600 f) x2—22=16
g XY _ L |a=5-A50 AC50
25 9 b=3-—B03 B0, —3)
Comoc’=a’+b>—>c=V34 - F(@,O) F(—\/g O)
La excentricidad es: e = % =116
o) yox a=5— A0,5 A0, —5)
25 16 b=4—B40 B'(—40)
Como = a>+b? - c =41 > F(0,V41)  F(0, —V41)
41
La excentricidad es: e = % =128

yoox 1 {a_10ﬁA(O,10) A0, —10)

O 16y? — 25x? = 1600 = 2— — > = ,
100 64 b=8 —>B80 B(-80

Como ¢ = a*+ b? — ¢ = 2441 - F(0,2v/41)  F/(0, —2v/41)

La excentricidad es: e = % =128
o XY _ a=5-A50 A(=50
25 16 b=4— B0 4 B -4
Como ¢ = a*+b? — c =41 - F(V41,0) F (=41, 0)
La excentricidad es: e = g =1,28

2 2 — (—
e 9257 =900 X _ Y ]_>{a_10—>A(10/O) A'(=10,0)

100 36  |b=6 806 B0 —6)
Como > = a’+b? - c =234 > F(2v/34,0) F(-2v34,0)

La excentricidad es: e = 2134 =1,16
2 2 a=4 —— A4, 0) A'(—4, 0)
f x—2yl=16"-L =15
g 16 8 b=8 =22 - 8(0,2v2) 8(0,—2v2)
Como > =a’+b> - c=2J6 — F(Z\/g, O) F(-2v6,0)
La excentricidad es: e = # =122
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2 2

042 | Halla dos puntos de la hipérbola X y

coo 1 36
que la diferencia de las distancias de esos puntos a los focos coincide con el eje focal.

=1, determina sus focos y comprueba

2yl {a:10—>20:20
AR JEN
100 36 b=6

Como ¢ =@’ +b> — c =234 — F(Z\/Q, O) F’(f2\/§, 0)

Dos puntos de la hipérbola son:

A(10, 0) = (d(A, F) — d(A, F'))? =
:(\/(10—2\/§)Z+(0—0)2 —J(10+2\/§)2+(0—0)2)2:
({236 4034 — 2361 40434 ) =
= 236 — 4034 + 236+ 40/34 — 21/55606 — 54400 =

=472—-72=400 - dA F)—dA F')=20

A(=10,0) = (d(A" F) — dA", F)? =
2
= (\/(—10—2J3_4)2+<o—0)2 —J(—10+2\/3_4)2+(0—0>2) =

2
= (236 + 4034 — /236 - 4034 ) =
— 236 + 40/34 + 236 — 40/34 — 24/55696 — 54400 =

=472-72=400 = dA", F)—dA’ F')=20

0(4:3 Encuentra las ecuaciones de las hipérbolas que cumplen las siguientes condiciones.
a) Susasintotas sony = 2xey = —2xy un foco tiene por coordenadas (3\/; 0).
b) Los focos son (—5,0) y (5, 0) y la distancia entre sus vértices es 8.
¢) Lasasintotassony = lx ey = —%x y pasa por el punto (3\/5, 5).
d) Unfocoes (6,0)y su ex3centricidad es1,2.

a) g:2—>b:2a c=3J5

a
2 2

Comoczzaz+bze45:az+4azaazz9—>a:3—>b:6—>%—%:1
b) c=5 20=8—>a=4
2 2
ComOCZZGZ+bZ—>25:16+b2%b2:9%b:3_>;(767y?:]
o} Ezi—m:?)b
a 3
Por ser el punto (3\/ 29, 5) un punto de la hipérbola:
261_&:192:1—%)2:4%[9:2—)0:6
9%° b 9b*
2 yZ
Asi, la ecuacion de la hipérbola es: — — =— =1
36 4
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d) c=6 e:£:1/2—>a:5
a
2

2
Comoczzaz+b2—>b:\m—>;—5—)1/—]:1

044 | Encuentra la ecuacion de una hipérbola cuyo eje focal mide 18y pasa
| porel punto P (15, 4).

20=18—a=9
Por pertenecer el punto (15, 4) a la hipérbola:

25 16 g, oos2— 1206 = 817
81 b

— 144b°> =1296 - b =3

2 2

Asi, la ecuacion de la hipérbola es: é — y? =1

045 | El foco de una hipérbola se halla a una distancia de 2 unidades de un vértice
“®” | ya 18 unidades del otro. Escribe su ecuacion.

dA F)=2 ,
dA A') =16 =8
d(A',F):w}_’( )=16—a
AlserdA, F)=2—c=10
XZ yZ
Comoc=a’+b—>b=6—>"——-2—=1
64 36

046 | Escribe la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya diferencia
“?® | delas distancias a (0, —12) y a (0, 12) es 10.

Jx =02+ +127 —Jx =02 +(y—12* =10

=X+ +127 =104 x>+ (y — 127

S X+ +127 =100+ x>+ (y =127 + 20 x* + (y —12)°

— y? + 144 4 24y =100 + y? + 144 — 24y + 20/ x? + y? + 144 — 24y

—> 48y —100 = 20\/x? + y? + 144 — 24y
— 12y —25="5x? + y? + 144 — 24y
— 144y? — 600y + 625 = 25> + 25y + 3600 — 600y

yZ XZ
—>119y2—25X2:2.975—>E— Tl

273



274

Lugares geométricos. Conicas

047 | Encuentra el foco y la directriz de las siguientes parabolas.

| Jolke)

Represéntalas graficamente.

a) y*=10x Q x*=6y
b) y*=7x d) x’=y

a) 2p:10—>p:5—>F[§,O]

Directrizz x = _2
2

b) 2p:7—>p:7%F[i,O]

Directriz. x = ——
2

Q 2p:6—>p:3—>F[O/2]

3
Directriz y = ——
Y 2

d) 2p:W—>p:1—>F[O,1]
2 4

1
Directriz. y = ——
Y 4

e) 2p——10—>p——5—>F[—; O]

Directrizz x = El
2

e) y’=—10x
f) x>=—6y
NG
s
NG
5t
F
T
F
N
s
Y E




048

| Jeolke)

049

050

SOLUCIONARIO

f) Zp——6—>p_—3—>F[O,—;]

3
Directriz y =— e i
2

Halla la ecuacion reducida de una parabola de vértice (0, 0) y directriz horizontal,
y que pasa por el punto (-3, 8).

La ecuacion de la pardbola es de la forma: x* = 2py
Como pasa por el punto (—3,8):9=2p-8 > p = % - x'= %y

Busca la ecuacion reducida de una parabola de vértice (0, 0) y directriz vertical,
sabiendo que pasa por el punto (5, —4).

La ecuacion de la pardbola es de la forma: y* = 2px
Como pasa por el punto (5, =4): 16 =2p-5—>p = % -y = %x

Obtén los vértices, focos y directrices de las parabolas.

a) y*=2(x —3) d) x—372=8(y+1)
b) (y —1)?=4(x —4) e) X'=—4y+1)
Q) x2=6(y —2) f) (y+37=-8x—1)
a) V(3,0
7 o B)
=2—->p=1- F[2, OJ Directriz. X = E
b) W4, 1)
2p=4—>p=2—->F(51) Directriz.x =3
c V0, 2)
2p_6—>p_3—>F[o, ;] Directriz:y:%
d) V3, -1)
2p=8—-p=4—F31) Directrizzy = =3
e) V0,—1)
Qp=4—-p=2-F0, -3) Directrizy =1
f) V(1,-3)
2p=8—->p=4—F-1,-3) Directrizx=3
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051

Halla la ecuacién de estas parabolas.

0T

a) Focoen (3,0)y directrizx = —8. c) Focoen (3,1)ydirectrizx = —5.

b) Focoen (0,2)y directrizy = —2. d) Focoen(3,1)ydirectrizx=7.
a) dP,F)=dP s)—>Jx=3+y" = \x+8\

X —6x+ 94 y? = x> +16x+ 64 — y> = 22x + 55
b) d(P,F)=d(P, s) = X+ (y—2° =|y+2|

X2+ yr—dy+4=y +4y+4— x> =8y
O dP,F)=dP s) = J(x =37+ =17 =|x+5]|

X=X+ 9+ Y =2y +1=x+10x+25 > (y = 1) =16x + 16
d) dP,F)=dP s) = Jx =3+ -1 =|x—7|
X=X+ 94+ y =2y +1=x>—14x+ 49 = (y — 1)* = —8x + 40
052 | Encuentra la ecuacion de la parabola con estos datos y determina los elementos
ees que falten (foco, vértice o directriz).
a) Vérticeen (2, 3) y directrizx = —3.

c) Vérticeen (3,1)yfocoen (3,7).
b) Vértice en (=2, 0) y directrizx = 6.

d) Vérticeen (3,1)yfocoen (5, 1).
a) Laecuacion de la pardbola es de la forma: (y — 3)* = 2p(x — 2)

Como ladirectrizes x = —3 egzd(\/,d):S—w: 10— (y — 3’ =20(x — 2)
El foco de la parabola es: F(7, 3)

b) Laecuacién de la pardbola es de la forma: y* = —2p(x + 2)
Como la directrizesx:6—>§ =dV,d)=8—-p=16—y’ = —32(x+2)
El foco de la pardbola es: F(—10, 0)

€) Laecuacion de la pardbola es de la forma: (x — 3)> = 2p(y — 1)
2

F3,7) =P —d,F)=6—p=12-(x— 3 =24(y — 1)

La directriz de la pardbola es:y = —5

d) Laecuacion de la parabola es de la forma: (y — 1) = 2p(x — 3)
2

FEN>L=dvf=25p=4>(—17=8x-73)
La directriz de la pardbola es: x = 1

L X 2]

053 | Halla la ecuaciéon del lugar geométrico de los puntos que equidistan
del puntoP (3, 1) ydelarectar:3x —4y + 5 =0.



SOLUCIONARIO

Sea P(x, y) un punto del lugar geométrico.
_ ]3x—4y+5]

(x =37+ -1
3+ (-4

X —4y+5
a\/xz—6x+9+y2—2y+1 :‘7)/

=X —6x+9+y =2y +1=

_9%? +16y” + 25 + 30x — 40y — 24xy

25
— 25x° — 150 4 225 + 25)° — 50y + 25 =

= 9x* + 16y% + 25 + 30x — 40y — 24xy

— 16x% + 9y* + 24xy — 180x — 10y + 225 =0

054 | ;Cudl es el vértice de una parabola cuyo foco es (—1, 3) si su directriz es la bisectriz

del primer cuadrante?

Si'la directriz es y = x, como el eje de la pardbola es una recta perpendicular,

se verifica que es de la forma:y = —x + k
Alser F(—1,3)un puntodeleje:3=1+k—> k=2

y=x
y=-—x+2

El vértice de la pardbola es el punto medio del segmento PF: V(0, 2)

} — P(1, es el punto de interseccion del eje y la directriz.

055 | Halla las ecuaciones de las circunferencias que tienen las siguientes caracteristicas.

eCo

a) Centroen (5, —3)y radio 8.
b) Centroen (—2, —4)y didametro \/E
¢) Centroen (0, 0) y radio 3.
d) Centroen (—3,4)yradio5.
a) =5+ +3’=64>xX+y —10x+6y—30=0
b) (x+ 274+ (/+4°=20>xX+y +4x+8/=0
Q X+y'=9
d) +3V+(y—4r=25—>x+y +6x—8/=0

956 Determina la ecuaciéon de una circunferencia con centro en (—1, 6) y que pasa
°““ | por el punto (3, —3). ;Esta el punto (—2, —8) situado en esa circunferencia?
La ecuacion de la circunferencia es de la forma: (x + 1)? + (y — 6)* =r*
Sipasa por el punto (3, =3): 34 1?4+ (=3 =6 =97 =1 =~97
La ecuacion simplificada es: x* + y* +2x — 12y — 60 =0

Sustituimos: (—2)? + (—8)> 4+ 2(—2) — 12(—8) — 60 =100 # 0
(=2, —8) No pertenece a la circunferencia.
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057

[eXolel

058

[eXolel

059

[exolel

Decide si las siguientes ecuaciones corresponden a circunferencias y,
en caso afirmativo, calcula su centro y su radio.

a) X’ +y*+6x—4y—12=0 d) x?4+y*+8x+4y+20=0
b) x*+y?—2x+10y+21=0 e) 4’44y —4x+12y—71=0
Q) x*+y’—4x+6y+18=0 f) 4x*+4y* —4x+6y—7=0

a) Xy +6x—4y—12=0->(x+3)*+(y—2°=25

La ecuacién corresponde a una circunferencia de centro C(—3, 2) y radio 5.
b) ¥4y —2x+10y+21=0—(x— 12+ (y+5°=5

La ecuacién corresponde a una circunferencia de centro C(1, —5) y radio Js.
O X4y —4x+6y+18=0—>K—2"+(y+3°=-5

No es una circunferencia.
d) X4+ +8x+4y+20=0>Kx+4°+(y+2°=0

No es una circunferencia.

e) 4x2+4y274x+12y771=O—>x2+y27x+3yf%:0
[ 1]2 378

S x—=| +ly+=| =—

2 2 4

. ) ) 1 3 .9
La ecuacién corresponde a una circunferencia de centro C[z, —2] y radio S

f) 4X2+4y2—4x+6y—7:O—>x2+y2—x+3y—%:0
1 3] 4
Six——| +ly+=| =—
2 4 16
La ecuacion corresponde a una circunferencia de centro C[Z, 4]y radio Jar .
4

Determina la ecuacion de la circunferencia de centro (3, —4) y que es tangente

alarecta.
3x+4y—18=0

3344418

32+42

La ecuacion de la circunferencia es: (x — 3)° + (y + 4 =25 = x>+ y* — 6x + 8y =0

dp, ) 5

Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos (2,9), (4,7) y (—10, —7).

Decide si los siguientes puntos estan o no en la circunferencia. Si no es asi, decide si
son puntos interiores o exteriores a la circunferencia sin representarla graficamente.

a) (—4,-9) b) (—=5,10) a (5,-5)
Sea la ecuacion de la circunferencia de la forma: x> 4 y* + Ax + By + C = 0.

4481+ 2A+9B+C=0 2A4+9B+C=—-85 2A+ 9B+ C=-85
164+49+ 4A+7B+C=0; > 4A+7B4+C=—-65; > A— B = 10

100+49—-10A—7B+C=0 10A+7B—C= 149 7A+ 48 = 16
2A4+ 9B+ C=-85| A=8
— A— B = 10} B=-2 = x>+ y*+8—-2y—-83=0

7A = 56| C=-83



060

[ 1 J¢)

a)

b)

Q)

SOLUCIONARIO

(—4) + (—9)” + 8(—4) — 2(—9) — 83 = 0 — (—4, —9) pertenece
a la circunferencia.

(=5 4+ 10° +8(—5) —2-10 — 83 = —18 # 0 — (-5, 10) no pertenece
a la circunferencia.

X+ +8x—2y—83=0—(x+ 47+ (y— 1)’ =100 — Centro: (—4, 1)
y radio: 10

J(=54 47+ (10—1)? =+/82 <10 = Fl punto (=5, 10) es interior.

52 4+ (=5 +8-5—2(=5) — 83 =17 # 0 — (5, —5) no pertenece
a la circunferencia.

\ (5 + 4)? =117 >10 — El punto (5, —5) es exterior.

Determina el punto de la circunferencia de centro (2, 8) y radio 5 que esté
mas proximo a cada uno de estos puntos.

a) P(7,18)

b) Q(—

1,6)

o R(5,4)

La ecuacién de la circunferencia es:
X—=27+(y—8°=25—-x+y —4x—16y+43=0

14
7
. A 4
a p
[ ik
\@y7c )
peg ETaRs
X
a) Larecta que pasa por Py el centro de la circunferenciaes: 2x —y +4 =0

y=2x+4
Las coordenadas del punto mas proximo son: A(Z +5,8+ 2\/5)

2 2 _
Xty _4X_16y+43_0}ex2—4x—1:09x:Zi\/E

La recta que pasa por Qy el centro de la circunferencia es: 2x — 3y + 20 =0

X+ y?—4x—16y+43=0 /
2420 —>13X2—52x—173:O—>X:$

3 e}
Las coordenadas del punto mas proximo son: /\/l[ 3 E —10v13

5244 —4.5—-16-4 + 43 =0 — R pertenece a la circunferencia
y coincide con el punto pedido.
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061 | Halla la ecuacién de la circunferencia de centro (—4, 2) que es tangente
“7 | alacircunferencia.

X +y?—16x+6y+72=0
X4y —16x+6y+72=0—x—8"+(y+3’=1
La circunferencia tiene centro C,(8, —3) y radio r, = 1.
JB+4 +(—3-2" =135,=12

Entonces la circunferencia tangente es:
X+42+(y—2"=144 >+ +8x—4y—124=0

062 | Obtén la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la circunferencia
“®" | deradio 5y centro (-8, 2) en el punto (—4, —1).

La recta normal pasa por el punto y por el centro de la circunferencia.
Su ecuacion es: 3x + 4y + 16 =0

La recta tangente pasa por el punto y es perpendicular a la normal.
Su ecuacion es:4x — 3y + 13 =0

063 | Escribe la ecuacion de la recta tangente y de la recta
“®" | normal ala circunferencia: 4

X+y —6x—2y—15=0
en el punto P(—1, 4).
X +y —6x—2y—15=0
S x=324+(y—-11=25->C31)
La recta normal pasa por el punto y por el centro de la circunferencia.
Su ecuacion es: 3x +4y — 13 =0
La recta tangente pasa por el punto y es perpendicular a la normal.
Su ecuaciones:4x — 3y + 16 =0

064 | Obtén la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos (7, —4) y (4, —1)
““" | y cuyo centro se sittaen larecta 2x +y — 1 =0.

Como el centro equidista de los puntos, se encuentra en la mediatriz del
segmento que forman.

JO=7P++9 = Jx =9+ +17 5> x> —14x+49+ y’ + 8y +16 =
=X —8x+16+y'+2y+1—>x—y—-8=0

El centro es el punto de interseccién de la mediatriz y la recta dada.

A4+y—1=0

x—y—8=0

r=\B-77+(=5+47 =\17

La ecuacioén de la circunferencia es:

X=3 4+ +5=17>xX+y —6x+10y+17=0

} — ((3, —5)
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065 | Halla los puntos de interseccion de la circunferencia X2 +y?—4x+6y —28=0
°2% | con las rectas.

a) rx+9—16=0 b) ssx+y+2=0 C) tt4x—5y—23=0
a X+ y’—4x+6y—28=0
xX+9 —-16=0

Los puntos de interseccién son: (7, 1) y (=2, 2)

b) x*+ y?—4x+6y—28=0
X+y+2=0

Los puntos de interseccién son: (6, —=8) y (=3, 1)

-y’ =3y+2=0

- x>—3x—18=0

Q xX*+y'—4x+6y—28=0
4x =5y —23=0
Los puntos de interseccién son: (7, 1)y (=3, —=7)

- x2—4x—-21=0

066 | Decide qué posiciones relativas tienen estas rectas con la circunferencia
S I x4y —10x —4y 4+ 16 =0.

a) rn—x+2y+11=0 Q tt2x—3y+9=0
b) s:3x —2y —7=0 d) u:3x+5y=-2
a Xy —10x—4y+16=0
—X+2y+11=0

A = —140 < 0 — La ecuacidn no tiene soluciones; por tanto,
la recta es exterior a la circunferencia.

— 5y +20y+27=0

b) x4+ y?—10x—4y +16=0
Xx—-2y—7=0
A = 2448 > 0 — La ecuacion tiene dos soluciones; por tanto,

la recta y la circunferencia son secantes.

—13x? —106x +169 =0

O X*+y’—10x—4y +16=0
2Xx—=3y+9=0
A =0 — La ecuacion tiene una solucion; por tanto, la recta es tangente

a la circunferencia.

}—>y2—10y+25:0

d) X+ y*—10x—4y+16=0
3X+54+2=0
A = —7.175 < 0 — La ecuacién no tiene soluciones; por tanto,

la recta es exterior a la circunferencia.

}—)17X2+89X+222=O

067 | Obtén el valor del coeficiente Cen la circunferencia X +y’+10x+2y+C=0
°®" | para que sea tangente a la recta 2x + 3y = 0.

X4y +1x+2y+C=0
2X+3y =0

Sila recta es tangente, entonces la interseccion con la circunferencia es un solo

punto, luego la ecuacion de segundo grado debe tener una Unica solucion.

6.084 —468C=0—C=13

}e13x2+78x+9C—0
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068 | ;Cudl debe ser el radio de la circunferencia de centro (9, —2) para que sea tangente
"7 | alarectay = —3x+ 57 Halla la ecuacion de la circunferencia.

=9 +y+2°=r
y=-=3x+5

Sila recta es tangente, entonces la interseccion con la circunferencia es un solo

punto, luego la ecuacion de segundo grado debe tener una Unica solucion.

3600 —40(130 = ) =0—-40 —1600=0—>r = 2\/5

La ecuacion de la circunferencia es:

X—97+(y+27=40—> X+ — 18X+ 4y +45=0

]»—)1OX2760X+BO—r2:O

069 | Calcula el valor de B de modo que la recta 3x + By — 6 = 0 sea tangente
°®° | ala circunferencia.

X +y*+10x+2y+1=0

X4+ Yy +10x+ 2y +1=0
6—By { = (B°+ 9y’ + (18 —42B)y +225=0

3
Sila recta es tangente, entonces la interseccién con la circunferencia es un solo
punto, luego la ecuacién de segundo grado debe tener una Unica solucion.
B=4
(18 — 42B)* — 900(8’ +9) =0 = 4B’ — 7B — 36 =0 — g9
4

070 Determina la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia, de radio 3 y centro
en (5, —2),yque es paralelaalarecta2x+y —11=0.

X

Las rectas paralelas a la recta dada son de la forma: 2x + y + k=0
( —5)2+(y+2)2_9}% X2+y2—1OX+4y+2O—O}
X+y+k=0 y=—-2x—k
— 5x? + (4k —18)x + k* — 4k +20=0
Sila recta es tangente, entonces la interseccion con la circunferencia es un solo
punto, luego la ecuacién de segundo grado debe tener una Unica solucion.

(4k — 187 — 20(¢ — 4k +20) =0 —> K + 16k + 19 =0k = —8 £ 3v/5
A+y—8+3J5=0

Las dos rectas que cumplen las condiciones son:
A+y—-8-3J5=0

071 | Encuentra la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia x> +y>+10x=0
°®® | yque es perpendicular a la recta —4x + y + 8 = 0.

Las rectas perpendiculares a la recta dada son de la forma: x + 4y + k=0
2 2 —
x+y +]OX_O}%17y2+(8k—40)y+k2—10k:0
x=—4y —k

Sila recta es tangente, entonces la interseccién con la circunferencia es un solo
punto, luego la ecuacién de segundo grado debe tener una Unica solucion.

(8k — 40 — 68(kX — 10k) = 0 —> kK — 10k — 400 = 0 > k = 5+ 517
X+4y+5+5/17 =0

Las dos rectas que cumplen las condiciones son:
X+4y+5-5J17 =0
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072 | Obtén la ecuacion del didmetro de la circunferencia X2 +y? —2x+4y —24=0
“"7 | yque pasa por (11, 2). Determina los dos extremos del diametro.

Xy —2+4y—24=0—>Kx— 1)1+ (y+2°=29->C(1,-2)

-1 -2
La ecuacion del diametro es: XT = yT - 2X—=5/—-12=0

Xy —2+4y—24=0

—x?=2x—24=0
X— 5 —12=0

Los extremos del didmetro son los puntos de interseccion: (6, 0) y (—4, —4)

073 | Halla la longitud de la cuerda que determina

““" llarectar:x+y+ 1=0al cortar a la circunferencia
X2+ y*+4x+ 12y + 11 = 0. Demuestra
que la mediatriz de esa cuerda pasa por el centro
de la circunferencia.

X4y +4x+ 12y +11=0

-S> x’=3x=0
X+y+1=0

Los puntos de interseccion son: A0, —1) y B(3, —4)

La longitud de la cuerda es: d(A, B) = /3 — 07 + (=4 + 1) = 3v/2 unidades
El punto medio de la cuerda es: /\/l[; —z]

Como AB = (3, —3), un vector normal es (1, 1). Asi, la ecuacion de la mediatriz es:
5 3

y+—=x———>x—-y—4=0
2 2

Ay +ax+12y+11=0> K+ 27+ (y+6°=29— (-2, —6)
Como —2 + 6 — 4 = 0 — La mediatriz pasa por C.

074 | Lasrectas 2x —3y +5=0y 3x+ 2y + 1 = 0 son, respectivamente, la recta tangente
®®° | ylarecta normal a una circunferencia de radio 4 en un punto. Determina el punto y
la ecuacién de la circunferencia.

2x—=3y+5=0
X+2y+1=0
El conjunto de puntos que se encuentran a V13 unidades del punto A es:

K+ +—1P=13X+y+2x—-2y—11=0
Como la normal a la circunferencia pedida pasa por el centro de la misma:
X2+ Yy +2x—2y—11=0
X+2y+1=0
Los puntos de interseccion son: (1, —=2) y (=3, 4)

} — (=1, 1) es el punto de tangencia.

}—>x2+2x—3—0

Luego las dos circunferencias que cumplen las condiciones son:
=1+ +2°=13> x>+ y’—2x+4y—-8=0
(X+3P+(—4'=13—> x>+ y’+6x—8y+12=0
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075 | Halla la interseccion de la circunferencia, de centro (0, 0) y radio 5,
22 | con otra circunferencia cuyo centro es (2, 0) y su radio mide 4.

2 2

X2+y2_25 25 = 16— (x— 2 > Ax =13 x = 12
=224y’ =16 4
169 . 231 231
—+y =05y =—ay=t——
6 Y= T 4

4 . 13 V231) (13 V231

Los pUntOS de|nterSeCC|On son: 4,7 y 4, T

076 | Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos de interseccién
““" | de las circunferencias.

Cix*+y?—2x—y—5=0 Cax*+y*—5=0
2 29y 5 _
oy = O 452552 +y =0
X +y =5=0

077 | Halla la distancia del centro de la circunferencia x*> + y? — 2x+ 4y —24 =0
a cada una de estas rectas, y Usalo para decidir la posicion relativa de cada recta
con la circunferencia.

a) rn2x+y—7=0 o tt—x+2y+20=0
b) s:5x+2y—30=0 d) uux—2=0
Xy —2+4y—24=0>Kx—1)7+(y+2°=29—C(1,-2)
) 1214+ (=2 -7 _ 745
5

<29 = Larectaes secante a la circunferencia.

5:14+2(=2)—30
b) g =29 =r — Larectaes tangente a la circunferencia.

52 4 2?
—14+2(=2)+ 20
o) ‘ ‘ =3v5 >vJ29 - La recta es exterior a la circunferencia.
(=17 +2°
[1-2| , 4
d) =1<+29 — Larectaes secante a la circunferencia.

078 | Calcula la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos (5,4) y (-2, 3)
“®" | y que tiene un radio de 5 unidades.

La circunferencia de ecuacion (x — a)? + (y — b)* = 52 pasa por (5,4) y (—2, 3):
G-—al+@-b>=5>a*+b>—10a—-8b=-16
(—2—a+3B-b=5>a"+b>+4a—-6b=12

Restando las dos ecuaciones: 14a +2b =28 - b =14 —7a

Sustituimos en la primera ecuacion:
{a =2-5b=0

aA+072—-a)y—-10a—-8-71Q—a)=—-16—>ad*—3a+2=0—>
a=1->b=7

Existen dos circunferencias que cumplen las condiciones del problema:
=20+’ =5 > Kx-1+(y—-77=5
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079 | Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos (-3, 7) y (11, 3)
""" | ycon un radio de 2 unidades. Explica lo que sucede.

La circunferencia de ecuacion (x — a)” + (y — b)* = 2% pasa por (—3,7)y (11, 3):
(=3—a’+07-b’=2>>a*+b>+6a—14b=—-54
(M—a+@-b=2">a’+ b’ —22a—6b=—126

7a—18

Restando las dos ecuaciones: 28a —8b =72 — b =

Sustituimos en la primera ecuacion:

2
a2+[70g18] +6a—14- 70;8 = —54 = 530> — 424a + 1044 = 0

A = —41.552 — No existe ninguna circunferencia que cumpla estas condiciones
alavez

080 | Halla el volumen de un cilindro cuya base tiene por ecuacion
Y | x2 4 y? + 6x+ 10y + 9 = 0y cuya altura mide 2 unidades.

XY +ex+10y+9=0—(x+37>+(y+5°=25—>r=5

El volumen del cilindroes: V= m-r*- h = 50m =157,08

081 Obtén las ecuaciones del lugar geométrico de los puntos que equidistan de (1, 4)
°®? | ydelarecta3x+ 4y + 1 =0. ;Serd una parabola? ;Se puede escribir su ecuacién?
;Por qué?

|3x + 4y + 1
JE=10 4y =4 = ——
V3442

Sy =2 +1+y —8y+16

_\3x+4y+1

5
9%’ +16y” + 14 6x + 8y + 24xy
25

— 25x° — 50X 4 25 4 25y° — 200y + 400 = 9%’ + 16y” + 1 4 6x + 8y + 24xy

S X =2+ 1+ y’ =8y +16=

— 16X + 9y? — 24xy — 56x — 208y + 424 =0

Se trata de una parabola, pero no se puede escribir su ecuacion reducida, porque
el vértice y el foco no se encuentran situados en uno de los ejes de coordenadas.

082 | Halla el lugar geométrico de los centros de las circunferencias que pasan, a la vez,
°2% | por los puntos (4, 1)y (—2, 5). ;De qué figura se trata?

Los centros de las circunferencias se encuentran a la misma distancia de ambos
puntos; por tanto, forman la mediatriz del segmento que determinan.

\/(x74)2+(y71)2 =\/(><+2)2+(y75)2 =X =8x+16+y* =2y +1=
= x4 4x+4+y? =10y +25—-3x—2y+3=0
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083 | Obtén la ecuacion de la circunferencia que es tangente a la recta 3x —4y —28 =0,
°"" | sabiendo que su radio mide 5y que pasa por el punto (=2, 4).

Yf La recta normal en el punto de tangencia de la recta
3x — 4y — 28 = 0 que pasa por el punto (=2, 4) es:
4x+3y—4=0

Las dos rectas se cortan en otro punto de la
circunferencia:

—4y-28=0] 12x—16y-112=0]
4x+3y—4=0] —12x—9y+12=0

Entonces el punto medio del segmento AB es ((1,0), y el radio de la circunferencia es:
r=+E2-17+4-0° =5
La ecuacion de la circunferenciaes: (x — 12 4+ y> =25 = x>+ > — 2x — 24 =0

084 | Sidibujas cuatro puntos sobre una circunferencia y los unes, N
L X B A . »
?" | segun se observa en la figura, resulta que: M

TM-TQ=TN-TP YT

Compruébalo tomando los puntos M(5, 1), N(4, 2), P(—3, —5) / AN
y Q(—2, 2) y demostrando que estan sobre la misma * B
circunferencia. Halla su ecuacién. Después, calcula

el punto Ty prueba que se verifica la igualdad inicial. Q

Sea la ecuacion de la circunferencia de la forma: x> + y* + Ax + By + C=0.
254+ 14+5A+ B+C=0 5A+ B+C=-26 5A+ B4+ C=-26

164+ 44+4A+2B4+C=0>4A+2B+C=-20t—> A— B = —6
9425-3A-58+C=0 3A+58—-C= 34 4A+ 3B = 4
5A+B8+C=-26 A=-2
— A-8 = —6{—>B=4 [ —>xX+y'—2%+4y-20=0
7A =-14 C=-20

Obtenemos la ecuacién de la circunferencia que pasa por M, Ny P.

Como (—2)* + 27 — 2(=2) + 4 -2 — 20 = 0, Q pertenece también
a la circunferencia.

-5 —1
La recta que pasa por My Q tiene por ecuacion: X = yf - x+7y—12=0
) Lo x—4 y—=2
La recta que pasa por Ny P tiene por ecuacion;: ———=———=>x—y —2=0
X+7y12:0}%T[13/5]
X—y—2=0 4" 4

2 2 2 2
e SRR e e e A
4 4 4 4 16 16 2
2 2 2 2
o T - B
4 4 4 4 16 16 2




SOLUCIONARIO

085 | En esta figura hemos trazado las dos rectas

L X Xe)

tangentes sy t a una circunferencia, de centro C A
y radio r, trazadas desde un punto P exterior
aella. C r
Supongamos que C(—1, 3), el radio mide \
5 unidades y el punto P(—9, —3).

. P/o/
Las rectas que pasan por P tienen la forma: 7 A t

y=—34+mx+9 > mx—y+9Im—-3=0
Imponemos que la distancia de C a esa recta sea igual al radio, 5.

(=Im—3+9m—3|_,

m?+1

Elevando al cuadrado obtenemos la ecuacion:
2
8m —6) = (5J/m? +1)

que tiene dos soluciones: 0,12y 2,34; por lo que las ecuaciones de las rectas son:
y=0,12x —1,92 y=2,34x+ 18,07

Considerando todo lo anterior, calcula las dos rectas tangentes a la circunferencia
dada que pasan por:

a) Elpunto (0, 14).
b) El punto (12, 0).
¢) Explicalo que sucede al hallar las rectas tangentes a la circunferencia que pasan
por el punto (2, 6).
a) Lasrectas que pasan por (0, 14) son de laforma:mx —y + 14 =0
m(=1)—3+414
m? + (—1)?

=5 =5-5m*—2m+121=25(m*+1)

—m+11
_>7
m? 41

m = —251

> 12m’+11m—48 =0 —
m =159

—251x—y4+14=0

Las rectas tangentes son:
159% —y +14=0

b) Las rectas que pasan por (12, 0) son de la forma:mx —y — 12m =0

mEN=3-10m) o | Z13m =31 o i6om? 4 78m 49 = 25(m +1)
m?+(—1)? m?+1
—>72m2+39m—8_0—>{m20’]5
m=-0,7

015x—y—18=0

Las rectas tangentes son:
—0/x—y+84=0

A Jo+1+6-3? =32 <5 = H punto es interior a la circunferencia,
no pueden trazarse las tangentes.
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086 | Dadaslasrectasr:3x+ 4y + 7 =0ys:12x — 5y + 7 = 0, jse puede trazar una
[ X Je) . .
circunferencia de centro (4, 4) que sea tangente a ambas rectas? ;Y con centro
en el punto (10, 2)? Escribe la ecuacion de dicha circunferencia en el caso
de que la respuesta haya sido afirmativa.

Circunferencia de centro (4, 4):

34+4-4+7|_,
V3447 . )
— No se puede trazar la circunferencia, ya que el centro
12-4-5-4+47 - 3 no se encuentra a la misma distancia de las dos
122+ (—5)° 13 rectas.

Circunferencia de centro (10, 2):

31044247 _ ¢
N3+ 42 } . ) )
— El centro estd a la misma distancia de las dos rectas.
12:10-5-247|_
122 + (=5

La ecuacién de la circunferencia es:

X—4Y+—4'=81-x+y —8—8/—49=0

087 | Dadas las rectas r:3x + 4y — 10 =0,
°®" | s:5x — 12y 4+ 2 = 0y la circunferencia
x*+y? —20x+84=0.

a) Comprueba que las dos rectas son
tangentes a la circunferencia.

b) Halla el punto P de interseccién de
ambas rectas, el punto C, que es centro A
de la circunferencia, y los puntos Ay A’, r
en los que las rectas son tangentes

a la circunferencia.

¢) Sillamamos d a la distancia que separa P de C, la distancia deiPa2 Qesd—r,
y la distancia de Pa Q'es d + r. Demuestra que PQ - PQ' = (Pa)

a) X+ y’—20x+84=0

— 25x? —380x + 1444 = 0
3X+4y—-10=0

A = 0 — La ecuacion tiene una solucién; por tanto, la recta es tangente
a la circunferencia.

X*+y?—20x+84=0

— 169x% — 2.860x + 12100 = 0
5 =12y +2=0

A =0 — La ecuacion tiene una solucién; por tanto, la recta es tangente
a la circunferencia.
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090 | Una hipérbola de % de excentricidad tiene su centro en (2, 3) y un foco en (7, 3).

SOLUCIONARIO

b) 3x+4y—10=0 9x+12y—30=0
S5x—12y+2=0 5x—12y+2=0

X4y —20x+84=0- (x— 10)> +y* =16 — ((10,0)

25x2380x+1.444:0—>x:358—>/\[38 16]

} — P2, 1)

i

5 5

169x% — 2.860x +12.100 =0 — x = ﬂ% A E 48]
13 13 13

Q X +yY —20x+84=0>K—-10°+y=16—>r=4

d=J10-—2+0—-1? =65

PQ-PQ' = (65 —4)- (V65 +4) = 65— 16 = 49

2 2
PAZ—[382] +[161} A L
5 5 25 25

Halla la ecuacién de una elipse cuyo centro es (2, 4), tiene un foco en (5, 4)

y su excentricidad es %

C@ 4 3
—>c=3 e=—-—o>a=
F(5, 4) 5
_22 _42
Comoa’=b>"+c—>b=4 La ecuacion es: k=2 +u=1

25 16

Escribe, en forma general, la ecuacion de la elipse 4x* + 9y*> —8x + 36y + 4 = 0.
Halla también sus focos y su excentricidad.

4 4+ 9y — 8x+ 36y +4=0— 4 — 8x+ 4+ 9° + 36y + 36 =36

=407 —2X+ 1)+ 9/ +4y+4) =36—> +

4
El centro de la elipse es C(1, —2).

Comoa® ="+ —sc=+5
Por tanto, los focos son: F(1 +/s, 72) y F’(] —e, 72)
R

3

La excentricidad de la elipse es: e =

Calcula su ecuacion.

€23 —c=5 e:i—>a:4

F(7, 3) 4 2 2
) _3

Comoc’=a*+b>—>b=3 La ecuacién es:u_%:w

(=1 2

1
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Y
091 | Una hipérbola en la que se cumple

°¢° | que a = b decimos que es
equilatera. Supdn que tiene su
centro en (0, 0) y que el eje focal

B
es horizontal. oA \ 0 F
5

X
Calcula su ecuacion y halla las
coordenadas de los focos en funcion N
de a. Determina las ecuaciones
de sus asintotas.
- - s X2 y? 2 2 2
La ecuacion de la hipérbola equilatera es de la forma: — — <> =1—->x"—y* =a

Comoa=byc=d +b*—>c=2a- F(\/Ea, O) F’(—\/Ea, O)
Al ser a = b, las ecuaciones de las asintotas son: y = £x

092 | Comprueba que la hipérbola, cuyos focos son (4\/3 4\/3) y (—4\/5, —45)
(X X ]

y su constante es 8\6, es una hipérbola equildtera. Comprueba que (8, 2) estd
situado en esa hipérbola. Obtén su ecuacion.

2c:\/(—4f—4ﬁ)2+(—4f—45)2:16

c=38
b=42
046}_)

Al ser a = b, la hipérbola es equildtera.
Jx=av2) +(y—av2) —(x+442) +(y+442) =842
S lx— a2 +(y=av2) =882 +(x+ 4v2) +(y+4v2)
—x?—8V2x+324 y? — 82y +32 =128+ x? + 8/2x + 32+ y2 +
+ 82y + 3241692y (x + 4v2) + [y + 442)
S 162X — 1632y —128 = 1682 (x + 432) + (y + 42)
Sxtyt a2 = —|(x+4v2) +(y+av2)

- x2+y2+2xy+8\5x+8\/§y+32:X2+8\5X+32+y2+8\5y+32
— 2xy =32 — xy =16 es la ecuacion de la hipérbola.

8-2=16—(8,2) esun punto de la hipérbola.

093 | Como la parabola es el lugar geométrico Y
°® | delos puntos que equidistan de una recta
llamada directriz y un punto denominado
foco, emplea la definicién para calcular 4
la ecuacién de una parabola cuya directriz
sealarectar:3x+ 4y =0y cuyo
foco sea F(—1, 0).
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X+ 4 X+ 4
(X+])Z+y2:7‘ y‘—> x2+2x+1+y2:7‘ /|
V3442 5
Ox? +16y? + 24xy
25
— 25x% 4 50x + 25 + 25y% = 9x* + 16y2 + 24xy
— 16x% 4 9y? — 24xy + 50x + 25 =0

S XU F Ty =

094 | Halla los focos, vértices y directrices de las siguientes parabolas.
see
a) y=x>4+2x+1 Q) y=4x>—8x+12
b) 4y=—x*+8x—6 d) y=6x>+9x—10
(Recuerda que, en una pardbola del tipo y = ax* + bx + ¢, la directriz es horizontal

- . b
y el vértice es un punto de abscisa —2—).
a

a) y=(x+1
El vértice de la pardbola es: V(—1, 0)

2p:1_>p:]—>F[1,1] Directriz:yzfi
2 4 4

b) 4y—WO:—(X2—8x+16)—>y—§:—%(x—4)2

El vértice de la pardbola es: \/[4, i]

p=——op=——— F[4, ] Directrizz y = —
4 8 1 g 16

Q y—8=4(—2x+1)—>y—8=4x— 1)
El vértice de la pardbola es: (1, 8)

2p=4—->p=2-—F1,9) Directrizy =7
2
d) +u—6x2+—x+i—> +ﬂ:6x+i

16 8 4

El vértice de la pardbola es: \/[—3, —107]
4 8

3 95 119

p=6—>p=3—>F— — Directriz y = ———
[ 4 8 ] g 8

3
095 | Calcula los puntos de interseccién de la pardbolay = TXZ y la circunferencia

7 | x4 y?=25.
2 _
3X2_1§y70 — X2 =25-y’
X +y =25

y=3
3y’ +16y —75=0— P

Los puntos de interseccion son: (4, 3) y (—4, 3)
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096 | Determina las posiciones relativas de la parabola y* = 9x con las rectas.

Yels!
a) r3x+y—6=0 b) s:2x+y+6=0 ) t:3x—2y+3=0
En el caso de que las rectas corten a la parabola, halla los puntos de corte.

2

a) yo=9%
X+y—6=0
A =81 > 0 — La ecuacion tiene dos soluciones; por tanto, la recta corta
a la pardbola en dos puntos.

}—>y2+3y—18—0

Los puntos de interseccion son: (1, 3) y (4, —6)

b) yz = Ox 2
-2y +9% +54=0
Hty+6=0] VTV
A = —351 < 0 — La ecuacién no tiene soluciones; por tanto, la recta no corta
ala pardbola.
Q y? = 9x

Sy —6y+9=0
3x—2y+3:0} oo

A =0 — La ecuacion solo tiene una solucion; por tanto, la recta corta
a la pardbola en un punto, siendo tangente en el punto (1, 3).

097 | Las bisectrices de los cuatro cuadrantes cortan a la parébola y = x* —3x
" | entres puntos. Halla el rea del triangulo que forman.

Y

Las bisectrices de los cuatro cuadrantes tienen como ecuaciones: {y -
y ==X
}z/:X}—>x2—4x:o
Yy =x"—=3x
Los puntos de interseccion son: (0, 0) y (4, 4)
y ==X
y = x—3x
Los puntos de interseccion son: (0,0) y (2, —2)

}—>x272x:0

Como el dngulo en el vértice O es recto, el drea del tridngulo es:
OA-0B  8-\32

2 2

8
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SOLUCIONARIO

La cénica de ecuacién: 9x? + 16y? + 24xy + 8x — 44y + 24 = 0 es una parabola
cuyo eje es la recta: r: 8x — 6y + 2 = 0. Determina su foco.

Sea F(a, b) el foco de la pardbola.

8x — by + 2
T A
82+ (—6)
8x — 6y +2
\/xz—zax+az+y2—2by+bzzx]g/+
64x7 + 36y’ — 96xy + 32x — 24y + 4

x?—2ax +a*+ y? —2by + b’ =

100
100x” — 200ax + 100a” + 100y” — 200by + 1006” =

= 64x? + 36y? — 96xy + 32x — 24y + 4
Ox? +16y” + 24xy — (500 + 8)x — (50b — 6)y + 25a° + 25b° — 1= 0

8 = —(50a + 8) 0
X’ + 16y° 4 24xy + 8x — 44y + 24 =0 — 1—44 = —(500 — 6) -e{b:]
24 = 250° + 2567 — 1 =

El foco es el punto F(0, 1).

Encuentra los puntos de corte de las parabolas y? = 9xy x? = %y.
y? = Ox
=y
Los puntos de corte son: (0,0) y (1, 3)

}%9x4—9x—0—>x(x3—1)—0

El famoso hombre bala Adal L. White hizo

una demostracién en una ciudad. Se introdujo
en un caidn y fue lanzado al aire, siguiendo una
trayectoria de un arco de parabola. Alcanzé

una altura maxima de 20 metros y cayd ileso

a una distancia de 60 metros del caiién.

Determina la ecuacion de la parabola que describe
su trayectoria.

(Puedes suponer que el punto mds elevado es el origen
de coordenadas)

YA Si se considera el origen de coordenadas
1 como el punto mas elevado, los puntos
Ay Bserfan el punto de lanzamiento

30 X y de aterrizaje, respectivamente.
/ N La ecuacion de la parabola es de la forma:
f 3 y = —2px*

Como (30, —20) es un punto de la

pardbola: =20 = —2p - 900 = p = %

- , . ! 1
Por tanto, la ecuacién de la pardbola que describe la trayectoria es: y = ———x’

45
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101 | Determina el valor de k que hace que la recta 2x+ y + k=0 sea tangente
ala parabola y* = 6x.
y? = 6x

S (=X —K*=6x >4’ + @k —6)x+k*=0
X+y+k=0

La recta es tangente a la pardbola si solo la corta en un punto; por tanto,
la ecuacion debe tener una Unica solucion.

A:(4/<—6)2—16k2:Oe—48k+36:O—>k:%

102 | Encuentra la ecuacion de una parabola de directriz horizontal que pase
““" | porlos puntos (4,7), (—8,7) y (10, 25).

Sila directriz es horizontal, la ecuacion de la pardbola es de la forma:

y=ax+bx+c
Entonces:
7= 1l6a+ 4b+c 16a +4b +c=7 16a + 4b +c = 49
7= 64a— 8b+ct— 4a— b =0{— 4a— b =0
25=100a + 10b + ¢ 14a + b =3 6a =1
a:1 b:g C:S
6 3 3

Por tanto, la ecuacion de la parébola es: 6y = x* + 4x + 10

103 | Elfoco de esta parabola es F(—1, 3) y su directriz es la bisectriz del primer cuadrante.
“®" | Completa su ecuacion.

Xty i+ 22y 4+ ax+[]

"

"N

'41’\")(

P (=1 ‘ ‘
X—=y
S+ T+ Yy —6y+9 =
I V2
X2+ y? — 2y

S X+ 2+ 1y -6y +9=

=27+ Ax+ 242y =12y +18 = x? + y* — 2xy
= X2+ Yy 2y +4x—12y +20=0
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Decide qué tipo de cénicas son las siguientes, halla sus elementos y haz una

representacion grafica aproximada.

a) X’ +y’+2x+6y+1=0
b) x> —4y*+ 16y —32=0

a)

SOLUCIONARIO

€ 16x>+9y> —32x+ 54y —47=0
d) x>’ +6x—4y+17=0

CHy+2x+6y+1=0 Y
X+1’+(y+3°=9 :
La conica es una circunferencia de centro ) = e
C(—1, —3) yradio 3. / N\
\ /
N LA
2 ) 2
X =416y —32=0->xX—4y—-2°’=16—> T6 _%:1
La conica es una hipérbola de centro C(0, 2).
Y
Comod’=16—a=4— A(,4’ 2
Al=42)
.
Sic=a"+b"—>c=+20
74 1
L FN20.2) A x
F(=20, 2)

16X2 + 9y2 — 32x + 54y — 47 =0 — 16(x — 1) + 9(y + 3)> = 144

N (x —1) . (y + 3V
16
A, 1)

Comod®=16—a=4—1 "
A'Ql, =7)

= 1— La conica es una elipse de centro ((1, —3)

B(—=2, —-3)

Sit*=9—->b=3—1"
B'(4, —3)

F(1, =3+7)

Comoaz—bz—kcz—)c—ﬁ—)[

F(1,-3-+7)

XAbx—4y+17=0—>Kx+3°’ =4y —2)

—>y—2:%(x+3)2

La conica es una pardbola de vértice (-3, 2).

1 1 17
Como2p=——=p=——F-3 —
SR i ah)

15
La directrizes larecta y = e

295



Lugares geométricos. Conicas

2 2

X
105 | Calcula la recta tangente a la elipse — + RAR Y¢
“®% | enel punto P(0, 8). 2 16 4
(Las rectas que pasan por (0, 8) tienen como ecuacion
y=mx+ 8)
y=mx+8
——
16x% 4 25y% = 400 1 X
y=mx+38

— (16 4+ 25m?) x* + 400mx +1.200 = 0

La recta es tangente a la elipse si la ecuacion tiene solo una solucién, es decir,
si el discriminante de la ecuacion es igual a cero. e
4

A = 160.000m* — 4.800(16 + 25m?) = 40.000m’ — 76.800 =0 — m = :I:i
Hay dos rectas tangentes a la elipse que pasan por el punto (0, 8):

43x =5y +40=0

{4\/§X+Sy—40—0

106 | En lafigura se observa una propiedad de la recta tangente a una elipse
°®® | en un punto P. Vemos que es la bisectriz del angulo formado por la recta P
con un foco y la recta que une P con el otro foco.

t

\ p

£ 0 F\

Usa esta propiedad para calcular la ecuacién de la recta tangente
2 2

16
en el punto P| 3, ] de la elipse de ecuacion x + = L
5 25 16
a=>5
—>c=3
b= 4} ¢

Los focos son los puntos: F(0, 3) y F'(0, —3)

La recta que pasa por el puntoy el foco Fes:x — 15y +45=0

La recta que pasa por el puntoy el foco F'es: 31x — 15y — 45 =0

Los puntos de la bisectriz equidistan de ambas rectas:
X—15y+4531X—15y—45_>{\/@(x—15y+45)_ 113 31x —15y — 45)
JEH(157 3R (=157 593 (x — 15y + 45) 113 31x — 15y — 45)
305,18x + 205,82y —1.574,17 =0

353,88x — 524,72y + 617,46 =0

Como la recta tangente en un punto del primer cuadrante tiene pendiente
negativa, la recta tangente pedida es: 305,18x + 205,82y — 1574,177 =0

j

Simpiﬂcando:{
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o00

Observa la figura. Hemos dibujado una parabola
y en ella situamos un punto P. Vemos

SOLUCIONARIO

que la recta tangente a la parabola en ese punto
es la bisectriz del angulo que forman la recta
que une P con el foco y la recta perpendicular

a la directriz que pasa por P.

Usando esa informacion, calcula la recta

tangente a la parabola y* = 18x
en el punto (2, 6).

2p=18—->p=9—-F90)

La directrizes larecta:x+9=0

La recta que pasa por el puntoy el foco es: 6x 4+ 7y — 54 =0

La recta perpendicular a la directriz que pasa por el puntoes:y — 6 =0
Los puntos de la bisectriz equidistan de ambas rectas:

l6x+7y —54|  |y—6|

\/62+72 \/12+02

6x +7y —54 =/85(y —6) = 6x — 221y +131=0
6x + 7y — 54 = —\/85(y —6) = 6x + 1621y —109,31= 0

Como la recta tangente en un punto del primer cuadrante tiene pendiente
positiva, la recta tangente pedida es: 6x — 2,21y 4+ 131 =0

Si una sefal incide sobre una antena
parabolica en direccién perpendicular
a su directriz, esta se refleja como

si chocara contra la recta tangente

en ese punto.

Demuestra que el rayo reflejado pasa
siempre por el foco de la parabola.

Esta propiedad es la que confiere su utilidad
a las antenas parabdlicas, puesto que

concentran la sefial en un solo punto, el foco.

S

M / R

Se considera un punto f, una recta sy un punto M
que pertenezca a ella.

Si se traza la perpendicular a d que pasa por M,

esta recta corta a la mediatriz del segmento MF

en un punto P, que pertenece a la parabola de foco F
y directriz s por ser MP = PF. Como la recta

es perpendicular, la medida del segmento MP
coincide con la distancia del punto Pala rectas.

Esta mediatriz es la tangente a la pardbola de foco F y directriz s. Ademas,
los angulos RPS y FPT son iguales, por ser los dngulos que forman el rayo
que incide y el rayo que se refleja. Y por ser opuestos por el vértice,

los angulos MPT y TPF también son iguales.

Por tanto, un rayo que incide perpendicularmente a la directriz se refleja pasando

por el foco F.
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109

L X 2]

110

1

112
[ X Xe)

Un espejo hiperbdlico es tal que la distancia focal mide 26 mm y el eje real 24 mm.
Calcula las coordenadas de los vértices y los focos.

F'(13,0)

A'(12,0)

2c=26—c=13—F(—13,0)
20=24—a=12—>A(-12,0)

Un tridngulo inscrito en una circunferencia,
cuyo lado mayor coincida con un didmetro,
es un triangulo rectangulo.

a) Utiliza esta propiedad para calcular el lugar
geométrico de los puntos cuya suma
de los cuadrados de las distancias
aP(3, —3) y Q(—5, 3) es 100.

b) Comprueba tus resultados, teniendo en cuenta que conociendo los dos extremos
del didametro puedes calcular el centro y el radio
de la circunferencia.

Sea P(x, y) un punto del lugar geométrico.

X=3 7+ +3 '+ Kx+5"+(—37=100
S =X+ 9+ Y+ 6y + 94+ x4+ 10x+ 25+ — 6y +9=100
> X+ Y+ 2% —24=0— K+ 1)1+ =25

Es una circunferencia de centro (—1, 0) y radio 5.

El centro de la circunferencia es el punto medio del segmento: (—1, 0)

Y el radio de la circunferencia es la mitad de distancia entre los puntos:

(=5-37+B+37 =10

Desde un punto de una hipérbola, los focos
estdna2cmy 8 cm,y el eje imaginario
mide 6 cm. Calcula.

a) ¢Cudl es la distancia entre sus vértices?

b) ;Y la distancia focal?

a) 2a=d(P,F)—dP,F)=8—-2=6
b) 2b=6—b=3cm
Comoc=a’+ b’

c=18 =32 cm = 2c =62 cm

P
&\

Hemos medido la distancia desde un punto =
MG

de una elipse a sus focosy esde 9cmy 7 cm,
respectivamente. Si la excentricidad es 0,8;
icudl es la longitud de sus ejes?

20=dP, F)+dP,F)=9+7=16cm
a=2=8

e=0,8
Comod’=b+c -b=48cm—=2b=96cm

B
90‘,“-""‘

~— A
F

A e
2

}45:6,4



SOLUCIONARIO

113 | Los dos triangulos de la figura tienen la misma
""" | base, AB, que mide 8 cm, y sus perimetros

miden 20 cm.
Dibuja otro tridngulo con estas propiedades
y halla un método para dibujarlos. A B

Respuesta abierta.

A 8cm B
Si P es el tercer vértice de un triangulo en las condiciones del problema, entonces:
dpP,A)+d(P,B =12

Por tanto, para dibujar todos los tridngulos hay que trazar la elipse
de focos Ay B con constante 2a = 12.

PARA FINALIZAR...

114 | Dados los puntos A(2, 1) y B(6, 4), determina el lugar geométrico de los puntos P

Py
tales que el drea del tridngulo ABP sea 10 de unidades cuadradas.

dA B =4 +3 =5

Siel drea del tridngulo mide 10, entonces la altura debe medir 4.

-2 —1
Seares la recta determinada por Ay por B: XT = yT —>3x—-4y—-2=0

3x —4y —2 — 4y —2 =
d(P,r)—4—>y—4%{3X 4y —2=20

32 4 (—4)? —3x+4y+2=20
El lugar geométrico esta formado por dos rectas paralelas: {SX —4y—-22=0

tangente a la recta r: x = a que pasa
por el punto B(b, 0).

3x—4y+18=0
115 | Considera un punto Q de una circunferencia y |
con centro en el origen y radio r, $Pla y)
y otro punto P con la misma abscisa que Q.
Halla el lugar geométrico de los puntos P, sabiendo Q0@ y)
que la razén de las ordenadas de Py Q es k. o
Sea ((g, b) el centro de una circunferencia 0 X

|x—a|
VP40
S KX—a?=K—-b+y’—> y’=20b-a).
El lugar geométrico es la parabola de foco By directriz r.

diC, n=4dC B — (x = b’ +(y -0’
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116 | Igual que una recta puede expresarse con ecuaciones paramétricas,
también puede hacerse con las conicas.

Comprueba que las ecuaciones:

X=a+r cos o . .
) { + son de una circunferencia.

y=b+rsena

X = a .
b) { a €05 Ao de una elipse.

y=bsena

a) X=a-+rcosa X—a=rcosa
y=b+4rsena y—b=rsena
= (x—aP+(y—b)Y =r?cos’ a+r’sen’ o = r?

Se trata de una circunferencia de centro C(a, b) y radio r.

= C0S 2 2
X Yy 2 2
—>—2+——cos a+sen o =1

b) x =a cos 04}
ﬁ
bz

y=bsena
=sen o

o< ox

Las ecuaciones corresponden a la elipse de centro C(0, 0) y constante 2a.

117 | Describe el lugar geométrico de los puntos que verifican la ecuacion
x> —y?>—4x+ 6y —5=0.

X—y —dx+6y—5=0—>(—4x+4) —(V—6y+9) —5=4-9
X—2=y-3 _){xfy+1=0

— 2 —(y—37=0
- Kx=2"=(y~-3) _){xz_y+3 i ty—5=0

El lugar geométrico esta formado por dos rectas perpendiculares.

118 | Halla el lugar geométrico de los puntos P(x, y), v
tales que el producto de las pendientes de las rectas
que los unen con los puntos A(2, 0) y B(—2, 0)
esigual a k.

Pxy)

Identifica el lugar geométrico si: 14

b) k=0 d) k=4

a) k=—1 ) k=—4 o % \A=

Y
X—2
Y

X+ 2

A—P>=(x72,y)—>m1:

BP=(x+2y)—>m=

Y Y ks = k(-4
X—2 Xx+2

a) Sik=—-1oy =-X+4-oxX+y =4
El lugar geométrico es una circunferencia centrada en el origen
de coordenadas, de radio 2.
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SOLUCIONARIO

b) Sik=0—-y'=0—-y=0
El lugar geométrico es una recta, el eje de abscisas.
XZ yz
Q Sik=—4—5y' =—4C+16> 4 +y = 16—>7+E:1
El lugar geométrico es una elipse centrada en el origen de coordenadas.

2 2

d) Sik=4 5y =4¢ 16— 4x2—y2:we—>%—f—6:1

El lugar geométrico es una hipérbola centrada en el origen de coordenadas.

119 | Consideramos un segmento de extremos Ay B, y su punto medio M.
Determina el lugar geométrico de los puntos P, tales que las distancias entre este
punto y M, Ay B cumplan la siguiente condicion.

M _ PB
PA  PM
POy
A 1
oo ! )
DA
” .’I
A M B

Si AB = 2d y M = (0, 0), se puede considerar que A= (—d,0)y B=(d, 0).
Sea P(x, y) un punto del lugar geométrico.
PM =[x+ y?

PA= (x4 d\ +y’

PB =/(x— a7+ y*
%:%—)(WY:ﬁ-%exz+y2:\/(x+d)z+y2 =i+ y?
X422+t = = d) + - dYy 4 (= d)y

Xt 22y = Xt = 2d% 4 df 4 XAy A 2dxy? + dByR o xRy = 2dxy? o+ dPyP

2 2

2 —2dyr =gt — 2 Y
FEE
2 2

Por seriguales los ejes, el lugar geométrico es una hipérbola equilatera.
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En busca de Klingsor

Cierta vez, un reportero pregunto a Einstein:
—;Existe una féormula para obtener éxito en la vida?

—pregunto el reportero, insistente.

—Si A representa al éxito, diria que la formula es A = x +y 4+ z, en
donde x es el trabajo e y la suerte —explico Einstein.
—:Y qué seria la 22
Einstein sonrio antes de responder:
—Mantener la boca cerrada.
Un joven norteamericano, Bacon, estudia Fisica en el Instituto de Estudios
Avanzados de Princeton y alli conoce a Einstein, del que recuerda algunas
anécdotas como esta. Al finalizar la Segunda Guerra Mundial, se hace espia
y viaja a Alemania para encontrar al mdximo responsable de las investigacio-
nes atomicas realizadas por los nazis, que se esconde bajo el se cudonimo de
Klingsor. En sus pesquisas le ayuda un matemdtico, de nombre Links, que for-
mo parte del equipo de investigacion nuclear.
iPor qué estabamos juntos el teniente Bacon y yo [pensaba Links
¢Cuando nos encontramos por primera vez? ;Cual era nuestra mision?
¢Como se cruzaron, en fin, nuestras vidas paralelas? Para responder a
estos cuestionamientos no me queda mas remedio que hablar un poco
de mi.
Ubico mi nacimiento en el mapa de mi imaginacion como un pequerno
punto dibujado en el centro de un plano cartesiano. Hacia arriba, en el

eje de las y, esta todo lo positivo que me ha ocurrido; en contraposi-
ci6n, hacia ab bajo descubro mis desventuras, mis retrocesos y mis re-
quiebros. A la cleledm, en el eje de las x, encuentro los actos que me
definen, aquellos que voluntariamente he convertido en el centro de
mi vida —deseos, anhelos, obsesiones—, mientras que, a la izquierda,
yacen esas porciones de mi ser que me han modelado contra mi volun-
tad o mi conciencia, esas partes aparentemente impredecibles o espon-
taneas que, no puedo negarlo, también me han llevado adonde estoy
ahora. ;Cual seria el resultado final de un ejercicio como éste? ;Qué
forma apareceria en medio de la hoja? ;Seria posible trazar las coorde-
nadas que he recorrido a lo largo de mi trayecto? ;Y obtener, a partir de
esa linea, la formula que me resuma en cuerpo y alma?

JORGE VoLri

Juzga la metéfora de Links. ;Seria posible representar una «vida»
mediante una curva en un sistema de coordenadas cartesianas?

No serfa posible, ya que los elementos que se describen en el texto
no son traducibles a puntos del plano que puedan describir
una curva.




SOLUCIONARIO

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Dada la funcién f(x) = log (sen x):

a) ;Esté definida para x = %? b) ;Y parax = 37“?

a) f[“
2

b) f[iﬁ] =log [sen 32“] = log (—1) — La funcién no esta definida para x = 37“

= log

sen ;] =log 1= 0 — La funcién esta definida para x = %

porque no existe el logaritmo de —1.

002 | Expresa las siguientes condiciones en forma de intervalo.
a) —1<x<5 b) x>7 o x<-=2 d) Todos los numeros reales.
a) [=1,5) b) [7, +o0) 0 (=00, =2] d) (—o0, +00)

003 | Expresa, de forma algebraica y mediante una tabla, la funcién que asigna a cada
numero su cubo menos dos veces su cuadrado.

) = x> — 2x°

X -2 —1 0 1 2
f(x) —16 -3 0 —1 0

004 | Dibuja estas funciones e indica de qué tipo son.

a) Unvendedor de muebles tiene un sueldo fijo de 480 €, y por cada mueble
que vende, cobra 10 € de comision.

b) A cada numero real le hacemos corresponder su doble menos 2.

a) Y

400 +
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Funciones

ACTIVIDADES
001 | Justifica si las siguientes graficas corresponden a funciones.
a) v b) va
X X

a) La grafica corresponde a una funcién, porque a cada valor de x le corresponde
un Unico valor de y.

b) La gréfica no corresponde a una funcién, porque hay valores de x a los que
les corresponden varios valores de y.

002 | Razona, en cada caso, si la relacion entre las magnitudes es una funcion o no.
a) Ladistancia entre dos ciudades y el tiempo que se tarda en ir de una a otra.

b) La cantidad de fruta que compra una familia, en kilogramos, y el precio
por kilogramo.

c) Laalturade los alumnos de un centro escolar y su edad.
a) No se trata de una funcién, ya que segun sea la distancia entre dos ciudades,

el tiempo que se tarda puede tomar valores distintos, dependiendo
de la velocidad a la que se circule.

b) Es una funcién, puesto que para cada cantidad de fruta que se compre
hay un precio Unico segun el peso por kilogramo adquirido.

c) No se trata de una funcién, porque distintos alumnos pueden tener la misma
altura, aun siendo de edades distintas.

003 | Determina el dominio y el recorrido Y
de esta funcién. T

Dom f=[—4,3]U (4,6) 1
Imf=1[-3,2]U {4} 4

004 | ;Cudl es el dominio de estas funciones?

a) f)=+x+4 Q) f(x) =9x> + 6x> —9x
b) fix) = > d) fx) = cosx
Xx“—16
a) Dom f=[—4, +) ¢) Domf=R
b) Domf=R —{—4, 4} d) Domf=R



SOLUCIONARIO 7

005 | ;En qué intervalos es creciente esta funcién?
¢Y decreciente? En x = 2, jes concava o convexa? )

La funcion es creciente en (—6, —2) U (—1, 2). 1

La funcion es decreciente en (—2, —1) U (2, 4). \ X

En x = 2, la funciéon no es ni cobncava
ni convexa.

YA

006 | Estudia el crecimiento de la funcién.

La funcion es decreciente en (—oo, —2),
es constante en (—2, 1) y es creciente
en (1, +o0). \ X

007 | ;En qué puntos de la funcién hay maximos
relativos? ;Y minimos relativos? ;Tiene maximos /
o minimos absolutos?

Existe un maximo relativo en el punto x = —2. / /

No tiene minimos relativos ni absolutos
y no hay maximos absolutos.

008 | Estudia el dominio, el recorrido, el crecimiento
y los méximos y minimos de f(x). \

Dom f = (—o0, 6]
Imf= [*3, +OO) JT f(

La funcion es decreciente en
(=00, —3) U (=1, 5) y es creciente
en(—=3,—-1U(G5,6).

Existe un maximo relativo en x = —1y un minimo absoluto en x = 5.
No hay méximos absolutos.

/

009 | Dibuja la grafica de una funcién para que sea:

a) Impar. b) Par.

Respuesta abierta.
a) Y b) YA

LD
~
[ =
ol
T~ ——
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Funciones

010 | Justifica si estas funciones son simétricas.

2) fog= X 12 b) gix) = x> —3

(=0'+2 _ x'+2 _
(_ )2 XZ

) = f(x) es simétrica respecto del eje V.

011 | Representa una funcion periddica tal que el periodo lo determine esta grafica.

012 | Razona si las siguientes graficas corresponden a funciones periddicas.

a) y b) v

1

—— ' 1

f X T "

a) Lafuncioén es periédicay su periodo es 4.
b) Lafuncion no es periddica, porque la gréfica no se repite.

013 | Teniendo en cuenta la grafica de y = f(x), identifica a qué funcidn corresponde
cada una de las gréficas que aparecen en la figura.

Y

9
gx) = —fx)

h(x) = f(—x)

iX) = fx —=3)



014

015

SOLUCIONARIO 7

A partir de la grafica de y = f(x), representa estas funciones.

Determina el valor de las estas funciones en el punto x = —5,
X+3
sifx) =x*—3ygx) = +3
X

a) (F—g)) b) (F- g)x) 9 [ é ] "
a) F—g)=x"-3— X+3 (f — g)(=5) = (=5 —3— —5+3 :E
X — -
b) (f'Q)(X)—(xz—g).[X+3]_ X3 43x2—3x—9
X X
(s = TS50 -0 4
f x1—3 X3 f 5 — 35
e B —|P ==
J [g](x) X+3  x+3 [g]( ) S

X
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016 | Teniendo en cuenta que f(x) =V x° y g(x]
funciones en los puntos que se indican.

a) (f-g9)(—4) [ ]

, halla el valor de las siguientes

B (g = L2
X+ 1

No existe (f- g)(—4), porque (—4)° no es real por ser el radicando negativo.

. [f] NI (N
) X) = =

g X +3 x*+3
x+1
| f 5 A .
No existe | — [(=1), porque v (—=1)° no es real por ser el radicando negativo.
g

017 | Determina el valor de la composicion de funciones que se indica en cada apartado,

enx=—4,sif(x) = x>y glx) = x—1
a) (fog)x) Q) (fof)x)
b) (gof)x) d) (gog)x

3 (Fog)—4) = flgl—4) = f[s] -5

4)" 16
b) (gof)—4) = g(f(—4) = g(16) = %

O (fof)(—4) = f(f(—4) = f(16) = 256

d) (gog)(—4) = glg(—4) = 9[5] '

018 | Sif(x) =V 2% y g(x) = x — 4, halla el valor de estas funciones en los puntos
que se indican, determlnando primero la composicién de funciones
correspondiente.

a) (fog)(5) b) (gof)(5)

Justifica, a partir de los apartados anteriores, si la composicién de funciones
es conmutativa.

Q) (Fog)) = flgh)) = fix — 4) = \20x — 4)°
(fFog)5) =2

b) (go Nl = gif) = g(V2x* ) = V2x* — 4
(gof)5) =250 —4 =510 —4

(f 0 g)(5) # (g o f)(5) — La composicion de funciones no es conmutativa.



SOLUCIONARIO

019 | Sif(x) =3x+2ygk) =

x+1
a) Determinagof,fogygog.

b) Halla las funciones inversas de f(x) y de g(x), y comprueba que fof~'yg~'og
dan la funcién identidad.

a) (goNK = glflx) = gBx +2) = X +2

3x 43
(fog)(X>f(g(X))f[ X ]3~ Xy X2
X+1 X+1 X+1
X
_ o X _ X +1 _ X
(90 9 = glgt) g[w] T
X+

b) y=3x+2—ox=2L"%5fl)= x—2

3
(Fof )= <f1(x)>:f[xz]:3- X2 ia=x
3 3
_ _ oy _ Y Sy X
= SXYFY=XDIX—XYy =Y > X= - g x)=
X +1 1—x
X
G090 =g g = g~| | = —=X L«
1—x X 1 X+1—x
1—x
020 | Averigua cual es la funcién inversa de f(x) = 7+ x .
X
a) Representa las funciones f(x) y f ' (x).
b) Comprueba si sus graficas son simétricas respecto a la recta y = x.
_IEx axy:7+x—>xy—x:7—>x:L—>f’*( )= !
X y—1 X —1
a)

b) Las funciones son simétricas respecto a la recta y = x.
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I
021 | Razona si las siguientes graficas pueden corresponder a una funcién.
[ Jexe]
a) Y
\C LT
INENE|
| |
\\ \ ’l \\ I’ II X
1V /
b) Y
L~ ~
/ ] AN
X
N )4
™~ "
o] Y
/,
1/
\ i \
\ / \ X
\
d) Y
N
N
A 1
\ X
\\ I e
a) La gréfica corresponde a una funcién, porque a cada valor de x le corresponde
un Unico valor de y.
b) La grafica no corresponde a una funcién, porque a los valores de x situados
entre los vértices de la elipse les corresponden dos valores de y.
¢) Lagréfica corresponde a una funcién, porque a cada valor de x le corresponde
un Unico valor de y.
d) La gréfica no corresponde a una funcion, porque hay valores de x a los que
les corresponden varios valores de y.
I
022 | Realiza una tablay representa estas funciones.
[ Jele]
a) Cada numero entero lo relacionamos con su nimero de divisores positivos.
b) Cada numero real lo relacionamos con su parte entera.
¢) A cada numero le hacemos corresponder él mismo menos su valor absoluto.
d) A cadanumero le corresponde el valor 2.

310



SOLUCIONARIO 7

Al x | -4 3] 2] 1 3| 4
fx) | 3 2 2 1 1 2 3
YA
X
D)l x | —2 | <16 =1 | —04 07 15 | 2
fx) | —2 | =2 | =1 | =1 0 1 2
Y
Y S o e e o S
X
a9l x -2 | -16]| =1 | —04 0,7 15 2
fx) | —4 | =32 =2 | —08 0 0 0
YA
X
d) X -2 —1 1
fx) | 2 2 2 2
YA
1
X
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Funciones

023 | Alolargo de un dia medimos la longitud, en metros,
°% | dela sombra que proyecta una farola desde el amanecer
hasta que anochece.

Las medidas, tomadas cada dos horas, desde las 6:00 h,
se muestran a continuacion.

0 25 17 5 2

6 19 32 0
a) ¢Crees que las tablas definen una funcion?
b) En caso afirmativo, identifica sus variables.

a) Latabla define una funcién porque a cada hora le corresponde una Unica
longitud de la sombra.

b) La variable independiente x corresponde con la hora del dia y la variable
dependiente y corresponde con la longitud, en metros, de la sombra.

024 | Comprueba si los siguientes puntos estan en los dominios de cada funcién.

[ Jeke)
a) Lospuntosx=3,x=2yx=—5paralafuncionf(x) =vx+1.
b) Los puntosx =3,x=4yx =15 paralafuncién f(x) = In (x —4).
3x —6

¢) Lospuntosx=2,x= —2yx =0 para lafuncién f(x) = .
x+2

a) J3+1=2—>x=3€cDomf
\/m:\/?—n(:ZGDomf
V=541 :\/ng%x:—SgDomf
b) INnB—4)=In(—1)¢€R—x=3¢Domf
IN4—-4)=In0¢€R—->x=4¢Domf
NG—-4)=In1=0—-x=5€Domf

o) M:O%XZZEDOI’T\I(
242
—242 0
306 3, —0eDomf
042

025 | Estudia si los valores de la ordenada, y, estan incluidos en los recorridos de estas
°“" | funciones.

a) Lasordenadasy=3,y=2ey= —5paralafuncionf(x) = v3x —3.

b) Lasordenadasy =0,y =30ey= —3 para la funcion f(x) = x> — 5x + 6.
2x —5
X+2°

13
¢) Lasordenadasy = 1,y:?ey= —7 para la funcion f(x) =
a Vx—-3=3-53%-3=9-5x=4—->y=3¢clmf
V3x -3 :2%3X—3:4+x:§—>yzzelmf

y=—5¢ Imf, porque la raiz no puede tomar valores negativos.



SOLUCIONARIO

b) ¥ —5x+6=0—>x=20x=3—>y=0&Imf
X =5x+6=30—>x—5x—24=0—>x=80x=-3—>y=30€lmf
X =5x+6=-3>xX—-5x+9=0->A=-11<0
— La ecuacion no tiene soluciones -y =—-3 €Imf

Q) X5 =1l X-5=x42->x=7->y=1€lmf
X+2
2= :E—>12x—30213x+26—>x:—56—>y:E€|mf
X+2 6 6
=5 =7 oX-5=-x-14ox=-1oy=-7€lmf
X+2

026 | Determina el dominio de estas funciones.

L X Xe)

2

X—3 7 X x —1
a) flx) = b) f(x) = o fx)= d) fx) = ——
) fx) ; ) f(x) 3 1 2
a) Domf=R ¢ Domf=R
b) Domf=R — {3} d) Domf=R —{-=2,0}
027 | Estudia el dominio de las siguientes funciones.
a) y=+vx+3 0 y=~x"—4x+4 e) y=VxX"+2x+9
b) Yy =J2x*+3x -2 d) y=+v5—2 f) y=v6+x—x’
a) Dom f=[-3, +)
X =2
b) 2 +3x—-2=0—>1 1
2
Dom f = (—oo, Z)U[;, +oo]
Q) X¥—4x+4=0—->x=2
Domf=R
d) Domf = [oo, 5]
2
e) X*+2x+9=0— A= —32<0— Laecuacion no tiene soluciones.
Domf=R
f) 6+x—x2:Oeixz_2
X =3
Domf=[-2,3]
028 | Escribe el dominio de las funciones. 10
000
a) y=log, (x —4) ¢ y=3"x e) y:In[4 ]
b) y=cos(1 —x) d) y=sen(x —m -
a) Dom f= (4, +) c¢) Dom = (0, +x) e) Dom f=(—o0, 4)
b) Domf=R d) Domf=R
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029 | Analiza el dominio de las siguientes funciones.

soe
a) y=1log,(5+x)
b) y: 23)(46

1

Q y=52

d y=2—tgx
3

e y=— -
l‘g[x+1]
2

a) Dom f= (=5, + o0)
b) Domf=R
c) Domf=R — {2}

d) Domf—R—{;—H«n,keZ}

e) Domf—R—{;‘Jrk;kez}

030 | Determina el dominio de las funciones.
a y= W+ J8—x
b) y=¥Yx+2-JVx+3
Q y= \/mm

a) Domf=[-1,8]
b) Dom f=[—3, 4+0o0)
c) Domf=o

031 | Estudia el dominioy el recorrido de las siguientes funciones.

o000

a) y=5-3
b) y=24++Vx—1
3
Q y=—
X
d y=2—-4
e) y=v3—x ++3+x
f) y= 2
X—2
a) Domf=R d) Domf=R
Imf=R Imf= (-0, 2)
b) Dom f=[1, +o0) e) Domf=[-3,3]
Im f=[2, +0) Imf:[\/€,2\/§]
c) Domf=R — {0} f) Domf=R — {2}
Imf=R — {0} Imf=R — {0}
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[ 1 J¢)

SOLUCIONARIO 7

Estudia las caracteristicas de las siguientes funciones.

a)

14 <) 1%
|
I 10
s T
N X ~ X
Y d) Y
1 \\ E :
N~ ! ! .
™ g B
\ JAN /i
| : :
a) Domf=R — {0} Imf=R — {0}

o}

La funcién es decreciente en (—oe, 0) U (0, +00).

No existen maximos ni minimos relativos y absolutos.

Es convexa en (—oe, 0) y es concava en (0, 4-c0).

La funcién es simétrica respecto del origen de coordenadas.
No hay periodicidad.

Dom f=R — {0} Imf=R

La funcion es creciente en (—oo, —2) y es decreciente en (—2, 0) U (0, 4-o0).
No existen maximos ni minimos relativos y absolutos.

Es convexa en (—oe, —2) U (—2,0) y es concava en (0, 4-o0).

La funcién no es simétrica ni periédica.

Domf:]R—{—],;} Imf=R

La funcién es creciente en (—oo, —2) U (2, +0) y es decreciente

en(—2, —1U —1,i U 3,2.
2 2
Existe un maximo relativo en x = —2y un minimo relativo en x = 2.

Es convexa en (—oo, — 1)U

0, ;]y es concavaen (—1,00U % +00]‘

La funcién no es simétrica ni periédica.

Dom f=R —{-15;1;3,5} Imf=R

La funcién es creciente en (—oo; —1,5) U (—1,5, =05 U (05 1) U (1;35 U (35,45
y es decreciente en (—0,5;0,5) U (4,5; 4+0).

Maximo relativo en x = —0,5 y en x = 4,5 y minimo relativo en x = 0,5.

Es concavaen (—oo; —1,5 U (0, 1) U (1;3,5) y es convexa en (—0,5; 0) U (3,5; 5).

La funcién no es simétrica ni periédica.
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033 | Considera la funcién que relaciona el tiempo, en dias, con la superficie visible
[ X Xe]
delaLuna.

a) ¢Esuna funcién periddica?
b) En caso afirmativo, indica el periodo.

a) Al depender la superficie visible de las fases en la rotacion de la Luna alrededor
de la Tierra, la funcién es periédica.

b) El periodo es de 28 dias.

034 Estudia las simetrias de la funcién.
fix) =x* —3x
f—x) = (—x)* =3(—x) = —x* + 3x = —f(x) = La funcién es simétrica respecto
del origen de coordenadas.
035 | Dada la gréfica de la funcién y = X%
Y
\ /
1
X
representa estas funciones.
a) y=(x—2) o y=K+3)
b) y=x>+3 d) y=x>—4
a) Y Q) Y
\ \ Iy:)/ mANAN N [ D
\ A\ / \ \/ /
\ \ / \ /\ /
\I 74 4 N\ /
Y=\ ) X )?
b) YA d) Y
\ ] |
\ 2
VN [ vs N1/
\ / X
AN \ /
\ \ /
1' \
N /
=X
X N
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[ 1 J¢)

SOLUCIONARIO 7

A partir de la siguiente funcién:

obtén la grafica de estas funciones.

a g=—2" b =12 9 i="241  d jn=—2
X—2 X+ 4 X X

a) YA

>y

Py
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Funciones

I Y
037 | Con la grafica de esta funcion:
e
f(x) = x> —2x \ 1 /
X
representa graficamente las siguientes funciones.
a) flx—2) b) —f(x) Q flx+1) d) f(x)+2
Razona cémo lo haces y calcula su expresién algebraica.
a) YA
\ |
foo\ 1\ /1]
\CAACT Y
\ ¥/ I" I fix—2)=(x— 27+ 2x—2) = x* — 2x
X
b) YA
\ /
f(x)
\ 1
>  —f)=—-x—2
JUTT\ X
=f(x)
1 \
Q) Y
\ |
\\ JL]IFCo)
\I\ /
N\ 2 X+ =Kx+17+2+1)=x"+4x+3
X
d) YA
\ |
\ [f(x)
/
\ /
40 5 ) +2=x>+2x+2
\ /
X
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SOLUCIONARIO 7

I
038 | A partir de cada gréfica, dibuja la grafica de las funciones que se indican.
[ X Xe]
a) f(—x)y —flx) Y
N\ q
AN /
\2 /
Nd L/
\v/
X
b) glx)+1yglx) —3 y
gx) |
|
Vo
\
\ / X
A hix+1)yh(x—2) 1
T /
T —— X
/V
hx)
a) Y
AN >4
\\\\ //( )
fl o)
- X
—fx) i ]
b) Y
g+t
1 |
_H_% >
gl ) L
/] =
1]
Q) Y
/ } /
hx 41 ; ) /|
X
VO AVALRE
VA4
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039 | La gréfica pertenece a la funcién y = 3. y A
000 X \
y £
Construye a partir de ella la grafica de las
funciones. \
2 2
a) y=——+3 q y= =1
)y x—1 X+ 2
2 2
)y x—3 x+1
a) Y Q) Y
\ (1) 2
\ yE
| V= -1 x
‘ ~l X I ——
o} S—— B X
| \ >
2 AREEL o
i y ==+ |
\ X —
b) 14 d) Y
| B 2 I\ L2
Ji L L1 12 YErT T ] yET
| T 1S /s g
R e NN
i 2 | X
yE— |
TR |

8
040 | Dada la funcién f(x) = —, determina la expresion algebraica de estas funciones
°¢ | y represéntalas. X

a) flx—3) b) f(x)+3 c) f(—x) d) —f(x)
a) flx—3) = 8 b) f(X)+3:§—|—3
X—=3 X
YA YA
1
\: X 3) ’F)+1
' \.
) \\ \\
~ ‘E X \7 T
N ™ X
) ‘ :
Tt Sl
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[“Jee]

SOLUCIONARIO 7

9 fln=—2 d) —fi) = -
X X
14 14
il |
T\ T\
= === = =%
e\ T[T e \ I/ T
\L \
Dadas las funciones:
fx) =x+2 gx) = x23 ]
calcula.
a) (F+9)5) o (f-9)0) e) (f-f)(2) g) (g—1r)3) [ ]
b) ( [ ]( 2 f) (g+1)5) h) (F+f-9)©0) ) 2

a F+ok)=+x+2

1
f+g \/_+§

b) (f—g)(x):\/m—xf_] (f_g)(g):(_g
9 (g = 2L 90 = -7
2_
g [f](x)_@” Vx+2 [ f ](_2)_0
g 3 g

e (f-Hl)=x+2 f-HR) =4

f) (g+f)(X)=%+ X+2 (g+f)(5):%+\/7
9 (g-HW=——-Vx+2 9= = =5

3xjx+2

hy (F+f-g9))=+Vx+2 +

[ ] x? =M x + 2
[ ‘ ] ) no es real, porque el denominador de una fraccion no puede ser igual a 0.

) = x+2 Q) =
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042 | Calcula el dominio de las funciones.

fx)=<x*—4 glx) = /25 — x?

Utiliza el resultado para calcular el dominio de las siguientes funciones.

a) (F+ g 9 [f](x)
g
g

b) (f-g)(x) d) [ f](X)

Dom f= (=0, =2] U [2, + )
Dom g =[-5,5]

a) Dom (f+g)=[-5 —-21U[2 5]
b) Dom (f-g) = [-5, =21 U [2, 5]

) Dom [f] = (=5 -2]U[2 5)
g

043 | Dadas las funciones:

mkx)=+vx*>—4 nXx)=x+6 p(x) = X;l
X

define las siguientes funciones y determina sus dominios.

a) (m+nK) 0 [ﬂ](x)
m
b) (n+ p)x) d) (m-n+p)x

a Mm+nX)=vx’—4 +x+6
Dom (m 4+ n) = (=00, =2] U [2, +00)
X —1
X4+1
Dom (n+p)=R — {1}

0 [”](x)= X+

b) (n+p)x)=x+6+

m /X2_4
Dom [”] = (—o0, ) U2, +0)
m
&) m-n+p) =X —4-(x+6+ X:
X

Dom (m-n+ p) = (o0, =21 U [2, +00)
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| Jeolke)

045

L X Xe)

Dadas las funciones:

2

flx) =2 glx) =x

calcula las composiciones de funciones.

a) fog d) gof
b) goh e) hog
) hof f) foh

Determina el valor de cada funcidn para x = 3.

2

a) (fog)l)=flg) = fix) = 2"
(fogB) =512

b) (goh)(x) = gh(x) = 9[1] _ Lz
X X
1
h(Q3) = —
gohnd =
9 (hofx) = hifX) = h(2") = ZL
(hof(3) = —
8
d) (gofHx) = g(fx) = g2) = 2*
(of)3) =64
e) (hog)x) = h(g(x)) = hix) = XL

1
hog)(3) = —
(hog)B3) 5

1
D (Foh)) = fhx) = f[] o
(Foh@® =<2

Comprueba con las funciones f(x) = v x + 1 y g(x) = 3x — 2 que la composicion

SOLUCIONARIO

de funciones no es conmutativa. Calcula el dominiodefogydegof.

(fogx)=fgx)=Ff3x -2 =~3x—1

Gof) = gfx) = gWx+1)=3Jx+1-2

(fo g)(x) # (gof)(x) = La composicion de funciones no es conmutativa.

Dom (f o g) =

L e
3

Dom(gof)=[-1,+x)
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Funciones

046

(XX

Explica de qué manera hay que componer las funciones:

fX)=\x>+4 gx) =5x+ 1 h(x) = 2

X +1
para obtener las siguientes funciones.
11
a) mx)=5Vx>+4 +1 b) n(x) =25x+6 o} p(X):X-:_]
X

3 (gof) = gfx) = gWx’+4) =5+ 4 +1=m)
gx+1)=56x+1)+1= 2546 = n(x)

2 10 X +11
g[ ]— +1= = p(x)
X+ X +1 X +1

b) (goglx) = g(g(x)

A (gohx) = ghx)

Determinafo f~'yf~" o fen los pares de funciones para comprobar
si son inversas o no.

a) fx)=3x—1y f‘1(x):%x+1
b) ) =2y F(x) = [%]
Q flx) =2y f(x) =log, x
d) fix)=senxy f~'(x) = arcsen x

e) fX)=x>+2y fF'x)=+x—2

a) (Fof M) =ff"x)= f[;x + 1] = 3[;)( + 1] —1=x+2

(F1 o) = F(F0) = £'(3x — 1) = %(y CT=x %
Las funciones no son inversas.

X 1Y
b) (fof ) = ff(x) = f[[;] ] _ 2{3]

o
(o f)) = F(f0) = 12 = []]
Las funciones no son inversas.

A (Fof™x) =ff"(x) = fllog, x) = 2°%* = x
(o f)x) =(fx) = (2" = log, 2* = x
Las funciones son inversas.

d) (Fof"(x) = AF'(x) = flarc sen x) = sen (arc sen x) = x

(o NX) = F(f(x)) = f'(sen x) = arc sen (sen x) = x
Las funciones son inversas.

&) (Fof))=fr"0) = fVx—2) =x—2+2=x
(FoN)=F() ="+ =Vx' +2-2 = x

Las funciones son inversas.
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s0®

SOLUCIONARIO 7

Calcula la funcién inversa de cada funcion.

a) y=2x+5

3—x
b) y=
Y 2

Q y=32x-3

Comprueba que sus graficas son simétricas respecto a la bisectriz
del primer cuadrante.

a) y:2x+5—>x:7y_5—>f“(x):7xg5
1
7
) P
. 4/
K
/. X
(] X
Tw A7
Py
r o fX)
/
3—x -
b) y= > x=3=-2y>f(x)=3—-2%
Y
\
\ .
\JX) .
~C ) ;
NS
TN X
. ‘\‘
L \fi(X N

2
Y
v
/o
1 < ,)—-
X AL~
.
= x
[ ~
.
|
S
I
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049 | Dada la gréfica de la funcién y = x*:
[ Jexe]

—~—

dibuja la grafica de su funcion inversa.

4

T T ——

—_—

050 | Dibuja las funciones inversas.
[ Zeke]

a) Y

|

326



C) Yy
] — |
1
tlog
y
2
d) v
] y::2
a) Y
£
T A7
5 —
——
X
b) Y
f(x)
//
-
1
[
Q) YA
JE=1;
/
1 —T"]
A .
£030
)
d) YA
(x)
1
’[fll )

SOLUCIONARIO 7
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051 | Dibuja funciones que cumplan estas propiedades.
[ Jexe]

a) Sudominioy su recorrido son R.
b) Sudominioes R —{1}.

c) Escrecientey sudominioes R —{—1, 2}.
d) Eslogaritmicay su dominio es (3, +).

e) Eslogaritmicay su dominio es (—oo, —2).

f) Esexponencial y sudominio es R —{0}.

Respuesta abierta.

a) YA d) Y
F(
|
/
X X
|
| 0
I
b) YA e) Y
A%
: o0 1‘
=S X X
c) YA f) Y
/
\AfG0
1 I i
s/ )
V.1 X —
\\ X
(

052 | En una vivienda pagan 10 euros de gasto fijo y 0,50 euros por cada kilovatio
““" | consumido a la empresa que les suministra electricidad.

a) Obtén una expresion de la relacidn que existe entre el consumo y el precio
y represéntala.

b) Sia esta cantidad hay que aumentarle el 16 % de IVA, jcdmo sera la ecuacion?
{Qué variacion sufre la gréfica?
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L2 2e)

054

L2 2e)

SOLUCIONARIO

La gréfica es otra recta con mayor pendiente que la primera.

- . . 1 .
Halla el dominio de las funciones del tipo f(x) = —, siendo n un nimero natural.

Ux
Sinesimpar: Dom f=R — {0}
Sines par: Dom f= (0, +o0)

El manual de usuario de un vehiculo afirma que el ruido producido por el motor
sigue aproximadamente la férmula:

r=at*+28t+8

donde t es el nUmero de anos
de antigliedad del vehiculo;
a es un numero fijo, que

se denomina coeficiente

de atenuacion, y r es el nivel
de ruido, medido

en decibelios.

La semana pasada llevé mi vehiculo a pasar la revision de los cuatro aflos y en el
informe figura que la medicién fue de 27 decibelios. ;Cudl es el coeficiente de
atenuacion? ;Cudntos decibelios producird a los ocho afios?

27=a-4+28-44+8—>160a=78—a=04875
Alos ocho anos producird: r = 0,4875 - 8% + 2,8 - 8 + 8 = 61,6 decibelios
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055 | En una circunferencia de 5 cm de radio
[ X Je) . . .
se inscribe un rectdngulo de lado x.

a) Expresa el area en funcion de x. ;Cudl es su dominio?

b) Realiza un tanteo para determinar el maximo valor 10
que puede tomar esa funcién. ;Cuanto mediran
los lados del rectangulo en ese caso? ;Qué tanto
por ciento de la superficie del circulo ocupa b
el rectangulo?

a) Por el teorema de Pitdgoras: 10° = b> + x* = b = V100 — x°
El 4rea del rectangulo viene dada por la funcién: fix) = xv/100 — x”
b) Al ser x la medida de un lado, el dominio de la funcién es: Dom f = [0, 10]

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

f(x) 0 995 | 19592862 |3666| 433 | 48 [4998| 48 |3923

El méximo valor del drea es, aproximadamente, 49,98 cm?. En ese caso,
el lado x mide 7 cm. Asi, el otro lado mide: b = /51 = 7,14 cm

El 4rea del circulo mide: A = wr? = 78,53 cm?

= 0,6364, el &rea del rectdngulo ocupa el 63,64 %

,
de la superficie del circulo.

056 | Considera los triangulos cuya superficie mide S.

[ X Je)

a) Escribe la expresion algebraica que relaciona la base en funcién de la altura
en estos triangulos.

b) ;Cudl es la funcién que relaciona la altura en funcién de la base?
c) Representa ambas funciones.

Las dos gréficas son iguales.
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PARA FINALIZAR...

057 | Sean las funciones f(x) = % y g(x) = %.

Comprueba que se cumple que [g(x)]* — [f(X)]*= 1.

[g(X)]Z—[f(X)]Z—[ex+eXJQ_[GX—GX]Z_ €2X+€72X+2 B €2X+€72X—2

242
4

1

058 | Calcula las funciones inversas de:

e’ —e™ e te™

e'—e ]

y=———>2y=¢e"—
2 X
Siz=e"
[ 2
Zy:z—iﬁzz—2y2—1:0—>z:7zyi jy 4 S =yEy +1
z

Por tanto, las funciones inversas son de la forma: ¥y = In (X +A X+ )

ey:ln(x—\/xz—H)_
Siz=e"

2_
2y:z+i—>zzf2yz+1:0—>z:M—>eX:yj:\/y271
z

2
Por tanto, las funciones inversas son de la forma: y = In (x +Vxr =1 )

ey:ln(xf\/xzfﬂ.

059 | Sila funcion definida por f(x) =

,con x # —%, verifica que f[f(x)] = x,

2x+3
;cuanto vale ¢?
cx
“ %3 2
f(fx) = f| —Z ]_ = ¢ = X = X = 2cx> + 6x* + %X
2x+3 X 2cx+6x+9
2-——+43
2x 43
, , 2 2+ 4x* 4 24x3 4 36x°
S CX=2X —6x" =X =0—>cCc= =
2X
=XxEVXF+9 =xEJK+3)? =xEK+3)
2
Sic =243 )= 23X
X +3
Sic=—3fx)= =3
X+ 3
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060 | En un cuadrado de 16 cm de lado se suprime, de cada esquina, un triangulo
rectdngulo e isésceles de cateto x. Expresa el area y el perimetro del poligono
resultante en funcién de x. ;Cuél es su dominio? ;Y su recorrido?

XZ

El drea de la figura viene dada por la funcién: f(x) = 16> — 4 - - = 256 — 2x°

La hipotenusa de los triangulos mide: @ = x* + x> — a = V/2x

El perimetro de la figura viene dado por la funcién:

g0) = 4 2x + 416 — 20 = (42 — 8)x + 64

Y Yi
1 ()
I g(x)
501
"""" 2N X 10
10 X
Domf:{O,S\/ﬂ Domg:{0,86+16]
Im f=[0, 256] Im g = [0, 64]

061 | Un grupo de alumnos de 1.° Bachillerato pide presupuesto en dos agencias de viajes
para realizar una excursion.
La primera agencia les hace la siguiente propuesta.

Si el nimero de alumnos que va a la excursion es 40 o menos, les cobrara 200 €
por alumno.

Si el nimero de alumnos es superior a 40 le descontara un 10 % a cada uno
de los alumnos que se inscriba.

La oferta de la segunda agencia es:

Si completan un autobus, con capacidad para 60 personas, el precio sera de 150 €
por persona. Si alguno de los autobuses no estd completo, se incrementara el
precio en un 1% por cada persona que falte para completarlo.

;Qué agencia les conviene mas?
Un descuento del 10 % en el precio de 200 € significa un precio de: 200-0,9 = 180 €
Asi, la funciéon que representa la propuesta de la primera agencia es:

fx) = 200x si 0< x <40
180x si x> 40
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SOLUCIONARIO

El incremento de un 1% por cada persona que falte significa que el precio seré:
60 —

150-[1+ X]X—150)(—1—1,5(60)(—)(2)—240)(—1,5)(2

La funcidn que representa la propuesta de la segunda agencia es:

gl = 240x —1,5x* si 0< x <60
150x si x> 60

Los puntos de interseccion de ambas funciones son:

x=0
« Si0< x <40 — 200x = 240x —1,5%x> =5 1,5x* —40x =0 — 80 ~
X =—=20606
. Si40<><<60—>18Ox:240x—1,5x2—>1,5x2—6OX:Oﬁ{iizo

« Six>60— 180x=150x > x=0

Por tanto, la primera agencia resulta més conveniente si el nimero de alumnos
es menor o igual a 26. A partir de 27 alumnos, es mas econdmica la segunda
agencia.

062 | Una farola tiene 7 m de altura.

En su base hay una persona

de 1,80 m de altura que empieza
a andar en linea recta, alejandose
de la farola a una velocidad
de2m/s. 180 m
Al cabo de 10 segundos, jcual

serd la longitud de su sombra?

Halla una funcién que exprese la
longitud de la sombra en funcion
del tiempo, t, que se camina.

7m

(8

| .

Al cabo de 10 segundos, la persona ha recorrido 20 m.
q

20m s

Como la farola 'y la persona forman angulos rectos con el suelo, sus alturas determinan
dos lados paralelos de tridngulos que se encuentran en posicion de Tales.

Lzﬁ_nz 1820 =514m
18 S 7
La funcidn que expresa la longitud de la sombra en funcién del tiempo es:
flr) = 18- 2t _ 3,6t
7 7
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Funciones elementales

El darbol de la ciencia

Al decir Andrés [estudiante de medicinal que la vida, segin su profe-
sor Letamendi, es una funcion indeterminada entre la energia indivi-
dual y el cosmos, y que esta funcion no puede ser mas que suma, res-
ta, multiplicacion y division, y que no pudiendo ser suma, ni resta, ni
division, tiene que ser multiplicacion, uno de los amigos de Sanudo
[estudiante de ingenieria] se echo a reir.

—;Por qué se rie usted? —le pregunto Andrés sorprendido.

—Porque en todo eso que dice usted hay una porcion de sofismas y de
falsedades. Primeramente hay muchas mas funciones matematicas
que sumar, restar, multiplicar y dividir.

—iCudles?

—Elevar a potencia, extraer raices... Después, aunque no hubiera mas
que cuatro funciones matematicas primitivas, es absurdo pensar que
en el conflicto de estos dos elementos, la energia de la vida y el cos-
mos, uno de ellos, por lo menos, heterogéneo y complicado, porque
no haya suma, ni resta, ni division, ha de haber multiplicacion. Ade-
mas, seria necesario demostrar por qué no puede haber suma, por qué
no puede haber resta y por qué no puede haber division. Después ha-
bria que demostrar por qué no puede haber dos o tres funciones si-
multaneas. No basta decirlo.

—Pero eso lo da el razonamiento.

—No, no; perdone usted —replico el estudiante—. Por ejemplo, entre
esa mujer y yo puede haber varias funciones matematicas: suma, si
hacemos los dos una misma cosa ayudandonos; resta, si ella quiere
una cosa y yo la contraria y vence uno de los dos contra el otro; multi-
plicacion, si tenemos un hijo, y division si yo la corto en pedazos a
ella o ella a mi.

—Eso es una broma —dijo Andrés.

—Claro que es una broma —replico el estudiante—, una broma por el es-
tilo de las de su profesor; pero que tiende a una verdad, y es que entre
la fuerza de la vida y el cosmos hay un infinito de funciones distintas:
sumas, restas, multiplicaciones, de todo, y que ademas es muy posible
que existan otras funciones que no tengan expresion matematica.

Pio BArOJA

Existen algunas proteinas de gran tamafo a las que se les
pueden unir hormonas para modificar
su funcién en el cuerpo humano.

Este mecanismo estd regulado
por la formula

10kx TS
y=———"
1+ kx bt —t—i—t
siendo y la concentracion
de hormonas unidas,

la concentracion total de hormonas y k una constante.
Representa esta funciéon para k = 1.

i1 X



SOLUCIONARIO

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Calculala pendiente de la recta que pasa por los puntos A(2, 1) y B(—2, 3).
m=——
2
002 | Dibuja sobre unos ejes de coordenadas algunas parabolas que tengan como vértice
el punto (0, 1).
Y
Respuesta abierta. \
/£
X
003 | Dibuja, sobre unos ejes de coordenadas, una hipérbola de vértices (1, 1) y (—1, —1)
y con asintotasy =0y x =0.
Y
Respuesta abierta. Il
\
X
|
|
004 | Calcula las siguientes razones trigonométricas.
3T 4 31 10T o 5T
a) sen— p)cos— ) tg— d) sen —  g) cos —  f) tg —
4 3 6 2
3 \/5 3w ) o V2
a) sen — = —— C) g — no existe. e) (0§ — = —
4 2 2 2
4 1 10 3 5
b) cos LI d) sen LI —L f) g ELE no existe.
3 2 6 2 2
ACTIVIDADES
001 | Representa, sobre los mismos ejes de coordenadas, las funciones y = 3x — 1
ey = 5x + 4. Halla el punto comun a las dos graficas.
YA
[
I/ " El punto de interseccion es:
// s
/ 2" 2
/
[
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002

003

004

Dibuja todos los tipos de rectas que conoces y encuentra aquellos que no
corresponden a una funcién. Escribe sus ecuaciones.

Respuesta abierta.

Y
d pd (M y =4esuna funcién constante.
5 3 3 ., ,
P @ y = —x — = esuna funcién afin.
d 4 2
P X ® y = —3xesuna funcion lineal.
271G @ : g
p [\ @ x=4noesunafuncién.

Representa graficamente las siguientes funciones cuadréticas.
a) y=—-3x"—x—1 b) y=x*+2x—2

a) V|———— b) V(=1,-3)

Representa en el intervalo [—1, 1], con una escala que sea lo suficientemente grande,
las funciones.

fix) =x fix) = x? flx) =x* fix) = x*
Describe sus propiedades.

Y

En todas las funciones, el dominio es R y el punto de corte con los ejes es el origen
de coordenadas.

Las funciones de exponente par son decrecientes para los valores negativos de x,
son crecientes para los valores positivos, tienen un maximo absoluto en x =0

y son simétricas respecto del eje de ordenadas.

Las funciones de exponente impar son crecientes, no tienen maximos ni minimos
y son simétricas respecto del origen de coordenadas.



005

006

007

SOLUCIONARIO

Representa graficamente las siguientes funciones de proporcionalidad inversa.

3 1
a) y=— b) y=——
X 2x
a) Y
\
TN
- "
N
\
b) Y
4
A X

Representa estas funciones racionales, y relacionalas con las funciones
de proporcionalidad inversa.

1 1
= b = —
a) ¥y 12 ) Y =
a) Y b) 14
| |
| |
\b |
X X
\
|
Es una traslacion horizontal de la Es el producto por si misma de la
funcién de proporcionalidad inversa: funcion de proporcionalidad inversa:
1 1
fx)=——>flx+ 2= f(x):i—>f(x)~f(x)=L
X X+ 2 X x*

Halla el dominio de las funciones con radicales.
a) f)=3Yx*—4 b) g(x) = x> —36

a) Domf=R

b) Dom g = (—oo, —6] U [6, +00)
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008 | Representa graficamente estas funciones.
a) fx)=x+2 c) hx)=3x—1
b) gx)=4x—4 d) i) =3x+2

a) Y Q) Y

009 | Razona, sin hacer la gréfica, si las siguientes funciones son crecientes
o decrecientes.

a) flx)=1,2
2 X
b) g(x) = [3]

c) h(x)=0,8"

a) 1,2>1—f(x) es creciente.
b) %< 1 — g(x) es decreciente.
c) 08 < 1— h(x) es decreciente.

d) J? > 1 —i(x) es creciente.

010 | Representa graficamente estas funciones.

4 X
a) y=-2" c) y=[3] e) y=-"2"
b) y=2~ d) y=0,1" f) y=23
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SOLUCIONARIO

a) Y d) Y
x I
\
\ 1' -
\ X
b) Y e) Y
\ 1
\ ] X
1' /
> i
Q) Y f) Y
/
/
/
9] o) i
gl 1
X X

011 | Razona, sin hacer la gréfica, si las siguientes funciones son crecientes o decrecientes.
a) f(x) =log,,x o) h(x) =log, x e) jix) =log s x

b) g(x) = log,x d) i(x) = loggs x f) k(x) =logs, x

3
a) 1,2>1—f(x) es creciente.

b) % < 1 — g(x) es decreciente.

c) 7>1—hx) escreciente.
d) 0,8 <1 —i(x) es decreciente.
e V3 >1 — j(x) es creciente.

f) 82> 1— k(x) es creciente.

012 | Representa graficamente estas funciones.

a) y=—log,x ) y=logsx e) y = —log, (—x)
3
X
b) y=log,(—x) d) y=logo, x f) y =log, [;]

339



Funciones elementales

a) Y d) Y
X —— X
b) e) 4
1 X X
c) Y f) Y
/1
/
/ . =
1/ —
/ X
7
/ X /
|

013 | Describe las caracteristicas de estas funciones.
a) flx)=sen(x—1)
b) g(x) =(senx) —1

a) Domf=R Imf=[-1,1]

La funcion es periddica, de periodo 27 radianes. No es simétrica.

3
Presenta maximos en x = 1+ — + 2k y minimosen x =1+ ELI 2k,
. 2 2
siendo k € Z.

b) Domg=R Img=1[-2,0]

La funcién es peridédica, de periodo 2w radianes. No es simétrica.

3
Presenta maximos en X = — + 2k y minimos en X = =4 2k,
. 2 2
siendo k € Z.

014 | Representa las funciones y di qué observas.

a) f(x) = sen [x + ;] b) g(x) = cos [x — ‘;]
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016

017

Describe las caracteristicas de estas funciones.

f(x)

™
= sen[x + 2] = C0s X

SOLUCIONARIO

b) Yl/\
/\

a) fx)=tg [x —:] b) gix) =

a) Domf=R — {kr, ke 7} Imf=R

b) Domg:R—{;—H—kﬂ,keZ} Img=R

La funcion es periddica, de periodo = radianes.

Es siempre creciente y simétrica respecto del origen de coordenadas.

La funcion es periddica, de periodo = radianes.
Es siempre creciente y no es simétrica.

Representa las funciones inversas.

a) f(x) = arccos [x + :]

a)

YA

Representa graficamente esta funcién definida a trozos.

4

si

N

x <=2

) =9x* si =2 <x <1

1

si

x >1

Describe sus principales caracteristicas.

Domf=R Im f=[0, 4]
La funcion es continua, no es periédica
ni simétrica.

Es decreciente en (=2, 0) y es creciente en (0, 1). Tiene un minimo absoluto en x = 0.

b) g(x) = arcsen (x

b)

><V

glx) = COS[X— = senx
2
-
y
1
e
o~
Y
\
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018

019

020

342

En un contrato mensual de telefonia mévil se factura a 0,12 € por minuto.
Si el consumo no llega a 9 €, entonces se abona esa cantidad.

a) Halla la expresion de la funcién que relaciona el consumo, en minutos,
y el importe de la factura mensual, en euros.

b) Representa la funcién.
a) 9 si 0<x<76

912 si 76<x<77
924 s 77<x<78

=153 & 78<x<79
938 si 79<x<80
o) ¥
’]:3 )77

El servicio de correos cobra 0,30 € por los primeros 25 g de envio y, a partir de esa
cantidad, cobra 0,20 € por cada 25 g (o fraccidn) de peso extra. Representa la gréfica
del coste del envio de cartas hasta 150 g.

<

DPO T
D ODDOD

La funcién que asocia a cada numero su parte decimal es:
flx) =x —[x]

Representa la funcion y analiza sus propiedades.

Domf=R Imf=10,1)

La funcion no es continua. Todos los nimeros
enteros son puntos de discontinuidad
inevitable de salto finito.

Es periddica, de periodo 1. No es simétrica. X

Es creciente en (k, k + 1), siendo k € Z.
No tiene maximos ni minimos.




021

[ JeXe)

SOLUCIONARIO

Representa, sin hacer las tablas de valores correspondientes, las funciones lineales

y afines.
) y=2=3
a) y=———
3
b) y=—x+4
) Y ! x+1
Qy=—
2
d) y=—2x
a) o} Y
1
X -
X
1
b) d) Y
)
X
X
Escribe la expresion algebraica de las funciones representadas,
y calcula su pendiente y su ordenada en el origen.
Y
S
N
\
T+
A\l X
1\
ry=x+2 m=1 =2
Sy=-3x—2 m=— n=-2
t 2 m 2 n=0
Y= ——X = —— =
/ 3 3
uy= ix 1 m= l n=-—1
V=3 3
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023

| Jolke)

024

025

eCo

Representa las funciones en los mismos ejes de coordenadas, y relaciona la abertura
de las ramas de cada parabola con el coeficiente de X2

1
= 2x? =—X
Q) y=2x d) y 4

La abertura es menor cuando el coeficiente es mayor.

Halla los vértices y los puntos de corte con los ejes de las siguientes parabolas.
a) f)=x*—2x+2 b) gx) = —2x* +x —1 ) hx)=—x*-2
a) Va1, 1)

No tiene puntos de corte con el eje X. Punto de corte con el eje Y: (0, 2)

No tiene puntos de corte con el eje X. Punto de corte con el eje Y: (0, —1)
o V(0,-2)

No tiene puntos de corte con el eje X. Punto de corte con el eje Y (0, —2)

Haz la representacién gréfica de las siguientes funciones cuadraticas,
indicando el vértice y los cortes con los ejes.

a) y=x"—2x—38
b) y=—x*+3x

Q y=x*+4x+4
d) y=2%+3x—2

a) V(1,-9) Y
Puntos de corte con el eje X: (—2,0) y (4, 0) 51

-------------

Punto de corte con el eje Y: (0, —8) T+1 X




026
[ JeXe)

) v[3, 9]
2 4
Puntos de corte con el eje X: (0,0) y (3, 0)

Punto de corte con el eje Y: (0, 0)

o V(=20
Punto de corte con el eje X: (—2, 0)

Punto de corte con el eje Y: (0, 4)

Puntos de corte con el eje X: (—2,0) y [;O]

Punto de corte con el eje Y: (0, —2)

SOLUCIONARIO

YA
\
/ \
i \
I \
Y
¥ I
\ |
\
\
1 I
)
\
1
i

Representa la funcién y = x*y, a partir de ella, dibuja las graficas

de estas funciones polinémicas.

a) y=(x—2)?
b) y=x*+3
Q y=K+3)
d y=x"—4

;Qué relacion guardan las gréficas de las Ultimas cuatro funciones con la gréfica

de la primera?

a) Y

—
~

La funcion se traslada horizontalmente 2 unidades a la derecha.

345



Funciones elementales

—
T~
—~—

La funcion se traslada verticalmente 3 unidades hacia arriba.

Q) Y

—

—

—

T~

~
—~——

La funcion se traslada horizontalmente 3 unidades a la izquierda.

d) Y

La funcion se traslada verticalmente 4 unidades hacia abajo.

027 | Hazla grafica de la funcion f(x) = x* 4 2x. Obtén la expresion algebraica
°¢% | de las siguientes funciones y represéntalas.

a) fix—2) o flx+1)
b) f(x) —4 d) fx)+2
¢Hay alguna relacion entre estas graficas?

a) flx—2)=K—2"+2x—-2=x"—2x

Y
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[ 1 J¢)

SOLUCIONARIO

Q) fx+1)=Kx+1)124+2+1)=x>+4x+3
Y

o
|

—
]

flc )\ 1\ /

—
"
~—

f(x) + 2

Considera las siguientes funciones.
fx) =x*—2x+1 gx)=(x—1)° h(x) = 3x

Calcula la expresion algebraica de la funcién que se indica en cada apartado,
y represéntala graficamente.

a) f(—x) Q) g(—x) e) h(—x)
b) —f(x) d) —g(x) f) —h(x)
a) (=X =(=Xx"=2=0+1=x+2x+1
Y

\ [

\ (%)

\ /

\ /
X

347



348

Funciones elementales

X
/ \
—g(x)
| \
| \
I \
e) h(—x) =3(—x) = —3x
Y)
\
\ X
h(=x)
\
f) —hkx)=—3x
Y)
\
\ X
—h(x)
\




029

[ 1 J¢)

03

[ Jekel

031

[“Jee]

SOLUCIONARIO

Construye la tabla de valores y dibuja la gréfica de las funciones.
a) y=x+2+3
b) y=—+6x+1

Al x| 25| 215 =1 | <05 o 1
) [—0125| 3 [4125] 4 [3375| 3 6 19
Y
/
[T,
f
[ X
Dl x| 3] 2 ] =1 0 1 2 3
fo| 10 | 3] 4| 1 6 s | s
Y
|

|
|
|
SARRAREE
+
|
EENEAAARE
|
|
|

Halla los puntos donde cortan las siguientes funciones polinémicas al eje X.

a) y=3x+9 d) y=8x*+10x —3
b) y=—2x+5 e) y=2+x+3
) y=6x+17x—3
a) X=—-3 d)X:i,X:—i
4 2
b) XZ% e) No tiene puntos de corte.
1
Q) X=-3,x=—
6
Halla los puntos donde estas funciones cortan al eje X.
a) y=Kxk—"1k+2) b) y=(@x—1) Q y=Kx—2)x+3)2x+1)
1 1
a) x=1,x=-2 b) XZE Q x=2x=-3Xx=——
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032 | Representa las siguientes funciones polinémicas, indicando los puntos de corte
°¢ | con los ejes.

a) y=4x*+4x+1 d) y=x* -2 —7x—4

b) y=x*—x*—9%+9 e) y=x—2x*—2x—3

A y=2¢—-9%+x+12

1 Y
a) Punto de corte con el eje X: [—2, O]
0,1)

T,

Punto de corte con el eje Y (

b) Puntos de corte con el eje X: Y

(=3,0,(1,0y 3,0

Punto de corte con el eje Y: (0, 9)

——

!

¢) Puntos de corte con el gje X: Y

3
_ =0
( 1,0),[2 JY(4,0) {

————

Punto de corte con el eje Y: (0, 12)

s il

d) Puntos de corte con el eje X: (—1,0) y (4, 0) Y

Punto de corte con el eje Y: (0, 4) 2

—
——

e) Punto de corte con el eje X: (3, 0) Y

Punto de corte con el eje Y: (0, —3) 1

——
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[“lee]

034

035

SOLUCIONARIO

Relaciona cada grafica con su expresion algebraica.

2 2

X X
=2 4+3x—1 =2 —x+2
a) ¥ 5 + 3x oy 3 X+
b) y=2x—2x+1 d) y=—-2*+x+1
Y
V(\/ ——\ / \
\ N
\ // 17<\\
/ AN\ *
)§
\
he / [ R

1
a) y=f(x), porquesi a= 5 > 0, la pardbola es abierta hacia arribay c = —1.
b) y=h(x), puessia=2 >0, lapardbola es abierta hacia arribay c = 1.
1
c) y=gx), porquesia= —g < 0, la pardbola es abierta hacia abajoy ¢ = 2.

d) y=i(x),yaquesia= — 2 <0,lapardbola es abierta hacia abajoy c = —1.

Representa funciones de la forma y = ax* — 3x + 2 con distintos valores de g,
y estudia su variacion en funcion del parametro.

Respuesta abierta. Y
Sia=1—1x)=x"—3x+2 Akq\ I
Sia:%%g(x):%x2—3x+2 \AT,I
Sia:—%eh(x):—%xz—b(—f—z f //‘\;/ >
Sia=—1—i(X)=—x*—3x+2 [ | N
Sia=-3—jX) =—-3x"—3x+2 I

La abertura de las pardbolas es menor cuanto mayor es el valor absoluto de a.

Representa funciones de la forma y = x> + bx + 2 con distintos valores de b,
y explica como varian en funcién del parametro.

Respuesta abierta. Y
Sib=1->f)=x"+x+2 \\; \ IIIII
Sib=——=9gK) =x>4+—x+2 \ /

2 2 \

1 1 \/ /
Sib=—=>h})=x>——x+2 N

2 2
Sib=—1—=i)=x"—x+2 : X
Sib=-3—=jx)=x*—3x+2

La abertura de las parabolas es mayor cuanto mayor es el valor absoluto de b.
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036 | Representa funciones de la forma y = x> + 2x + ¢ con distintos valores de c,
000 o . .z .z .
y analiza su variaciéon en funcion del parametro.

Respuesta abierta.

Sic=1=f)=x"+2x+1

3 3
SiCZEAQ(X):Xz‘FzX'FE

Sic=2—>h()=x"+2x+2

SiC:—i—w'(x):xz—i-zx—i
2 2

Sic=—1—=j)=x"+2x—1
Sic=—-3>2k)=x*+2x—13

Todas las pardbolas tienen la misma abertura. Se trasladan verticalmente,
hacia arriba si ¢ es positivo, y hacia abajo si ¢ es negativo.

023)7 Escribe funciones con las siguientes caracteristicas.
- a) Una pardbola que corte al eje Xenx =3y x=>5.
b) Una parabola que corte al eje Xenx=—2yx=1.
¢) Una pardbola que corte dos veces al eje X en x = 2.
d) Una funcién cubica que corte al eje Xenx= —3,x=—1yx=1.
e) Una funcidn cubica que corte al eje X dos veces en x =2y unavezenx = —1.
f) Una funcién cubica que corte una vez al eje Xen x = 5.

g) Una funcién polinémica de cuarto grado que corte al eje Xenx = —1,x =3,
x=4yx=>5.

h) Una funcién de cuarto grado que solo corte dos veces al eje de abscisas,
enx=—-2yenx=>5.

Respuesta abierta.

a) y=K-3)x—5) e) y=Kx—2°x+1)
b) y=K+2k—1) f) y=k- )3

Q y=K-27 g y=K+1k=3)x—4)x-15)
d) y=0K+3)x+ Dx—1) h) y=(x+ 2)%x — 5)

038 | Explica las diferentes situaciones que pueden producirse al determinar dénde corta
°ee |l eje X una funcién polinémica de cuarto grado.

Para determinar los puntos de corte con el eje X se iguala la expresiéon de

la funcion a cero. Entonces se obtiene una ecuacion polinémica de cuarto grado
que puede tener como maximo cuatro soluciones. Por tanto, la funcion puede

no cortar el eje, o cortarlo una, dos, tres o cuatro veces, segun el niumero de raices
del polinomio.
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039 | Obtén la expresion algebraica y representa la funcion cuadratica que pasa
°®° | por los puntos A(1, —2), B(2, —2) y C(3, 0).

Sea f(x) = ax’ 4+ bx + ¢

a+ b+c=-2 a+ b+c=-2
da+2b+c=-2t—>3a+ b = 0
9 +3b+c= 0 8a +2b = 2

a+b+c=-2|a= 1

—3a+b = 0tb=-3

2a = 2lc= 0

La expresion de la funcion es: f(x) = x* — 3x

040 | Hallay representa las funciones polinémicas de grado minimo que pasan por
“®® | los siguientes puntos.

a) A(0,0), B[S, 2] y (=2, —1) d) A(1,0),B(2,1),C(3,0)yD(#4,1)
b) A(—1,0),B(0,—1)y C[a, 1] e) A(=2,3), B[Z, 3] y C(2,2)
2 2 3 2
Q) A(3,0),B(4,1)yC(5,0) f) A(=2,-2),B(1,1)yC(4, —3)
a) Los puntos A, By C estan alineados. YA

La funcion que pasa por ellos es:
fx) = 2x

b) Seaf(x) =ax’+ bx +c

a—- b+c= 0 a:i
c—_1 1y a- b=1 5
3a+2b=2 1
9 3 1 b=——
—a+—=b+c= — 5
4 2 2
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La expresion de la funcién es: Y
|
f(x):ixz—ix—1
5 5 \ /
/
\
/
1 X
Q) Seaf(x) =ax’+ bx+c
9a+3b+c=0 9a +3b+c=0 9a+3b +c= 0|la=-1
16a +4b+c=1t— 7a+ b =1t—>7a+ b = 1;b=38
250 +5b +c=0 16a + 2b =0 2a =-2(c=-15
La expresion de la funcion es: Y
fX) = —x* + 8x — 15 :
A X
| \
| \
| \
d) Seaf(x) =ax’+ bx’ + cx +d.
a+ b+ c+d=0 a+ b+ c+d=0
8a+ 4b+2c+d=1 7a+ 3b+ ¢ =1
27a + 9% +3c +d=0 13a + 4b+ ¢ =0
64a + 16b +4c +d =1 63a + 15b + 3¢ =1
2
a+ b+c+d= 0 a+ bt+c+d= 0973
7a +3b +c¢ = 1 7a +3b +¢ = 1l b=-5
6a+ b =-1 6a+ b =-1 c—3—4
2la +3b =-1 3a = 2/ 3
d=-7
La expresion de la funcion es: Y
|
|
f(X)=£X3—5x2+ﬁx—7 |
3 3 1
{ X
|
|




041

[ Jeke]

042

eeC

e) Seaf(x) =ax’+ bx+c
440_22b+C:§ 49— 2b+ c= 3 Za+1gcisga:£
2ot Sbrc=2)—s8a+12b+18c =27} — 0TI = 64
9 3 2 b o=—1 p=—1 =2
4a + 2b +c=2 - 4 - 16
La expresion de la funcion es: Y
f(x):ixzfix é 1
64 4 16 1
Al
....... T
f) Seaf(x) =ax’*+ bx+c
7
a=——
40 —-2b+c=-2 a+ b+c= 1 a+b+c=1 1118
a+ b+c= 11— 3a-3b =-3t—> a-b =—lib=—
160 +4b+c=-3| 150 +3b =-4| 18a =—7 178
c=—
9
La expresion de la funcién es: Y{
f(X):—LXz-I-lX-i-l :::::'] f————t+—
18 18 9 1
;Cudl es el dominio de estas funciones racionales?
7 2x +3
fxX) = ———— ) =——
i (X +7)x — 4 D = 0
a) R—{-7,4 b) R —{-5,2}
Dada la funcion f(x) = i determina la expresion algebraica
X
de las siguientes funciones.
a) g)=flx—3) Q) g =fx) —2 e) gh)=f-—x)
b) glx)="flx+1) d) gx)=fx)+3 f) gx) = —f(x)
2 2 2— 2% 2 2
a) gk = Q g =——-2= o) g =—"—=-=
X —3 X X —X X
2 2 2+ 3x 2
b) gt = d g=<=+3==% f g =—=
X+ 1 X X X

SOLUCIONARIO
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043 | Observa la gréfica de la funcion y = 3.
[ 2 Je] X
14
\ V = z
X
\\
‘I +
. X
T~
N
N
Representa las siguientes funciones.
9 9 9
a) y=—-—- Q y=—— e) y=—+=2
X —3 X X
b) y—3—3 d y= 2 f) y=—
X X+2 x—1
a) Y d) Y
: |
TN
' \\ b}
N X TN
. \
: |
b) Y e) Y
| |
\ \
T . )
I~ X Lol |
\\
. \
\ 1
Q) Y f) Y
I .
/ :
L/ Al
=T X i /, L
/ f
l T
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SOLUCIONARIO

Sin representarlas, escribe la relacién que hay entre las graficas de estas funciones

yIadey:E-
X
12 12 12 12
a) y= b) y=—- Qy=—+1 dy=——
X+ 4 X X X

a) Lafuncién se desplaza horizontalmente 4 unidades a la izquierda.

b) La funcion se desplaza verticalmente 2 unidades hacia abajo.

¢) Lafuncién se desplaza verticalmente 1 unidad hacia arriba.

d) Lafuncion es simétrica a la inicial y el eje de simetria es el eje de ordenadas.

3
La grafica de la funcion y = — es:
X
Y
\
_3
1 \\\\
\\ X
\\
A
\
3
Encuentra la relacién que tienen estas funciones con la funcién y = — y represéntalas.
X
4 4 3
a) y=x+ .Tenencuentaque:y=X+ =1+ .
X +1 X +1 X +1
2x—5
b) y=
x—1
—2x +1
Qy=
X +1
X —5
d y=
X+ 2
a) Y b) Y
2 ;
: X I e
; i
! |'
X+ 4 3 2x —5 3
X+ 1 X +1 x —1 x —1
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d) 1%
b
I e | bttt
i AL 1 DRSS S S X
—2x + 1 3 —x =5 3
=—=1T - y = =—1-
X4+ 1 X+ 1 X+ 2 X+ 2
046 | Determina el dominio de estas funciones con radicales.
a) fix)= Ix +7 o hx)=x+7
) =—/x +5 d) i) = —/x +5
a) Dom f=[0, +o0) c) Domh=[-7, +x)
b) Dom g= [0, +0) d) Domi=[-5, 4+o0)

047 Halla el dominio de las siguientes funciones con radicales.

a) fx)=3x—1 b) g(x) =/ x*— 81 ) h(x)=41—x3

a) Domf=R
b) Dom g= (—o0, —3] U [3, +-0)
c) Domh = (—oo, —1]

048 ;Cual es el dominio de estas funciones con radicales?

7x J3x =1

a) f) = b) gx) = ———
2—Jx—5 4—x+1
a) Domf=15,9) U (9, +wx) b) Dom g=I[—1,15) U (15, 4+0)

049 | La grafica de la funcion f(x) = Ixes:
Y

Obtén la expresidn algebraica y representa las siguientes funciones.
a) flx—2) Q) 1+ f(x) e) —1 —f(x)
b) f(x+3) d) —f(x) f) fx) —2
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) fix—2=x-2 d) —f) = —Jx
Y Y
T ”’ ~ X
X T
b) fix +3)=+x+3 e —1—f)=—1-~/x
Y Y.
. X
! T~
X I —— .
O T+ =1+Vx A ) —2=+x —2
Y Y
— 1" 1 — e |
1 X
X

050 | Con ayuda de la calculadora, realiza una tabla de valores para representar la funcion
L JoRel
y = x> + 1. Determina su dominio y su recorrido.

X -2 —1 0 1 2
fx) | 2,23 141 1 141 2,23
Domf=R
Im f=1[1, +00)
14
/|
S
R v
X
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051

L X 2]

053

A partir de la grafica de la funcién y = /x> + 1, explica cémo harias
la representacion grafica de las siguientes funciones con radicales.

a) Yy=1+x*+1 Qy=1—+x>+1
b) y=—2+x*+1 d) y =x*+2x+2

) La funcion se desplaza verticalmente 1 unidad hacia arriba.

o Q

) La funcion se desplaza verticalmente 2 unidades hacia abajo.

@)

) Lafuncién se desplaza verticalmente 1 unidad hacia abajo.

d) La funcién se desplaza verticalmente 1 unidad hacia arriba y se dibuja abierta
hacia abajo con la misma abertura.

Calcula el dominio de estas funciones.

a) y=Yx—17° b) y =+/x—1

Utiliza el resultado para probar que las funciones no son iguales y represéntalas
graficamente.

a) Domf=R b) Dom f=1[1, +o0)
Y Y

Representa la gréfica de las funciones y = 2*e y = 3", Y
A partir de ellas, razona cémo serd la grafica
de las funciones y = 5 ey = 10",

Las gréficas de las funciones y = 5 e y = 10

también son crecientes y pasan por

el punto (0, 1), pero su crecimiento esmas AEEEEEN
lento six < 0,y es mas rapido si x > 0, i 1 X
cuanto mayor es el valor de la base.

Ayudate de la calculadoray realiza una tabla
de valores para representar

1 X
la funcién exponencial y = [3] .

X -2 —1 0 1 2
f(x) 9 3 1 033 | 0,11 At




055

[ Jele)

056
*0

SOLUCIONARIO

1 1
Representa las funciones y = [2] ey = [3] . A partir de las gréficas,

1 1)
;como seran las graficas de las funciones y = [5] ey = [10]?

Y

Las gréficas de las funciones

—
-

—|L ! ey= [1]X también son
Y 5 10

decrecientes y pasan por el punto (0, 1),

pero su decrecimiento es mas lento si x < 0,

y es mas rapido si x > 0, cuanto menor

X es el valor de la base.

Esta es la gréfica de la funcion exponencial f(x) = 4.

—~——

Obtén la expresion algebraica y representa las siguientes funciones.

a) fix—3) c) 4+ flx) e) 2 —f(x)
b) flx+1) d) —f(x) f) fix) —2
a) flx—3)=4"" Q 4+fX)=4+4
Y Y
I 1
|
| X
\
/
1' |
X I
b) flx+1)=4"" d) —fx) = —4
Y Y
I
|
/ 1
/ \ X
1' \
X |

361



362

Funciones elementales

057

eCo

e 2—f)=2—-4& f) f)—2=4-2

X

1
A partir de la gréfica de la funcién y = [3] , explica cémo harias la representacién

gréfica de las siguientes funciones.
x—3 1 —X
a) y=[] Q) y=[3] e) y=3"*
b) B 3X d) y 3 [1]x+1 f) y 3 [1]2)(
Y= 3 3

a) Lafuncion se traslada horizontalmente 3 unidades hacia la derecha.

—1\* X!
1 1
IR C
) [ 3 3
La funcién es simétrica a ella y el eje de ordenadas es el eje de simetria
de ambas.

—x N
c =|—| =||—
3 3
La funcién es simétrica a ella y el eje de ordenadas es el eje de simetria

de ambas. Coincide con la anterior.

d) La funcién se traslada horizontalmente 1 unidad hacia la izquierda.

o y—3ro [[ % ]} ) [[ % ]]

Primero se traslada horizontalmente 2 unidades hacia la izquierda'y,
después, se dibuja la funcion simétrica a ella respecto del eje de ordenadas.

2—x x-2)"!
3 3
Primero se traslada horizontalmente 2 unidades hacia la derecha'y,
después, se dibuja la funcion simétrica a ella respecto del eje de ordenadas.

-1
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I
Con la calculadora, realiza una tabla de valores para representar la funcién

058

[ Zeke] .. .
logaritmica y = logs x.

f(x) 0 0,63 1 126 | 146

I
059 | Representa la gréfica de las funciones.
*0
y=log, x y=logs x
Deduce, a partir de ellas, cédmo sera la gréfica de las funciones y = logs x e y = log x.
Y
— ]
X
Las gréficas de las funciones y = logs x e y = log x también son crecientes y pasan
por el punto (1, 0), pero su crecimiento es mas rapido si0 < x < 1,y es mas lento
six > 1, cuanto mayor es el valor de la base.
I
060 | Representa las funcionesy =log, x ey =log; x.
[ X }v] ; ;

;Como seran las gréficas de las funciones y =log, x e y =log ; x?
5 10

Y

/1]
/]

Las gréficas de las funciones y =log, x e y =log ; x también son decrecientes

5 10
y pasan por el punto (1, 0), pero su decrecimiento es mas rapidosi0 < x < 1,

y es mas lento si x > 1, cuanto menor es el valor de la base.
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061 | Esta es la grafica de la funcion logaritmica f(x) = log x.
[ X Xe]

YA

)=1og

Obtén la expresidn algebraica y representa las siguientes funciones.

a) flx—4) Q) 44 flx+1) e) 2—flx—2)
b) f(x+3) d) —f(x) f) f(2 —x)
a) fix—4) =logx—4) d) —flx) = —log x

Y Y

X 1
b) fix+3) =log (x + 3) e) 2—fix—2=2—log(x—2)
Y Y
X
Q) 4+fix+1)=4+logx+1) f) 2—x =log(2—x)
Y Y
X
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A partir de la gréfica de la funcién logaritmica y = log; x, explica cdmo harias
la representacion grafica de las siguientes funciones.

a) y=log;3x c) y =logs [1] e) y =log; 3x
X 1

3

3
b) y =log, x d) y =log, [] f) ,V=|093[X]
1 S lx 9

3

a) y=logs;3x=1+logsx
La funcion se traslada verticalmente 1 unidad hacia arriba.

b) y=log,x =log;:x

3

La funcidn es simétrica a ella y el eje de abscisas es el eje de simetria de ambas.

¢) Lafuncion es simétrica a ella y el eje de abscisas es el eje de simetria de ambas.
Coincide con la anterior.

3
d) y=log; [] =1—logsx
X

Primero se dibuja la funcién simétrica a ella respecto del eje de abscisas
y, después, se traslada verticalmente1 unidad hacia arriba.

e) y=log; 3x =log;3+log; x = —1+logs x
3 3 3

Primero se dibuja la funcién simétrica a ella respecto del eje de abscisas
y, después, se traslada verticalmente 1 unidad hacia abajo.

f) y=logs [;] =logsx —2

La funcidn se traslada verticalmente 2 unidades hacia abajo.

Dibuja la gréfica de y = cos x y, a partir de ella, haz la grafica de las siguientes
funciones.

a) y=—cosx ) y=1+cosx
b) ¥ = cos [x+;] d) y=cos(—x)
a) Y b) Y
! |
N VAN - NI\ <
N N X N N D& &
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064

e

065

ees

N7 NN N
] X P BT

Dibuja la grafica de y = sen x y, a partir de ella, haz la gréafica de estas funciones.

a) y=—senx ) y=-—-2+senx
™
b) y=sen|x + 2] d) y= —sen(—x)
a) Y Q) Y

Realiza una gréfica y estudia las caracteristicas de estas funciones.

y =sen 2x y =sen 3x
A partir de lo anterior explica como seran las gréficas de las funciones:
a) y=sen4x b) y =sen 6x

Las gréficas de las funciones y = sen 4x e y = sen 6x tienen el mismo dominio
y recorrido y son periddicas, pero el periodo es mayor cuanto mayor es el valor

por el que se multiplica la variable independiente x.
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Representa y estudia las caracteristicas de estas funciones.

y=cosi y=cosi
2 3

Explica, a partir del estudio anterior, cémo il

seran las graficas de las siguientes funciones. %
\ -+

)y—cosi b)y—cosi
@ 5 6

a) Lagréfica delafuncion y = cos ?Uene el mismo dominio y recorrido

y es periddica, pero el periodo es 10m.

X
b) La gréfica de la funcién y = cos g tiene el mismo dominio y recorrido

y es periddica, pero el periodo es 6.

T

— X

Ayudéandote de su grafica, comprueba que estos pares de funciones no son iguales.

a)y:COS[X] y = Cosx c)y:tg[X] y= 9%

2 2 2 2
_ [X _senx

b)y_senz] y— 2

a) Y

Esta es la gréfica de la funcion
trigonométrica y = tg x.
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Utiliza la gréfica anterior para construir las graficas de las siguientes funciones.
b) y=1—tgx

a) y=tgx+m
14 b) Y

a)

069 | A continuacién puedes ver la gréfica de la funcion y = arc sen x.
[ X 2e)

& il
2

y=arcsenx

Realiza las graficas de las funciones.

1
a) y=2+arcsenx Q) y=arcsen[x_2]
b) y=3 —arcsen x d) y=arcsen (x—1)

a) Y Q) 14
s
Tt ? +
D —
-1 X
T
-1 10X
b) 4 d v
Tl
2
—_—
1 X
s
: [
—_—t—
-1 1 X
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[ X Je)

Esta es la gréfica de la funcion y = arc cos x.
Realiza las gréficas de las funciones.

a) y=2+arccos x
b) y=3 —arccos x

c) Y = arccos [X —;]

d) y=arccos(x—1)

a) Y

Observa la gréfica de la funcion
y=arctgx.
Realiza las gréficas de las funciones.

a) y=2+arctgx
b) y=3 —arctgx

1
=arctg|x — —
QY 9[ 2]

d) y=arctg(x—1)

a)

SOLUCIONARIO

Y
1
s
2 y=arccosx
i 1 X
Q) Y
L
s
2
1 X
d)
™
s
2
1 X
"
2
y=arctgx
_T
2
b) Y
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X
072 | Lafuncién cuya expresion algebraicaes y = m se llama funcién signo de x.
o0

Y

Encuentra su expresion algebraica como una funcion definida a trozos.

a) ¢Cudntovalesix=3? b) ;Ysix=—-5? c) ;Ysix=-34?
1 si x>0
o = {—1 si x<0
a) f(3)=1 b) f(—5)=—1 c) f(=3,4)=—1

073 | Representay describe las caracteristicas de las siguientes funciones.

(e Xe]
2x +1 si x <2

? f(x):{x—s six>2

x?—=3x six<3
b) gix) =16 six=3
[—x+3 six >3

6
A h(x)=1x—1
[y+1 six >2

si x <2

a) Domf=R Imf=R

La funcion es creciente en
(=00, 2) U (2, 4-00).

2
et —— At
No es continua en x = 2,y este es un punto % X
de discontinuidad inevitable de salto finito.

No tiene asintotas.
No es simétrica ni periddica.
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SOLUCIONARIO

b) Domg=R Img—l—j, +o0

U (3, +0)

iy . 3
La funcion es creciente en E, 3

3
y es decreciente en [—OO ,2].

) - 3
Tiene un minimo absoluto en x = 5

No es continua en x = 3, y este es un punto de discontinuidad evitable.
No tiene asintotas. No es simétrica ni periddica.

c) Domh=R —{1} Imh=(—00,0)U[6, +x) Y

La funcion es decreciente

en (—oo, 1)U (1, 2) y es creciente en

(2, +OO), 2

Tiene un minimo relativo en x = 2. —

No es continuaen x =1,y este es

un punto de discontinuidad inevitable

de salto infinito.
Tiene una asintota vertical en x = 1y una asintota horizontal en y = 0.
No es simétrica ni periddica.

Representa y describe las caracteristicas de estas funciones definidas a trozos.

x3 six <0
2 si x <1

a) flx) = log x si x >1

si0<x<4 b) 9(X)={
x—3

\/; six >4

a) Domf=R — {3} Im f= (—o0, 0] U [2, +00)

La funcién es creciente en (—oo, 0) U (4, +c0) y es decreciente en (0, 3) U (3, 4).

Tiene un minimo relativo en x = 4.

No es continua en x =0, nien x = 3,y el punto x = 0 es de discontinuidad
inevitable de salto finito, y el punto x = 3 es de discontinuidad inevitable
de salto infinito.

Tiene una asintota vertical en x = 3.
No es simétrica ni periddica.

\7
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b) Domg=R Img=1(0,2]
La funcion es creciente en (—oo, 1) U (1, 4-00).
No tiene maximos ni minimos.

No es continua en x = 1, y este punto es de discontinuidad inevitable
de salto finito.

No tiene asintotas.
No es simétrica ni periddica.

Y

075 | Escribe como funciones definidas a trozos.

a) y=|x+2]| b) y=]12 —3x|

2 s o x>=2 12=3x si x<4
f) =1 X T = b) fx) = g
a) fx) {—x—z S x<-_2 ) ) —1243x s x>4

076 | Observa la grafica de la funcién y = x> —x —6.

Y

Realiza la gréficadey = |x* —x —6]|.

Y

——
[
~—
-

—
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SOLUCIONARIO

I
077 | Representa la funcion.
oo [x243x| six<—1
fx)=1-4 si x = —1
—x+3 si x >—1
Estudia el valor que toma la funcién en los puntos préximos a —1,
completando las tablas.
lzquierda de —1 —2 —1,5 —1,1 —1,05
f(x) 2 2,25 2,09 2,0475
Derecha de —1 0 —0,5 —0,9 —0,95
f(x) 3 35 39 3,95

y por la derecha se acercan a 4.

078
*0
a) y=|x*—4x—5|

Describe lo que le sucede a la funcién en las proximidades de —1.
Por la izquierda de —1 los valores de la funcion se acercan a 2,

Escribe como una funcién definida a trozos y representa las funciones.

o y=|2¢—7x+3]
d) y=|—-x+4x—5]|

I

b) y=|x* —4x+5]|
2) ) = x> —4x -5 s x<—-1,x>5
X244 +5 si —1<x<5
7
| |
| |
|
/™
\
Pl |
'
%
b) Y
\ |
/
/
X
20 —7x +3 s Xgi,x23
O f() = 2
2P+ T7x =3 s —<x<3

T ———,
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QZ? Expresa como una funcion definida a trozos.
o la) y= x|+ [x+2]

b) y=|x+1] —|1—x]|

Qy= |x—1| — |1 —x|

d) y=|2x+1| —|2—x

—2X—2 i x<-=2
a) flx) = 2 si —2<x<0 o flx)=0
X+ 2 s x>0

1
—X —3 i X < ——

—2 si x < -1 2
b) f(x) =1 2x —1 <1 d) flx) =
) ) SoTis xS J=15 1 g 1 ox<o
2 x>1 2
X+3 i x> 2

080 | EI numero de alumnos afectados por una epidemia de gripe se obtiene a partir
°“ | dela funcion:
30x

X +2
siendo x el nimero de dias transcurridos desde el comienzo de la epidemia.

f(x) =

a) ¢Cuantos afectados hubo el primer dia?
b) ;En qué momento el nimero de afectados fue 15?

c) Representa la funcion y comprueba los resultados que has obtenido en
los apartados anteriores.

a) f(1) =10 afectados
30x
b) =153k =15x+30 > 15x =30 > x =2
X+ 2
Hubo 15 afectados dos dias después del comienzo de la epidemia.
Q) Y
20l
"""" > T X
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SOLUCIONARIO

Un capital de 5.000 €

estd depositado en un banco,
y produce un interés

anual del 2 %.

a) ¢Cuantodinero hay
al cabo de un ano?

b) ;Y alosdosafos?

c) ¢Yalosnanos?

a) 5.100€ b) 5202 € c) C=5.000-1,02"

La tabla recoge el interés que ofrece un banco al ingresar dinero durante un afio.

Dinero (€) Interés (%)
Hasta 1.000 5
De 1.000 a 2.500 10
De 2.500 a 5.000 15
Mas de 5.000 20

a) Representa la funcion que determina el interés obtenido dependiendo del dinero
que se ingresa. ;De qué tipo de funcion se trata?

b) Siseingresan 1.800 €, ;cuanto dinero tendré al final del afo?
c) ;Y siingreso 500 €?

a) Y

dn

Se trata de una funcién definida a trozos.

b) 1.800-1,1=1980€
c) 500-105=525€

Encuentra las funciones inversas de estas funciones.

a) y=3x—1 f) y=In(x+3)
b) y=+x g y=3+4-5
c) y=sen2x h) y=1+l%
d) y=1+19x ) oy=[x—1]

e) y=arccos (x —2) j) y=x
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a) y:3x—1—>y+1:3x%x:y7+1%f4(x):x;ﬂ

Dy =¥ o 5=y =

o) y=sen2x—>2x=arcseny_>xzm_>f4<x):&2€ﬂx

d) :M—)2y—1:tgx—>x:arctg(Zy—1)—>f'1(><):arctg(2x—1)

e) y=arccos(x —2) = cosy =x —2—>x=2+cosy = (x) =2+ cosx
f) y=Ink+3)=>x+3=¢/ >5x=¢-3>f'X)=e" -3
X —3

q) y:3+4-5x—>5X:y43—>x:logs[y43]—>f1(x):logs[

P —

h y= W% S5y =1+logsx = l0gsx =5y —1— x =3¥" — f(x) = 3

x—1 si x>1

) f(X):{fXJM sioox <1

y=x—-1->x=y+1 S = x+1 si x2>1
y=-x+1=>x=-y+1

) oy=x-ox=y->Ff=x

084 | Una granja de caracoles ha ajustado sus gastos de produccién por x kilogramos
see . s
de caracoles segun la funcion:

1 3

G(x) = 2000 + —x
200.000

Sus ingresos se rigen por la formula:
1 2 1 3

I(x) = 8.000 + 2x — X+ X
1.000 200.000

Averigua cual es el numero

de kilogramos de caracoles

con el que se obtiene el beneficio
maximo.

Los beneficios de la granja se obtienen a partir de la funcion:

1 e

f(x) = 8000 + 2x — 1 x* + ! x* — 2000 —
1.000 200.000 200.000

1
X2
1.000
Se trata de una funcién cuadratica, por lo que su gréfica es una parabola.

Al ser el coeficiente de x* un valor negativo la pardbola estd abierta hacia abajo.
Entonces la funcién alcanza su maximo en el vértice de la misma:

= 6000 + 2x —

x = =2 — 2000 kg
2a
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Una ONG ha estimado que el nimero de personas ingresadas en los hospitales
110
t?+10
donde P es el numero de personas hospitalizadas, en miles, y t es el nimero de dias

transcurridos desde el tsunami.

tras un tsunami sigue aproximadamente la férmula: P = 1+ t €(0, 30)

a) ;Cuantas personas habra hospitalizadas el primer dia?
b) ;Y cudntas habréd al cabo de tres semanas?

¢) Sila capacidad hospitalaria de unaisla del area afectada es de 2.000 camas,
;hasta qué dia estuvo desbordada la capacidad?

a) 11.000 personas
b) 1.243 personas
110

) =250 4+120=224+20>t>—-100=0 >t ==+10

4+ 10
Como el nimero de personas hospitalizadas decrece segun el nimero de dias
la capacidad de hospitalizaciéon estuvo desbordada hasta el décimo dia.

La evolucién de una poblacion viene determinada por la funcién P(t) = 100 - 2/,
y la de los alimentos que necesitan sigue la funcion A(t) = 1.000t + 1.000.

a) ¢Cuanta poblacion habia al principio? ;Y alimentos?
b) ;Y después de 2 afos?
c) ;A partir de qué aio la poblacién tendrad menos alimentos de los que son necesarios?

a) P(0)=100 A(0)=1.000
b) P2)=400 A(2) =3.000
Q

A partir del sexto afo.

PARA FINALIZAR...

087 | Razona para qué valor de x se hace mayor la diferencia \/x*> +1 —{ x|

La diferencia alcanza el mayor valor
parax = 0.
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088 | La funcion f(x) esta formada por cuatro Y
segmentos.
) . . . B(—2,6) (1,6
;Cuantas soluciones tiene la ecuacion f[f(x)] = 67 2.0 1£01.6
Como f(1) = f(—2) = 6, las soluciones VAV
de la ecuacion son los valores para los EEENAREEA\REERED
que las ordenadas son igualesa 1ya —2.
En total hay seis puntos que cumplen A(=7,=4)
estas condiciones, es decir, la ecuacion
tiene seis soluciones.

D(b, +6)

089 | Calcula los valores maximo y minimo (extremos absolutos) que puede alcanzar
la funcién f(x) = [I| —x*|en el intervalo [—2, 2].

Y
I En el intervalo [— 2, 2], el méximo valor
es4,yaquelospuntosx =2yx=—2

son los maximos absolutos, y el minimo

1 valor es 0, porque los puntos x =Ty x = —1
1 son los minimos absolutos.

090 | ;Cuantas soluciones tienen las siguientes ecuaciones en el intervalo [—, «]?
X
a) e¥=2—x b) Inx=—x Q) senx:;

a) 4] Q) Y

Tiene dos soluciones. Tiene tres soluciones.

b) v

Tiene una solucién.

091 | Las manecillas de un reloj miden 20y 30 cm. Entre las 12 horas y las 12 horas y 30 minutos:
a) Expresa el angulo que forman en funcion del tiempo, t, medido en minutos.

b) Halla el drea del triangulo creado al unir sus extremos en funcién de t.
{Puede tomar el valor cero? ;A qué hora alcanza su mayor valor?

¢) Expresa la distancia entre los extremos de las agujas en funcién de t.
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SOLUCIONARIO

a) Como la manecilla que marca las horas tarda 12 horas en completar una vuelta

2
(2w radianes), su velocidad es: v, = T rad/min

720 360

. ) ) 2T T )
Andlogamente, la velocidad de la otra manecilla es: v,, = o = o rad/min

El dangulo que forman ambas manecillas es la diferencia entre los dngulos
recorridos por cada una, en funcion del tiempo t transcurrido:
s T 11
l’ _

o=— t=—trad
30 360 360

) A= .20-30- sen [”“r] — 300 sen [”“t]
2 360 360

Esta funcién se anula si el dngulo mide k= radianes, con k € Z. En el intervalo
de tiempo dado esta condicién solo se cumple a las 12 horas (o = 0).

Como el mayor valor de la funcién seno se alcanza cuando el dngulo mide

L . ) ) .
5y radianes, hay que calcular a qué hora el dngulo formado tiene esta amplitud:

13]?2{ = % — t =16,36 Elé&reaes maxima alas 12 horasy 16,36 minutos.

c) Por el teorema del coseno, la distancia entre las agujas es:

d=]20"+30°—2-20-30 cos [”“r] — 1300 — 1200 cos [”“r] -
360 360

=10,/13—-12 cos[”ﬂt]
360

La temperatura media diaria, medida en grados Celsius, en una ciudad,
durante el aflo pasado, viene dada por la siguiente funcién.

T=2
9

13 — 23 cos 2t — 32)
365

donde t es el tiempo en dias, correspondiendo t = 1 al 1 de enero, y el angulo esta
medido en radianes. Halla la temperatura correspondiente a los dias 1 de enero
y 10 de agosto. Calcula las temperaturas maxima y minima del afo.
Para calcular la temperatura del 1 de enero: t = 1 — T = —3,77 grados
Para calcular la temperatura del 10 de agosto: t = 222 — T = 19,89 grados
Como en la expresion dada, el coseno del angulo estd multiplicado por un ndmero
negativo, la funcién alcanza el maximo si su amplitud es de « radianes.
27 .
—(t —32)=7 > t=2145dfas
365
Por tanto, la temperatura maxima es: T = 20 grados
Andlogamente, la funcidn alcanza el minimo si dicho dangulo mide 0 radianes.
27

%(t —32)=0—>1t =32 Asi,latemperatura minima es: T = —5,55 grados
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El ocho

Sharrif iba sacando los libros [de mi bolsa] y ordenandolos en una
pila sobre el escritorio mientras leia cuidadosamente los titulos.

—Juegos matematicos de ajedrez... jah! {Los nimeros de Fibonacci! —ex-
clamo, con esa sonrisa que me hacia sentir que tenia algo contra mi.
Senalaba el aburrido libro de Nim—. ;De modo que te interesan las
matematicas? —pregunt6, mirandome con intencion.

—No mucho —dije, poniéndome en pie y tratando de volver a guardar
mis pertenencias en la bolsa. [...]

—;Qué sabe exactamente sobre los numeros de Fibonacci? [...]
—Se usan para proyecciones de mercado —murmuré-. [...]

—;Entonces no conoce al autor? [...] Me refiero a Leonardo Fibonacci.
Un italiano nacido en Pisa en el siglo xi1, pero educado aqui, en Argel.
Era un brillante conocedor de las matematicas de aquel moro famoso,
Al-Kwarizmi, que ha dado su nombre a la palabra «algoritmo». Fibo-
nacci introdujo en Europa la numeracion arabiga, que reemplazo a los
Viejos numeros romanos...

Maldicion. Debi haber comprendido que Nim no iba a darme un libro so-
lo para que me entretuviera, aun cuando lo hubiera escrito €l mismo. [...]

Permaneci leyéndolo casi hasta el amanecer y mi decision habia resulta-
do productiva, aunque no sabia con certeza como. Al parecer, los ntime-

mar esta interesante sucesion de nameros empezando por el uno y su-
mando a cada numero al precedente: 1, 1,2, 3,5, 8,13, 21... [...] Descu-
bri6 que los cocientes entre cada término y el anterior se aproximan al

1++5
)

de todas las cosas naturales que formaban una espiral.

namero y que este numero describia también la estructura

ros de Fibonacci se usan para algo mas que las proyecciones del mercado
2 de valores. La resolucion de un problema habia llevado a Fibonacci a for-
-

KATHERINE NEVILLE

Los nimeros de Fibonacci aparecen con frecuencia en la naturaleza. Por ejemplo, el nimero
de espirales de los girasoles o de las pifias es siempre uno de estos nimeros.

Ademads, como se dice en esta novela, al dividir cada término de la sucesion de Fibonacci
entre el anterior, se obtiene una nueva sucesién de nimeros que se aproximan

1445
2

es verdadera. Compruébala ti mismo.

cada vez mas al nimero de oro: . Aunque no la descubrié Fibonacci, esta propiedad

La sucesion que se obtiene al dividir cada término de la sucesion de Fibonacci entre el anterior es:

a =1 = a7:£:1,615u.

_3#
21

a,=2 dg =1,619...
8




SOLUCIONARIO

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

001 | Escribe los términos 14, 123y 2.345 de estas sucesiones.

a) a,=n*>—=3n+2 b) a, = n+4
2n+1
a) a,, =156 Gi13 = 14.762 0345 = 5491.992
18 127 2.349
b) a.=— s = —— Uoz4s = ———
29 247 4691

002 | Factoriza este polinomio: P(x) = 7x° + 14x* — 35x° — 42x?

P(x) =7x"(x — 2)(x+ 1)(x + 3)

003 | Simplifica estas fracciones algebraicas.

X2 4+ 2x +1 9 y2(x? —4x + 4)
xX(x+1) x(x —2)
x3(x? —4) (x> —9)(y* —16)
x(x —2) xy(2x —6)(y +4)
X2+ (x+17 x+1

x(x+1) x(x+1) X
X (X2 =4) X (x+2(x—=2)

= =x(x+2)
x(x—=2) x(x—=2)
o y(x* —4x+4) _ Y2 (x —2) _ y2(x —2)
x(x—2) x(x—=2) X
(x> =9)(y* —16)  (x+3)x—=3)y+4)Ny—4) (x+3)y—4)
xy(2x —6)y +47  2y(x=3)Ny+4F  2y(y+4)

004 | Resuelve estas operaciones y simplifica el resultado.

2 _ x—1
a) ()(_+_1)_X7?’X'H b) (2x —2) —
x—1 3x
2 2 2
a) (X—H)—X —3x +1 _X —1—x"+3x-1 _ 3x =2
x—1 x—1 X —1
b) (2X—2)—X 1:6)( 6x x+1:6x 7X 41
3x 3x 3x
ACTIVIDADES
001 | Obtén el término general de estas sucesiones.
37 m p 3 1 =1 =3
515 45" 174" 9" 16"
a) an_4n7’| b) an:ﬂ
5‘3/7—1 nZ

381



382

Limite de una funcién

002

003

004

005

006

007

Con tu calculadora, halla los cinco primeros términos de la sucesion recurrente

a1 +3 . . . .
a, = PREY siendo a, = 1,y determina el nimero al que se aproxima.
n—1
~ 7 1 ~
a =1 a,=2 03:5:1,6 a,=—=175 05:—9:1,72
3 4 11

Los términos de la sucesion se aproximan a: J3 = 1,732...

Con ayuda de tu calculadora, halla el limite de las siguientes sucesiones.

a) a, = (_1)2n+4 b) a,= nz C) a, = n2 _ n3 d) a, = 0,2”
a) lima, =1 b) lma, =+ Q) lma, =—o0 d) lima, =0
n—o n—o n—e n—w

Escribe sucesiones de numeros reales que cumplan que su limite, cuando n
tiende a infinito, es:

a) !ILT) a, =3 b) lima, = —x o Ilima,=+ow d) lim a, no existe

n—o n—ow n—ow
Respuesta abierta.
3n

a) a, = b) a, =4—n Qa,=n"+3 d) g, = (="'
n+1

Calcula estos limites de sucesiones.
a) limn? b) lim~/n o lim3n* d) lim 0,5"

n—oe n—e= n—o n—o

a) imn =+w b) //m\/_:-i-oo Q) limin* =40 d) im0,5" =0

n—o n—o n—o n—o

Halla los limites de las sucesiones cuyos términos generales son los siguientes.

8n b) (n—"1n
2n* +3n—1 (n+2)°
_1\i0
) m—381 SR Ukl U
n>e 20’ 430 —1 n=x (n 4 2)°

Halla los siguientes limites.

. [3n* =1 4n* ) 3n? +1
a lm|l—— — o Im, |——
n—% n? 2n* +3 n>=\ n? 4 n42

2 . n+1 n—1
b) lim Inu d) l/m[ + —]
n—e 2n == n—1 n+1
2 4 3n? ]
a) m| 2=t A o lim | 1 _J3
el P 2n* +3 ==\ n? 4n42
2 [ n+1 n—1
b) /im\nn+7:+oo d) //m[ - J—O
on meln—=1 n+1



008 | Calcula estos limites.

SOLUCIONARIO

n* +1 —n? n’ 41
a) lim o) lim9 2
L e Yo ) lim
, 2n® +1 ot
b) lim In% d) lim 0,1
n—o 2n + n n—w
4 03 n? 41
a) lim nA + n :i o lm92» =3
=l 20t 41 3 +n4 6 n—%
, 20 41 as
o) min 221 g d) moir =1
n—e 2[’73 + n n—e
009 | Explica por qué no son indeterminaciones.
0 [}
a) o0 0 b) — c) — d) o«
© 0

a) Elproducto de valores muy grandes resulta un valor ain més grande.
b) Al dividir cero entre cualquier nimero distinto de él, el resultado es cero.

c) Elcociente de un valor muy grande entre un nimero muy proximo a cero
es un valor alin més grande.

d) Cualquier nimero elevado a uno es el mismo numero.

010 | Pon ejemplos de limites que produzcan indeterminaciones de los tipos.
a) 0. b) 17 Q) oo d) 0°

Respuesta abierta.

a) i [1] Inn o lim(n—4)n

n—oe| 4

2n 1 i

b) /im[n—H] o) i [2]
n—»| n—1 n=e<{n

011 | Calcula los siguientes limites, resolviendo las indeterminaciones que puedan presentar.

3
. N 1
a) lim M b) lim ntvn+1
n—o n n—w 2n
n+dn =
a) Iim——m—m—m > —
n—o n ']
Jn+3n
im—— =20
n—oc n
n—e on [e')
o n+n+1 1
lim =
n—o 2(7 2
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oo
012 | ;Presentan indeterminaciones del tipo — estas sucesiones?
oo

En caso afirmativo, halla el limite.

_n2 3 _ 2
a) lim 2= by fim S22 =1
n

o
n—e n n—

a) No es una indeterminacion, porque la raiz cuadrada no esta definida
para valores grandes de n.
3 2
. S .o 5—n
b) Esunaindeterminacion del tipo —: im ——— =0
o0 n—ow n

013 | Calcula los siguientes limites.

n3+2n+1_ n?

4 3
a) i b) fim |1 4 =+ 2
n—e | 2n% —1 n—1 n—=|n? 41 n
P +2n+1 n?
a) i — — 00— 00
-l 2n? —1 n—1

-n*—n’+3n" —n—-1

li = lim =—

n3+2n+1_ n? ]

o=l 2n? —1 n—1) = 2n* =20 —n+1
4 _ 3 2
o) | T o
n—o n2 +1 n
4 3 3 2
lim n +n7+2 :/,'mw:_1
n—w f72 +1 n n—w /'73+/'7

014 | Halla estos limites.

a) lim (Vn> =4 —Jn> —3n)

n—o

b) lim (Zn—\/n2 +5)

n—o.

o lim (\/n2 +7 +\/3n2 +n)

a) //'m(\/n2 —4 I —3n) s 0-—w
im(J —4 —Jn? —3n) =i Sn—4 _3
noe eIt —a 0 =30 2

b) /im(an\/n2+5)—>oofoc
3n’ =5 3
im(2n—Jn +5)= Im—20—2> 2
n—o n%m4n2+ /nz +5 4

) //'m(\/n2 +7 Jr\/3n2 +n):+oc

n—o

384



SOLUCIONARIO

015 | Calcula los siguientes limites.

n 2n
1)s ) 1]s3
a) Iim[1+] b) llm[1—
n—o n n—o n
n n 1
B B 1 °
a) Im|l+—| -1 Im{1+ —| = Ilm||1+ — =e>
n—w n n—o n n—ows n
2n 2n ,i
B 1y 2
b) //m[1— — 1" /im[1— = lim [1+] J =e 3
n—o n n—oe n n—oe —n

016 | Halla estos limites.

n 3n—2
a) lim[1+5] b) lim [1+3]
n—o n n—o 2n
n 5
5 n n ?
a) //m[1+J—>1°° //m[1+] = lm|{|14+ — =e
n—o n n—o n n—o ﬂ
5
(3n—2)
3 3n-2 A 3 302 23” 2n s
b) lm {1+ — - im |1+ — = lm||14+ — —p2
n—o 2n n—o 2//) n—ws
017 | Halla los siguientes limites.
3
. 2 4
x=te| x —1 x>t (x2 —6)(2x —1)°
o YV Bx +1)x* 3
a) lim =22=38 b) m —F—— =
x>+l x X—> 400 (XZ —6)(2)(—1)3 8
018 | Calcula estos limites.
. X +1 ) 2 *
a) lim b) lim ﬂ
x—>+=| 3x 4+ 3 x4 x2 41
a) lim XH] =0
o+ 3x 43
x4+ 2x )
b) lim — | "
X X +] X(2x-1)
24 ox ) 2w 1) by
- -1
im | X2~ i [1+ X ]— lim {|14 = ¢?
x4l x? +1 X+ X2 +1 X— 400 X2 +1

2x —1
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019 | Calculalos limites laterales en el punto x = 3 de:

f(x):{x_?’ six <3

X2 +1 six>3
im f(x)= lm(x—=3)=0 im f(x) = lim (x> +1) =10
x—3 x—3 x—3! x—37

020 | Halla los limites laterales en x = 0 de las funciones.

_ X
a) )= X b) fx) = =
x? x|
a) lim f(x) = —o0 lim f(x) = +o0
x—0" x—0T
1 six >0 . .
filx) = = — =
b) (X) {—] Si X < O xhjg’ f(X) 1 X/Ln;' f(X> ]
2
021 | Calcula el limite de la funcién f(x) = - enx=2yenx=>5.
X —
2 fim f(x) = —o0
lim f(x) = —1 lim f(x) —» = . — No existe fim f(x).
X—2 X—5 0 lim f(X) = +o0 X—5
x—5"
-2 3
022 | Razona si existe o no el limite de la funcién f(x) = X + X+
x+3 X—2
enx=2,enx=3yenx=4.
fim f(x) = —o0
Iim f(x) » = e — No existe /im f(x).
X2 0 lim f(x) = +o0 x—2
x—27
lim f(x) = 3 lim f(x) = 3
Xx—3 6 X—4 ]4
023 | Halla los siguientes limites.
x3 —2x2+x 4 _
a) fim XX b) fim X —1°
x—1 X2—3X+2 x—>—2 x3 +8
39,2 39,2 1Y
a) fim XX X 2 +X—>g fim = X"+ x = lim il =0
=1 x2 —3x 42 0 =1 x2 —3x 42 =1 (x =1)(x =2)
4 J—
b) fim =~ 16 - 9
X——2 X3 +8 O
4 2 _
im X 16 — im (x*+4)(x+2)(x—=2) :_g
=2 x3 48 o2 (x4 2)(x* —2x+4) 3
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x™ —1

024 | Calcula lirn1

X—> X_1

;Puedes determinar el limite para un valor m cualquiera?

sim=2ym=3.

2 _ _
//'mX ] o /imX 1://'rn(><—0—1):2
x>l x ] O x—1 X_] x—1
3 _ 3
fim = 1,0 fim = ]://m(x2+x+1):3
x>0 x ] 0 x—=1 X_] x—=1
lim = mK"T X"+ x+D=m
x> x —1 x—1

025 | Pon un ejemplo de una funcién que tenga como asintotas verticales las rectas
cuyas ecuaciones son:

Respuesta abierta. Por ejemplo: f(x) =
(x =1x = 2)(x = 3)

026 | Halla las asintotas verticales de las funciones.

a) f(x):i b) f(x)= ! o) fm:#
X x2 —1 x3 — 4x

a) Domf=R — {0}

Im f(x) = —o0
0 —f(x) tiene una asintota vertical en x = 0.
fim f(x) = 4+o0

x—0"

b) Domf=R —{-1, 1}

im f(x) = 400

ot — f(x) tiene una asintota vertical en x = —1.
lim f(x) = —o0

x—=1"

lim f(x) = —c0

x=1"

lim f(x) = +o0

x=1"

— f(x) tiene una asintota vertical en x = 1.

c) Domf=R —-{-2,0,2}

m f(x) = —oc
o —f(x) tiene una asintota vertical en x = —2.
im f(x) = 4+o0
x—-2"
lim f(x) = —o0
2 — f(x) tiene una asintota vertical en x = 2.
fim f(x) = 4+o0
x—2"
im f(x) = +o0
0 — f(x) tiene una asintota vertical en x = 0.
fim f(x) = —o0
x—0"
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;Puede ocurrir que una funcidn tenga una asintota horizontal y otra oblicua

I
027
cuando x — +o0? Razona la respuesta.
No puede ocurrir, ya que si tiene una asintota horizontal se verifica que: fim f(x) = k
X—>+%
Ysi lim s = 0, la funcién no tiene asintota oblicua.
X—=+* X
I
028 | Calcula sus asintotas y representa las funciones.
2 3
X X X
a) f(x)= 5 b) f(x)= . o flx)= .
x“+1 x“+1 X“+1
a)  lim 5 = 0 — f(x) tiene una asintota horizontal: y = 0.
X—te x _|_]
Y
— X
2
b) fm — =1 f(x) tiene una asintota horizontal: y = 1.
X—>te x _|_]
Y
]
X
o flx ) X
lim ) = lim — =1
X— 4w X x>+ X4 X
Q) B — f(x) tiene una asintota oblicua: y = x.
. ) —X
lim | — —x|= lim =0
xo | x2 41 x>+ X241
Y
///
//
1 ////
T,
P x
7
/,/
)4
vl
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029 | Estudia la continuidad de estas funciones.
a) f(x)=x7? b) f(xX)=vx—4 o fx)=In(1—x?)

a) Domf=R — {0} = f(x) es continua en R — {0}.
b) Dom f= [4, +o0) — f(x) es continua en [4, +0).
c) Domf=(-1,1) = f(x)escontinuaen (-1, 1).

030 | Hallamy n para que la funcién f(x) sea continua en R.

2 si x <1
fx)=1mx+n sitT<x<3
4 six >3

f(x) es continua en x = 1 si se verifica que: f(1) = lim f(x)

x—=1

fim f(x) = 2
x—1
imf(x)=m+nf—>m+n=2
x—=1

f(nyy=2

f(x) es continua en x = 3 si se verifica que: f(3) = im f(x)
x—3

im f(x) =3m-+n

x—3"
lim f(x) = 4 —3m+n=4
x—3"

fe=4

m+n:2} m=1
%
Sm+n=4 n=1

031 | Estudia la continuidad de la funcidn que asigna a cada nimero su parte entera.
y=1[K
Especifica los tipos de discontinuidades que presenta esta funcion.

La funcion no es continua para todos los valores enteros. Todos los nimeros
enteros son puntos de discontinuidad inevitable de salto finito.

032 | Estudia la continuidad de estas funciones.

x+1 x six<T
3 flo= X —2 b) fx) = X sil<x<4
5 six>4

a) Domf=R — {2}

//'mi f(x) = —o0

e — No existe lim f(x)y f(x) no es continua en x = 2.
lim f(x) = + oo =2

x—2"

La discontinuidad es inevitable de salto infinito. La funcion tiene una asintota
vertical en x = 2.
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b) Dom f=R — {0}

lim f(x) = —o0

0 — No existe fim f(x)y f(x) no es continua en x = 0.
lim f(x) = +o0 x=0

x—0*

La discontinuidad es inevitable de salto infinito. La funcion tiene una asintota
vertical en x = 0.

lim f(x) =1

i S>3 Imflx)=1
im f(x) =1 X1

x=1

Comod f(1) = /im1 f(x), la funcién es continua en x = 1.

Im f(x) = 4
X/;; ) = 5 — No existe X/m f(x) y f(x) no es continua en x = 4.
X—4"

La discontinuidad es inevitable de salto finito.

033 | Halla el término general de las sucesiones cuyos primeros términos son:

a) 1,—1,1,—1, ... b) 1,2,4,8,...
a) a,=(=1""
b) ag,=2""

034 | Con ayuda de la calculadora, halla el limite de esta sucesién definida de forma

recurrente.
a = 30,,,1 +2
=1 "7 4a,,+3
a =1 a =92 _ o 70m...
239
4 =2 —0,71428... 0 = 22 _0707106...
7 1393
a5 = 2—91 —0,70731...

1
Los términos de la sucesion se aproximan a: /5 =0,7071...

035 | Calcula el limite de la siguiente sucesién con ayuda de la tabla.

n* —1
n =
2n+1
n 5 50 500 5.000 50.000

a, 2,18 | 24,74 | 249,74 | 249974 | 24.999,74

ima, = +oo

n—o



036 | Comprueba la igualdad con ayuda de la tabla.
lim 2=87 _ _3
== 2n+1
n 5 50 500 5.000 50.000
a, —2,36 —2,93 —2,993 | —2,9993 | —2,9999
037 | Halla los siguientes limites de sucesiones.
2 2 2 _
a) lim[sn tn_n +2] Q lim[2n—4n 2n+7]
nsel n—3 n—1 n—e 2n+1
2 _ 2 2 2 _
b) ”m[n 3n+2 _ n ] a9 Iim[6n +1_9n 5]
n—e 3n n+3 ==\ 2n+44 3n+6
5P 4+n 42
a) lm|—— — 00 — o
el n—3 n—1
_|5nP4+n n*42 4P —=n*=3n+6
fi — =i = 40
noel -3 n—1 noe n?—4n+3
2 2
b) fim |2 —3n+2 1 — 00—
n—o 3n n+3
[ n*=3n+2 n’ _=2n*—7n+6
lim — =lm—=—
n—ee 3n n+3 n>= 307 49n
2_
Q) i 2n,w 5 00— 00
n—e 2n+1
2_ J—
n—e 2n+1 n—=e 2041
2 2
d) i [ QLI 0o
o=l 2n 44 3n+6
2 2 _
(e A1 9n =5y 13
noe| 244 3n+6 - 6(n+2)
038 | Obtén los resultados de:
[cXeke]
Jan* +n— 2 J5—2n+6n’
a) fim YA +n=3 b) fim S t3n+2 o fim X2 —2n+en
e 3n+1 e \n® +2n* n—e —n—=6
Nan? +n-=3 o0 ) 40’ +n-3 2
a) fmYr— T2 fim =
n—w 3n+] [ee] n—e 3n+1 3
2 2
b) //‘m8n +3n+2_>2 /jm8n +3n+2 8 :4\/5
n—o /n3 +2n4 o0 n—ow n3 +2ﬂ4 2
_ A5=2n+6n
A jmX2— T2 o
n—e ot —n—6

SOLUCIONARIO
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039

[eXeYel

040

eCo

041

[eXeje]

Determina los limites.

a) lim (n—\/n2 +4n—1)

n—o

b) lim (\/4”2 +n+31 —3n)

n—o

o lim (4n—16n* +2)

n—o

a) /im(n—\/n2+4n—W)—>oo—oo

n—o

—4n+1

imn—Jrm +4n—1)=lim——2002° 5
e 4 +4n—1
b) fim(Nan +n+31 —3n) = 00—
2
- i
im(Jan +n431 —3n) = m——2F0+31

n—o

= J4n’ +n+31+3n

9 Im(4n—16n +2) 5w —w

n—o

im(4n =16 +2) = lim

n—o

Halla los siguientes limites.

a) lim x*+2x* -3

X—>+%

b)

im
x=== |n|x|

a) fim (x* 4+ 2x> =3) =+

X 42

b) lim ! =0
=== n x|

Representa las funciones.

f(x)=2x —3

A partir de la gréfica,
calcula los siguientes limites.
a) lim f(x)

X——»

b) lim g(x)

X——»

a) im f(x) = —o

X——

b) Jim

X—>—%

(X) = 400

0

-2
4N 41607 + 2

R 4
o Ilim ———
x=—= x2 4 Jx 41

d) lim xe*

X—>+%

A lim 4

" 9
x> x4 DX 41

d) im xe¥ =+

X—+®

g(x) = x* +2x —1

) lim f(x)

X—>+%

X—>+%

d) lim g(x) 1
QA lim f(x) = 4o
X—+

d) lim g(x) =+

X420




SOLUCIONARIO

) lim (—2x* 4+ 8x> —3x% +27x —42)
X—>+x

d) lim (1—3x> +5x% —6x)
X—>+x

042 | Calcula.
00
a) lim (x> —3x?%)
X—>+%
b) lim (x* 4 2x® 4+ x> —17x)
X—>+%
a) lim (x> =3x?) =+
X—+®
b) fim (x* +2x° +x? —17x) = +©

X—+®

X—>+®

X—>+®

im (1=3x3 +5x —6x) = —0

lim (=2x* 4+ 8x3 —3x> 4+ 27x — 42) = —0

043 | Determina los limites.
OO
a) lim (6x3 + x?) c) lim (5x3 —3x%* —16x + 3)
X——%0 X——o
b) lim (x* 4+ 4x3 +7x> —12x+1) d) lim (7 —12x + 3x% 4+ 9x3)
X—— X——0
a)  im (6x° 4 x?) = —
X——°
b) lim (x* 4+ 4x> +7x —12x +1) =+
A Jim (5x° —=3x? —16x +3) = —o0
d) fim (7 —12x+3x2 4+ 9x%) = —o0
044 | Halla los limites.
000
a) lim|—2t* + 5| b) lim |t* + 6t + 3]
to+e t—>—c
a) fim |-2t7 + 5|= 4o ) im |t*+ 6t + 3|= +oo
-+ t——o
045 | Calculalos limites, y comprueba el resultado con tu calculadora.
00
2x? —6x+3 4x? —12
x>+ X2 _3x 45 o X=X 42
o 2xr—6x3 —x+1 1 —6x* 3
b) lim + e) lim Tt x—6x +x°
xot=  Ax? 4 5x —2 x>+ 3x 4 2x7 —3
. 5x3 4+ 3x —1
o lim ———
xote 6x2 —3x3 + X
2 2 _
a) m X ZOX¥3 _, d i 2EXZ12
x=ote x2 3y 45 xmpoe x2x3 4D
22X = 6xE —x 41 o4 x—6x" +x°
b Im - ~——-——— = e) I|m ———MM—— =—
ot 4x? 4 5x =2 ot 3x+ 2x7 =3
. 5%° + 3x —1 5
Q Jim— ==
=t 6x2 — 3x3 4 x 3
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046

[eXe}eo]

047

[eXe}el

048

QOO

049

[eXe}eo]

Halla estos limites con ayuda de la calculadora, y comprueba el resultado obtenido.
. X2 4+5x+4+7 . x> —2x% —10x
a) Ilim ——— c Ilim
o= 2x2 4 X + 1 o —x? + 26 —x+3
44 x—2x3 —x?
b) lim At x—2x d) lim =X +3x+21
xo—2 2x? —3x + 11 xo—= 5x2 _ Ax3 4 2x
x> +5x+7 1 , x° —2x* —10x 1
a)  m —Y— = — aQ lim =—
o= Ox? L x4+1 2 o= _x? 40X —x 43 2
—2x° . —x*+3 21
b) //‘muz+oo d) lim u:o
x> x? — 3x 411 x> 5x? — 4x3 + 2x
Escribe, en cada caso, un polinomio, P(x), para obtener los resultados indicados
cuando calculamos el limite.
. 8x? 4+ 6x—1
im ———
X+ P(X)
a) 4 b) 5 c 0 d) 400 e) —»® f) 1
Respuesta abierta.
a) PX)=2x"+x+1 Q) Px)=2x+x e) Px)=—1
8
b) P(X):gxz+x+1 d) P(X)=x+1 f) P(x)=8x"
Encuentra el valor de:
a) lim (\/4x2 +2x —\J4x* —3) b) lim (\/x2 —2x+1—x> —2x+4)
X+ X—+»
a Im (Vax +2x —Vax =3) s o—w
X—+%
2 1
im (Vax? + 2x —Jax> —=3) = | X+ 3 -
oo =t [ax? 4 ox ++J4x2 =3 2
b) im (\/x2 —2X+1 —\/x2 —2X+4>—>oo—oo
X—>+o
lim (\/x2 —2X+1 —\/x2 —2x+4>:
X—>+oo
= lim =3 =0
o X — x4 — 2+ 4
Halla los limites.

2 — x? . x3 2x2 +1
a) lim SX”+1 + 3—x b) lim —
x> x X+ 2 o= | x? —2x  2x—4
2 2
a) lim M_ﬁ_l S0 —
X—>—e X X4+ 2
5x2 +1  3—x? 43 4 10x% 4 4x 42
i fim =—
X0 X X+2 Xy o0 x> + 2x



050

e0C

051

[eXele]

052

00

SOLUCIONARIO

3 2
o) m |— 2 o
x| x? — Dx 2x —4
3 2 _
i 22Xy X
ol x2 —Jx  2x—4 x> Dx? 4y
Obtén los resultados de:
\J—3x + 6x2 J2x* 4 5x3 —2x?
a) Iim +¥—— b) lim
Y X 3x —1
_ 2 4 392
a) fm YO g o) fim N2 EN T o
P G X 3 —1
Determina.
a) fim 2= Nx+4 b) /,«mg
x—0 X =2 x—2
2= x+4 0
a) lim—————— > =
x—0 X O
//’mz_ x+4 = lim X = lim - -
x—0 X x—>OX(2+ ’X+4) Xﬂ02+/X+4 4
Ix=V2 o
b) Im—m— —» —
x—2 X—Z O
Ix =2 X =2 , 1 1
lim = lim = lim = =
=2 x =2 =2 (x +42) P +V2 0 22

Determina los limites, calculando previamente sus limites laterales.

a)

b)

<)

lim

x—2

x2—3x+2

2x—5

lim (14 2x)*
x—3

. x2 —2x+3
lim,| ————m——
x—0 X+1

2 _
im X=X x¥2 =0
x—2 2x —5

lim (14 2x)* = 343

X—3

d)

e)

f)

4 —2x

m —
x——1 Xz —2X

lim In[
X—2

3

lim

d)

2 p—
lim | X=X 2XH3 J3 f)
x—0 X+]

x+1]

5
x—-=3 \/m

lim 4

— 2X

x——1 X2 — 22X

fim In

x—=2

|

X 4+1
3

=2

|-o

N2
4
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053 | Con ayuda de la calculadora, completa la tabla y comprueba que

[eYers) P
si f(x) = ,entonces lim f(x) = —0,5.
X — 3 x—1
X 0 09 0,99 0,999 1,001 1,01 1,1
f(x) 0 —0,38 —0,48 —049 | —0,501 —0,51 —0,63

054 | Calculalos limites indicados en la funcién.

Qeoo
2x+ 4 six <4
g =7, .
Xt —=2x+1 six>4

a) lim g(x) c) lim gx) e) lim g(x)

b) fim g(x) d) lim g(x) f) fim g(x)
a) X/Lr@gg(x) :X/erzs(ZX +4)=-2 d) fiingg(x) = 1/'@3(2)( +4)=10
b) X/anﬁ g(x) :X/Ln;(xz —2x+1)=25 e) X/Lng+ gx) = X/Ln;(xz —2x+1)=25
Q) X/Ln;;ﬁ g(x) :X/Lra 2x+4)=12 f) X/er glx) = X/Lr747+(>(2 —2x+1)=9

055 | Observa las gréficas de las funciones f(x) y g (x), y halla los siguientes limites.

eoo
a) lim f(x) Yy
x—-1" 4 :
lim f(x) T
x—=1" T
1/ fx
14
b) lim g(x) T
X—1" ~ :
lim g(x) .
x—T1" (- 99
PR S Y WY SN Y SR S | I s 1
' s U EH I AR AR R X
a) lim f(x) = +oo b) limg(x) = —o0
x—=1 x—=1
im f(x) = o0 lim g(x) = +oo
x—T" x—T"
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056 | Determina los limites, y si es preciso, calcula los limites laterales.

00
2 X2 4+ 2x
a) lim X +6 o) lim X +2x
. 4 —2x
b) fim d) fim———=—
x—3 9—X2 x=1 x —2X+1
2 2 2
a) fim 212 +6—>E im % +6—— im X +6—+oo
x=2 x —2 0 X2 X =2 xo2t X —2
b) lim - 3 lim > + o lim =—o0
239 — x? 0 =3 9 — x? =3t 9 — x
2 2 2
Q) //‘muﬁz—4 /imﬂz—ﬁ—oo fim = +2X—
x=4 8 — 2x 0 x=4" 8 — 2x x=4t 8 —2x
@ m—d=2X 2 A2 L A
=1 X2 x4 1 0 =t x2 —2x+1 xo1 X2 = 2x 41
057 | Halla los limites.
00 . COS X
a) lim cos x b) lim tg x c) lim senx d) |
xom X PIRELE x=>™ sen x
2
a) limcos x = —1
X—T
b) lim th_>i lim tg x = o0 lim tg x = —o0
x%% Xﬁ; x~>7
Q) lim sen x = —1
37
X*}T
" /imcosx%_i im cosx _ | cosx _
=T sen X 0 x=msen X x=7tsen x
058 | Dada la funcion f(x) definida a trozos, encuentra los limites.
200
2x+1 six <=2
f(x) = 2 si—2<x<3
x—1
x* 4+6x—32 six>3
a) lim f(x) <) /inz f(x) e) lim f(x) 9) lim f(x)
X—s—0 X—-2" X—=2 x—3*
b) lim f(x) d) lim f(x) f) lim f(x) h) lim f(x)
X—+% x—-—2* x—3" x—3
a) lim f(x) = —o d) JIm f(x)=-3 9) lim f(x) = =5
X—=—% x—-2" x—3"
b) lim f(x) = +oo e) lim f(x)= -3 h) - fim £(x) no existe.
X—>+oo X——2 Ld
Q lim f(x)=-3 f) lim f(x) = =
X——=2" X—3"
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059 | Calculalos limites laterales y el siguiente limite.
[eRele]

lim

x2 —x—6

x=>3 x2 _6x4+9

XX —=x—-6 0
im ——"——— > =
=3 x2 — 6x 49 0

x> —x—6 im (x=3)(x+2)

lim =
=3 X7 —6x49 =3 (x—=3)

x> =x-6
im ———— =+ 5
X4)37X2—6X+9 = lim X" —x—06 - 4o
_ x*—=x—6 =3 x? — 6x+9
im ———— =+
-3t x? — 6x+9
060 Resuelve los limites.
o (2x=3)(x+3) o x3>—9x? +15x + 25
a) lim ——————— d) lim
x==3 (x +1)(x+3) x=5 x3 —5x% 4+ 2x —10
2x2 —9x +10 2 _
b) lim—mm e) Iim—zx 1x+14
x=2 3x2 —7x 42 x=2 4x? —16x + 16
33 4H12x2—x—4 X+ xr—=x—1
o lim f) lim ——M——
x>=4 x3 4 7x? 4+ 14x + 8 o=t x3 4 2x? 4 x
3 m (2x = 3)(x +3) _)E
=3 (X +D(x +3) 0
o (2x=3)(x+3) . 2x=13 9
lim = lim ==
=3 (x4 1)(x +3) =3 x4 2
2 J—
b i 2= 9X+10 0
=2 3x? — Tx +2 0
2x2 —9x +10  (x=2)(2x—=75) _ 2x—=5 1
= lim = lim = ——
=2 3x2 —7x4+2 o2 (x=2)3x—=1) 2 3x—] 5
34+ 12x2 —x—4 0
q lim - —
x4 53 4 7x% 4+ 14x 48 0
3+ 12X —x—4 , (x+4)3x2=1)
fim = lim =
o4 3L X2+ 14x +8 oot (x+4) X2+ 3x +2)
. 3x?2 —1 47
= m ——— = —
x4 x2 4 3x 42 6
o x* —9x? 4 15x+ 25 0
d) lim - —
=5 x3 — 5x2 4 2x —10 0
o X*—9x?4+15x+ 25 C (x=5)(x*—4x—=75) x> —4x =5
lim = im =
=5 x3—5x2 4+ 2x — 10 =5 (x =5)(x2+2) =5 x242



2x? —11x+ 14 0

e) lim - —
x=2 4x* —16x +16 0

SOLUCIONARIO

27 —1x+14  (x=2)2x=7)  2x=7 3
lim = lim = lim - ——
=2 4x7 —16x + 16 22 (x—2)(4x—8) x24x—8 0

22 —11x + 14 22X —=11x+14

0 lim

im ———
x=2 4x? —16x 4 16

o2 4 —16x+16

XX —x—1 0
f) Jim —m—— 5 =
== x3 4 x? 4x 0

3 2 _ _ 2 _ _
i XXXy XD X2
x——1 X3 + 2X2 + X x——1 X(X —+ ])2 x—=>=1  x
061 | Dada la funcion:
e 2x% +3x —2
f(x) =
x> —4
determina los siguientes limites.
a) ”T f(x) b) lim f(x) o lim f(x) d) lim f(x)
X—>+* x—1 X——% xX——=2
a) Im f(x)=2
X—+ %
b) lim f(x) = —1
x—1
Q Im fx)=2
d) Iim f(x) = 0
X——2 0
2 — — J—
im 2x° + 3x =2 — im (x+2)2x—=1) — im 2x 1: 5

o= X2 4 o2 (x4 2(x—2) o2 x—2 4

062 | Encuentra el limite de la funcién cuando x tiende a 0 y cuando x tiende a 3.

Qoo

X4

f(x) =
x3 —3x2

Especifica el valor de los limites laterales, si es necesario.

4

) X 0 ) x* X2
im—— — — lim = lim =0
x=0 x3 _ 3x2 0 x=0 x3 _ 3x2 X0 x — 3
) 4 81
lim —
=3 x3 — 3x? 0
4
m ———— = —
x—=3" X3 — 3X2 . . X4
— No existe im S -
. x4 x=>3 x° —3X
lim = 4o
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Limite de una funcién

063 | Determina el limite, y comprueba el resultado con la calculadora.

800
. 3x? —4x
lim [ _3x]
X—+%© X+ 2
) 3x% — 4x
fim —3x|—> 0 —o00
X—> -+ X + 2
) 3x% — 4x —10x
i — 3x] = lim =-10
X— 4w X+2 X— 4% X+2
064 | Observa las tablas de valores de la funcién.
L0
4x* —5x
fix) = ——
2x* +7
X 1 10 100 1.000 10.000
f(x) —0,11 1,69 1,974 1,9975 1,99975
X -1 —10 —100 —1.000 | —10.000
f(x) 1 2,17 2,024 2,0025 2,00025

(Es cierto que y = 2 es una asintota? Cuando x tiende a +oo, ;estd la funcién por
encima o por debajo de la asintota? ;Qué sucede cuando x tiende a —c0?

Si, es cierto que y = 2 es una asintota horizontal.
Cuando x tiende a +oo, la funcion esta por debajo de la asintota.
Cuando x tiende a —oo, la funcién esta por encima de la asintota.

3—2x
065 | Decide sila funcion y = a1 tiene alguna asintota horizontal, y situa la funcion
000 X +

respecto de esa asintota.
. 3—2X o . )
lim = —2 — Lafuncioén tiene una asintota horizontal: y = —2.

x>t x4 1
Six=1.000, f(x) > —2,y cuando x tiende a 4cc la funcién estad por encima

de la asintota.
Six=—1.000, f(x) < —2,y cuando x tiende a —oe la funcion estéd por debajo

de la asintota.

066 | Observa las tablas de valores de la funcién.

O
3x +1
fx) = 2+
x—3
X > [ 25 [ 29 [ 299 [ 2999 | 29999
f(x) —7 —17 —97 —997 | —9.997 —99.997
X 3,0001 3,001 3,01 3,1 3,5
f(x) 100.003 10.003 1.003 103 23

400



067

[oR 2o

068

9O

SOLUCIONARIO

¢{Es cierto que x = 3 es una asintota vertical? Cuando x tiende a 3 por la izquierda,
¢la rama infinita de la funciéon tiende a +c0 0 —? ;Qué sucede cuando x tiende
a 3 por la derecha?

Si, es cierto que x = 3 es una asintota vertical.
Cuando x tiende a 3 por la izquierda, la rama infinita de la funcion tiende a —oe.
Cuando x tiende a 3 por la derecha, la rama infinita de la funcion tiende a +oe.

Decide sila funciéon y = tiene alguna asintota vertical,

x2 —3x—4

y estudia sus ramas infinitas proximas a esas asintotas.
Domf=R —{-1,4}

1
hm ————
-1 x2 —3x—4 0

1
im —————— =40
w1 x? = 3x — 4
i %:700
ko1 X2 —3x —4

— La funcién tiene una asintota vertical en x = —1.

Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a 40, y por la derecha, a —co.

) 1 1
im — —— — —
x4 x2 —3x —4 0
lim ] =—

— La funcion tiene una asintota vertical en x = 4.

Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a —oe, y por la derecha, a +oo.

Observa la tabla de valores de la funcion.

4x? 4 6x
f(x) = A4XTt+6x
2x —3
X 10 100 1.000 10.000
f(x) 27,06 206,09 2.006,009 20.006,0009

Esta es la tabla de valores de la recta y = 2x + 6.

X 10 100 1.000 10.000
y=2x+3 26 206 2.006 20.006

¢{Es cierto que la recta es una asintota de la otra funcién?
;Qué posicidn tienen cuando x tiende a +o0? Investiga la posicion relativa
de ambas cuando x tiende a —oo.

Si, es cierto que y = 2x + 3 es una asintota oblicua.

Cuando x tiende a +o», la funcion esta por encima de la asintota.

Six= —1.000, f(x) — 2x — 3 > 0,y cuando x tiende a —oo la funcién esta
por encima de la asintota.
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Limite de una funcién

2
: . . .. X* + 5x
069 | Comprueba sila rectay = x + 3 es una asintota oblicua de la funcién y = T ao
(o< Re] X +
En caso afirmativo, decide la posicién que ocupa una respecto de la otra.

_f(x) _ x* 4 5x
m —==lm —V—7—=
x> X x4 X° 42X o .
, — La funcién tiene una asintota
lim u—x = lim 3x =3 oblicua:y = x + 3.
o x 42 x4 X + 2

Six=1.000, f(x) — x — 3 <0,y cuando x tiende a +co la funcion esta
por debajo de la asintota.

Six=—1.000, f(x) — x — 3> 0,y cuando x tiende a — la funcion esta
por encima de la asintota.

070 | Calcula las asintotas oblicuas de las funciones y su posicidn relativa respecto de ellas.

oo

2x> + 4 2x* 4+ 4
a) f =214 b) flx) = X+
x—1 24+ x
2
X—>+o X X—>+% X° — X ) ) )
a) 5 — la funcion tiene una asintota
im |24 5= 22X 5 oblicuay = 2x + 2.
X— 4 x—1 x=42  x —

Six=1.000, f(x) — 2x — 2 > 0,y cuando x tiende a +oo la funcién esta
por encima de la asintota.

Six=—1.000, f(x) — 2x — 2 < 0,y cuando x tiende a —oo la funcion
esté por debajo de la asintota.
2
X +® X x>+ DX 4+ X7
b) 5 — La funcion tiene una asintota
im [ 224 S o A2 4| oblicuaiy =2x— 4.
xoto| D4 x xo+4e  x —

Six=1.000, f(x) — 2x + 4 > 0,y cuando x tiende a +oo la funcién esta
por encima de la asintota.

Six=—1.000, f(x) — 2x + 4 < 0,y cuando x tiende a —oo la funcion
estd por debajo de la asintota.

071 | Determina todas las asintotas de las funciones, y sitla sus ramas infinitas.

402

00
2—6 3
a) f(x) = X d) flx) =
X+3 x—1
3x2 42 3
b) f(X):u e) f(X)zzxi
X +1 X°—5%+6
3
9 ) = f) f0=———
x—5 x°+x4+1



a)

SOLUCIONARIO

.2 —6x 20
im ———— —» —
=3 X+ 3 0
- 2—06x
fim - 3 =—00
o 2X +6 — La funcion tiene una asintota vertical en x = —3.
lim £Z2X _ 400
x=-3t X+ 3
Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a —oe, y por la derecha, a +-oo.
o 2—06x s . .
lim ——— = —6 — La funcion tiene una asintota horizontal: y = —6.
Xt x 3

Six = 1.000, f(x) > —6,y cuando x tiende a +oo la funcion esta
por encima de la asintota.

Six=—1.000 — f(x) < —6,y cuando x tiende a —ce la funcidn
estd por debajo de la asintota.

Al tener una asintota horizontal, la funcion no tiene asintota oblicua.

_3x2 4 2x 1
im ——— — —
==l x4 0
324 2x
im ————— = —
x»-1" X+ 1 L , .
) — La funcién tiene una asintota vertical en x = —1.
) 3x° 4 2x
im ———— =40
x——1" X+ 1
Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a —oo, y por la derecha, a +-oe.
_3x2 4 2x y . ) )
fim A S 4o — La funcién no tiene asintota horizontal.
X+ X +‘]
2
im fx) _ im 3x? + 2x _,
x—+oe oy X—> o X2 =+ X i . i
3 4 2 — La funcion tiene una asintota
im | 22X g = gm =X = 4| oblicuary =3x—1.
X— 4 X +1 x=>4% x4

Six=1.000, f(x) — 3x+ 1 > 0,y cuando x tiende a +oo la funcién estd
por encima de la asintota.

Six=—1.000,f(x) —3x+ 1 <0,y cuando x tiende a —co la funcién
estd por debajo de la asintota.

o 4x3 500
im —— — —
=5 x —5 0
44X
fim E = —
X — o . .
= — La funcién tiene una asintota vertical en x = 5.
4y
lim =4
x—=5" X —

Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a —oe, y por la derecha, a +-oc.

_4x3 L ) ) )

fim = 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.
x—>+w x5

. 4x3 5 . ) .

lim ——— = 400 — La funcién no tiene asintota oblicua.

X— 4 XZ — 5x
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d) lim - El
=1 x —1 0
fim =—
x> X —1

3 — La funcién tiene una asintota verticalen x = 1.
lim =4

Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a —oo, y por la derecha, a 4.

lim
x>4o x

= 0 — La funcion tiene una asintota horizontal: y = 0.

Six = 1.000,f(x) > 0,y cuando x tiende a +oo la funcion estd
por encima de la asintota.

Six=—1.000, f(x) < 0,y cuando x tiende a —co la funcién
estd por debajo de la asintota.

Al tener una asintota horizontal, la funcion no tiene asintota oblicua.

. X
lim ——————=+»
x->2" X° —5x+6 o . .
; — La funcidn tiene una asintota vertical en x = 2.
. X
im —————— = —o0

x=2' x> —5x+6
Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a 4-o0, y por la derecha, a —oe.

) X 27
m— 2
=3 x2 —5x 46 0

X3

m ———— = —o0
x=3 x> —5x+6

X3

— La funcién tiene una asintota vertical en x = 3.

im ————— =+
x>3t X2 — 5+ 6

Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a —oo, y por la derecha, a 4.

3

) X -, ! , '

lim —————— = 400 — La funcion no tiene asintota horizontal.
x>+ x2 _ 5x 46

. f(x ) X3

im Ay X
x—>4o  x X—+ X3 _5)(2 -+ 6x o .

— La funcién tiene una
X 5x7 — 6x . X

im|—2 _x|= Jm =222 _¢g asintota oblicua:
e X2 —5x+6 xoie x? — 5X 46 y=x+5.

Six=1.000, f(x) —x — 5> 0,y cuando x tiende a +o la funcion esta
por encima de la asintota.

Six=—1.000, f(x) —x — 5 < 0,y cuando x tiende a —oe la funcion
estd por debajo de la asintota.
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f)

072

eee

a) f(x)

b) f(x)

SOLUCIONARIO

Dom f= R — La funcién no tiene asintota vertical.

. X S . .
lim ———— =0 — La funcion tiene una asintota horizontal: y = 0.
xmte x? 4oy ]

Six=1.000, f(x) > 0,y cuando x tiende a +o la funcion esta
por encima de la asintota.

Six=—1.000, f(x) < 0,y cuando x tiende a —ce la funcion
esté por debajo de la asintota.

Al tener una asintota horizontal, la funcién no tiene asintota oblicua.

Obtén todas las ramas infinitas y las asintotas de las funciones, y decide la posicién
que tienen entre si.

x> —7x+1
2x? — 5x3
x> —7x+1
2x* —8

X3 —Tx+1

2x* +8
x> —7x+1
2x +8

2
Domf—R{O,S}

X = 7x+1 1
7%7

im
x=0 Dx? — 5x3 0
3
X =T7x+1
lim % = too
xo0" 27— SX — La funcion tiene una asintota vertical en x = 0.
X = Tx+1
im &—————— =+

x=0" 2x? — 5x°
Las dos ramas infinitas de la funcion tienden a +oo.

X2 — X +1 —1,736
%

lim

2 2x? — 5x° 0
5

X = Tx+1

im ————— = —o0

X

- 2 3
_% 2x° — 5x

o , ) 2
5 — La funcion tiene una asintota vertical en x = —.
X° —=7x+1 5

= 4o
2° 2x%* — 5x¢°
5

X—

Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a —oo,
y por la derecha tiende a +-oo.
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X3 = Tx+1
lim ———

1 I . ' 1
= —— — Lafuncion tiene una asintota horizontal: y = ——.
x= e Dy 5x3 5 5

1
Six = 1.000, f(x) < - y cuando x tiende a +oe la funcion esta

por debajo de la asintota.

1
Six = —1.000, f(x) > -y y cuando x tiende a —oe la funcién
esté por encima de la asintota.

Al tener una asintota horizontal, la funcién no tiene asintota oblicua.

b) Domf=R —{-2,2}
X = 7x+1 7

im ———— — —
x=-2 Jx? 8 0
3
) X —7x+1
lim 27+ = 4o
o-r 2x° —8 — La funcién tiene una asintota vertical en x = —2.
im x3—7x+1_7oo

x>-2t 2x* —8

Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a +oo,
y por la derecha tiende a —oe.

X = Ix+1 -5
7%7

lim
x—2 2X2 -8 0
X = Tx+1
lim X =+l = 4o
x> 2x? —8 D , .
— La funcién tiene una asintota vertical en x = 2.
im X =Tx4+1

x=20 2x? —8

Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a +oo,
y por la derecha tiende a —oe.

X = Tx+1
fim Al e L 400 — La funcion no tiene asintota horizontal.
xo4e Dx2 8
3
iim fx — Jim X —7x+1 _1 La funcion tiene
Ko X xote 2% —8X 2 una asintota oblicua:
(X =7x+1 0 o =3x 4T 1
lm | ——"————x|= Im ———=0 y=—X.
xo4e|  J)x* —8 xote )x° —8 2

Si x = 1.000, f(x)— %x < 0,y cuando x tiende a 4cc la funcién estd

por debajo de la asintota.

Six = —1.000, f(x) — %X > 0,y cuando x tiende a —oo la funcién

estd por encima de la asintota.
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Dom f= R — La funcién no tiene asintota vertical.

) -7 1
lim L i 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.
xote Dx? 48
3
lim @ — Jim X =7x+1 = 1 La funcion tiene
Xt X x4 Jx3 4 8x 2 _, una asintota oblicua:
- - 1
Jm | X=XV D gy X ) = L
X—> 400 2)(2 +8 2 X—>+e 2X2 +8 2

1
Si x = 1.000, f(x) — EX < 0,y cuando x tiende a +oo la funcion esta
por debajo de la asintota.
1
Six = —1.000, f(x) — EX >0,y cuando x tiende a —oe la funcién
estd por encima de la asintota.

Domf=R — {—4}
X — Ix+1 —35
%

fim
x=>—4 2x 48 0
3 —
//‘miix 5 7X8+] =4
o , X+ — La funcién tiene una asintota vertical en x = —4.
X7 =T7x4+1
im ————— = —
xo—4t x4+ 8

Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a 4-o0, y por la derecha
tiende a —co.

X = 7x+1

im ———— = 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.
X— 4% 2X + 8

(%) X = Tx 4

im —— = Jim ——————— = 400 — La funcidn no tiene asintota oblicua.
X=4e X— 4 2)(2 —+ 8x

Halla las asintotas de estas funciones, y la posiciéon de las ramas infinitas.

3 _6x24+12x—8 35— 6x*? —
a) f0) = X X -;: X ) ) = X 6x2 +12x 8
X X —
x> —6x24+12—-8 x> —6x2+12x—8
X) = - e) flx) = — 27
X X — -
3 _6x*+12x —8 3 — 6x? —
9 ) = X X° +12x f) fl) = X 6x° +12x — 8
x—2 x2 +4

Domf=R — {-3}
x} —6x7 +12x—8 —125
%

lim
x—==3 X+3 0
iim X —6x* +12x -8 = foo La funcién tiene una asintota vertical
x—3" X+3 en x = —3. Por la izquierda la rama
- o
X —6x2+12x—8 infinita de la funcion tiende a +oo,
Xﬁrl 13 =% y por la derecha tiende a —co.
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408

X2 —6x? +12x—8

fim = 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.
X—> % X + 3

() X} —6x2+12x—38

im —= = lm = 400 — La funcidn no tiene asintota
x—te x X= X2 + 3x
oblicua.

Domf=R —{-3,2}
x> —6x* +12x—8 —125
%

lim
x=-3 X +x—6 0
X —6x? +12x—8
fim > =—o
X—-3 X4+ X — 6 ., . , .
, ) — La funcion tiene una asintota vertical
X" —6x"+12x—-38
lim > =40
x—-3" X4+ X — 6

en x = —3. Por la izquierda la rama infinita de la funcion tiende a —oo,
y por la derecha tiende a +oo.

X —6x7 +12x—8 0

lim - —

x=>2 X +x—6 0

im X —6x7+12x—8 im (x —=2)(x* — 4x +4) _0
x2 XX +x—-6 X2 (x —2)(x+3)

— La funcion no tiene asintota vertical en x = 2.

X —6x? +12x—8

fim = 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.
X—> 4 x4+ x—6
) X —6x?+12x—38
im —= = lim =1
x>y X—> 40 X3 + X2 — 6x
[P —6x2+12x—8 _ =7x*4+18x—38
fim —x|= Iim ————=-7
x4 X’ +x—6 =42 X 4 x—6

— La funcidn tiene una asintota oblicua:y = x — 7.
Six=1.000, f(x) — x + 7 > 0,y cuando x tiende a +oo la funcion esta
por encima de la asintota.
Six=—1.000,f(x) — x4+ 7 <0,y cuando x tiende a —o0 la funcion
estd por debajo de la asintota.

Domf=R — {2}
X =6 +12x—8 0
fim - —
X—2 sz O
3 2 o _ 2 _
fim X 6x” +12x 8 = lim (x=2)(x Ax+4) = 0 — Lafuncion
X—2 X*2 x—2 X—2

no tiene asintota vertical en x = 2.

x> —6x> +12x—8

fim = 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.
X—> 4% X =2

() x> —6x2+12x—38

im —— = lim = +00 — La funcion no tiene asintota
X—toe x X— 4 XZ — 2X
oblicua.



SOLUCIONARIO

d) Domf=R —{-2,2}

x> —6x? +12x—8 —64
%

fim
xo=2 X’ —4 0
im x> —6x>+12x—8 -
x——2" X — 4 B R ; .
, s — La funcién tiene una asintota vertical
im X —6x" +12x -8
/m+ 7 =+
x——2 X 4

en x = —2. Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a —oz,
y por la derecha tiende a +oo.

X —6x? +12x -8 0

fim - —
x2 x* =4 0
3 2 _ _ 2 _
fim = 6X2 +12x -8 = lim (x—2)x Ax+4) =0 — Lafuncion
x=>2 x°—4 X2 (x—=2)(x+2)

no tiene asintota vertical en x = 2.

x> —6x> +12x -8

fim P = +00 — La funcién no tiene asintota horizontal.
X 4o X —
() X —6x24+12x—38
im —— = lim S =1
X—=>+o X X— +% X — 4)(
[P —6x2+12x—8 . =6’ +16x—8
fim —-x|= Iim ———=—-6
X—> 40 )(2 — 4 X—+® Xz — 4

— La funcidn tiene una asintota oblicua: y = x — 6.

Six=1.000, f(x) — x4+ 6 > 0,y cuando x tiende a +oo la funcion esta
por encima de la asintota.

Six=—1.000, f(x) — x4+ 6 < 0,y cuando x tiende a —oo la funcion
estd por debajo de la asintota.

Domf=R — {2}
X —6x2+12x—8 0
fim - —
X2 (x —2) 0
P _6x24+12x—8 ) —-2)
fim X X 12X = lim (x ) = 0 — La funcién no tiene asintota
= (x—2) =2 (x—2)!

vertical en x = 2.

x> —6x* +12x —8

fim = +00 — La funcién no tiene asintota horizontal.
X—+%° (x — 2)2

- f(x) X —6x? 4 12x—8

im —— = lim =1
X—4o X X—> 4o X3 — 4)(2 + 4x L

, , 5 — La funcién

) X —6x° 4+ 12x—8 =X +8x—8

fim —x|= lIim ——m———— =2
X+ X2 —4x + 4 X—= 4 XZ —4x 4+ 4

tiene una asintota oblicua: y = x — 2.

f(x) — x + 2 =0 — La expresion de la funcion coincide con la ecuacion
de la asintota salvo en x = 2.
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Limite de una funcién

f)

Dom f=R — La funcion no tiene asintota vertical.
x> —6x> +12x—8

lim > = 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.
X—=> 40 X + 4
- f(x) X —6x7 4+ 12x -8
im —— = lim : =1
x—=>+® X X—+% x> + 4x
[ x*—6x?+12x—8 . —6x? +8 —38
fim —Xx|= Im ————=-6
X—> 4o X2+ 4 x> 4o x>+ 4

— La funcién tiene una asintota oblicua: y = x — 6.
Six=1.000, f(x) — x + 6 > 0,y cuando x tiende a +oo la funcion esta
por encima de la asintota.
Six=—1.000, f(x) — x + 6 < 0,y cuando x tiende a —oe la funcion
estd por debajo de la asintota.

074 | Calcula las ramas infinitas y asintotas de las funciones.
a) y=x>+5x—1 b) y=2"—1 o) y=logx d) y=tgx

200

a)

Dom f=R — La funcion no tiene asintota vertical.
lim (x> + 5x —1) = +00 = La funcidn no tiene asintota horizontal.

X— Fo
f(x) xX? 4+ 5x—1

im —— = Jim ———————— = 4+ — La funcidn no tiene asintota oblicua.
X=>to  x X— +o0 X

Dom f= R — La funcién no tiene asintota vertical.
lim (2* —1) = 400 — La funcién no tiene asintota horizontal.

X—=+0

. f(x) 2= L ) , )
im —= = lim ——— = 400 — La funcion no tiene asintota oblicua.
x>ty X=> +o X
Dom f = (0, +o0)
lim log x = —o0 — La funcidn tiene una asintota vertical en x = 0.
x—=0"

La rama infinita de la funcién tiende a —oo.
lim log x = 40 — La funcién no tiene asintota horizontal.

X—>+o
fi M: lim

X=>+o oy X— +ow X

log x
09X _ 0 — La funcién no tiene asintota oblicua.

Dom f= Rf{%+kﬁ,k c z}

. 1
lim tg x — —
x—>1 O
2
lim tgx = +o0
X%% e
. — La funcioén tiene una asintota vertical en x = —.
lim tgx =—o 2

Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a oo, y por la derecha, a —oo.
Al ser una funcion periddica, de periodo T, todos los puntos

que no pertenecen al dominio son asintotas del mismo tipo.

Por tanto, la funcidn no tiene asintotas horizontales ni oblicuas.



075

(XX

076

| Jeolke)

Encuentra las asintotas de las funciones.

SOLUCIONARIO

— La funcién tiene una asintota vertical en x = 0.

2x —3
a) y=7| k] b) y =
X
2x=3 sixg%
a) fx)= 2*
LH SiX<i
X 2
Domf=R — {0}
. =2x4+3 3
im— — —
x—0 X O
o =2x+3
im ————— = —
x—0" X
x—0" X

Por la izquierda la rama infinita de la funcién tiende a —oo, y por la derecha, a +oo.

. -3
fim
X—+o X

Six=1.000, f(x) < 2,y cuando x tiende a +ce la funcidn esta por debajo

de la asintota.
-2 +3

= 2 = La funcién tiene una asintota horizontal: y = 2.

lim = —2 — La funcién tiene una asintota horizontal: y = —2.

X—=+o X

Six = —1.000, f(x) < —2,y cuando x tiende a —ce la funcién esta

por debajo de la asintota.

Al tener asintotas horizontales, la funcion no tiene asintotas oblicuas.

b) Dom f=(-2,2)
2

im ———— = —o0 — La funcién tiene una asintota vertical en x = —2.

x—=2" /4 _ XZ

La rama infinita de la funcién tiende a —co.

lim ———= = 4+ — La funcion tiene una asintota vertical en x = 2.

x—2 4 — X2

La rama infinita de la funcion tiende a +oco.

Dado el dominio de la funcion, no tienen sentido los limites en el infinito,

y la funcién no tiene asintotas horizontales ni oblicuas.

Observa la gréfica de la funcion
y determina estos limites.

lim f(x) lim f(x) lim f(x)
x—0" x—07t x—0
lim f(x) lim f(x) lim f(x)
x—=2" x—=3 x—2

Estudia la continuidad
de la funcién f(x).
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Limite de una funcién

lim f(x) =2 lim f(x) =2 lim f(x) = 2
x—0" x—0" x—0
//rrzi flx)=3 //'rr; f(x) = 3,5 fim f(x) = 3
X2 X— x—2

La funcién es continua salvo en x = 2, ya que no existe f(2).

077 | Completa la tabla para la funcion.
QeeC
x? —2x—3

x—3

f(x) =

Comprueba que su limite, cuando x tiende a 3, es: Iim f(x) = 4

x—3
(Cuanto vale f(3)? Haz una representacion de la funcion.
{Qué diferencia hay entre las graficasde f(x) ydey = x + 1?

X 2,5 29 |2999 | 3,001 | 3,01 3,1 3,5
f(x) 35 39 3,999 | 4001 | 4,01 4,1 45

No existe f(3).

La gréfica de f(x) coincide con la gréficade larectay = x + 1,
salvo en el punto x = 3.

078 | Dibuja una funcién que sea continua, salvo en x = —1, que tenga un salto infinito
2% |y que tenga en x = 3 un salto finito.

Respuesta abierta.

Y
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SOLUCIONARIO

Dibuja una funcién cuyo domino sea [0, +), y que presente un punto
de discontinuidad evitable en x = 4.

Respuesta abierta.
Y

Determina los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones.

a) y= L e) y_7x+2
Y s X2 —7x+12
by y=—>F2 _ f) y=Jx—5
X* —x+12

o y=+4+x g y=+vx>—2x—38
d) y=v4—3x—x? h) y=+x*—2x+8

a) Domf=R —{-3}

fim - —

x=>-3 x + 3 0
lim ]

x>-3 X+ 3

. 1
lim
x—>-3t X + 3

— No existe //'m3 f(x),y x = =3 es un punto

=+ de discontinuidad inevitable de salto infinito.

b) Dom f=R — No hay puntos de discontinuidad.

c) Dom f=[—4, +90) — No hay puntos de discontinuidad.
d) Dom f=[—4, 1] = No hay puntos de discontinuidad.

e) Domf=R —{3,4}

f